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Einfache  Constructionen  für  eine  Reihe  von 
Unicursalcurven  dritter  Ordnung. 


Von 


Herrn  Dl.  H.  Willig, 

RealgymnaBiallohrcr    in    Mainz. 


Wenn  man  eine  bestimmte  Curve  dritter  Ordnnng  nach  den 
allgemeinen  Methoden  von  Plücker  nnd  Grassmann  constrairen  will, 
so  wird  man  nicht  sehr  schnell  zum  Ziele  kommen.  Diese  Erfahrung 
wird  jeder  gemacht  haben,  der  es  versucht  hat,  nach  den  erwähnten 
Methoden  zu  construiren. 

Für  den  genannten  Zweck  ist  ein  Verfahren  willkommener,  nach 
welchem  man  nur  eine  kleinere  Anzahl  von  Species  der  Curven 
dritter  Ordnung  finden  kann. 

Diese  Tatsache  gab  zu  der  folgenden  Untersuchung  Anlass,  in 
welcher  drei  Methoden  mitgeteilt  werden,  wonach  man  auf  einfache 
Weise  mehrere  Unicursalcurven  dritter  Ordnung  graphisch  darstellen 
kann. 

1.  Methode. 

Lehrsatz.  Es  sind  zwei  Geraden  x  und  y  und  eine  Parabel  ge- 
geben. Zieht  man  durch  den  Punkt,  in  welchem  die  Parabel tan- 
gente  ^)  t  die  Gerade  x  schneidet,  eine  Parallele  zu  y  und  durch  den 


1)  Eine  Parabcltangcnte  wird  bei  dieser  Constraction  am  einfachsten  mitteU 
eines  rechten  Winkels  gefanden ,  der  so  gelegt  wird ,  dass  der  eine  Schenkel 
darch  den  Brennpunkt  geht,  wfthrend  der  Scheitel  auf  der  Schelteltangente 
Hegt.  Der  andere  Schenkel  ist  eine  Parabeltangente.  Man  braucht  also  die 
Parabel  selbst  nicht;  es  genflgt,  wenn  ihre  Scheiteltangente  und  ihr  Brenn- 
punkt gegeben  sind. 


▲ich.  d.  Math.  v.  Phyi.    2.  Reihe,  T.  X. 
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Punkt,  in  welchem  y  von  t  geschnitten  wird,  eine  Parallele  zu  x^ 
so  ist  der  Oft  des  Schnittpunktes  dieser  zwei  Parallelen  bei  ver- 
änderlichem i  eine  Unicorsalcurve  dritter  Ordnung. 

Beweis.    Wählt  man  x  and  y  zu  Coordinatenaxen,  so  findet  man 
aus  der  Gleichung  der  Parabel 

(wo  u  und  V  die  Coordinaten  der  Tangente  sind)  die  Gleichung  des 
gesuchten  Ortes,  indem  man 

V  SS und    »  —  — 

X  y 

setzt;  denn  die  Abschnitte,  welche  die  Parabeltangente  auf  den  Axen 
bildet,  sind  bei  der  angegebenen  Wahl  des  Coordinatensystems  gleich 
den  Coordinaten  des  Punktes,  dessen  Ort  untersucht  werden  soll. 

Man  findet  die  Gleichung 


Discussion  dieser   Gleichung. 

Jede  Gerade  des  Büschels  y  =  Xx  hat  im  Punkte  0  |  0  zwei 
Punkte  mit  dieser  Curve  dritter  Ordnung  gemeinsam;  folglich  ist 
0  I  0  ein  Doppelpunkt. 

Um  die  Art  dieses  Doppelpunktes  zu  erkennen,  zerlegt  man  die 
quadratischen  Glieder  der  Gleichung,  nämlich  den  Ausdruck 

in  lineare  Factoren.  Setzt  man  jeden  derselben  gleich  null ,  so  er- 
hält man  die  Gleichungen  der  Tangeuten  im  Doppelpunkte.  Die- 
selben sind 

real  und  verschieden 

real  und  sich  deckend 

imaginär 

wenn  die  Discriminante 

/  positiv  \ 

a,2*  —  Oji  a^   )  null  >     ist. 

f  negativ  i 

Die  zu  discutirende  Gleichung  stellt  also  Curven  mit  einem 
Knotenpunkt,  Rttckkehrpunkt  oder  isolirten  Punkte  dar. 
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Der  Aosdruck  {ai^y'\-a^x)xy  lehrt,  dass  sämtliche  Asymptoten 
real  sind.  Zwei  derselben  laufen  zu  den  Coordinatenaxen  und  die 
dritte  znr  Geraden 

parallel. 

Um  die  Asymptote  zu  finden,  welche  zurj  j^-Axe  parallel  Iftnft, 
setzt  man  in  der  gegebenen  Gleichung  x=sin  und  y  ^co.  Man 
findet  ans 


dass 


Um  die  zur  ar-Axe  parallele  Asymptote  zu  finden,  setzt  man  in 
der  gegebenen  Gleichung  y  =  n  und  x  »  od.    Man  findet,  dass 


**       2a, 


iS 


Um  endlich  die  zu 


parallele  Asymptote  zu  finden,  setzt  man 

Oisy+^ss«  ■=/'»     lim--»——     und    x^co 


^iz 


Man  findet,  dass 


p  = 

Ö15(«ll«28- 

•«12«18)  + 

«I8(«13«22- 

«12  «2J 

l) 

2ai8«28 

wolfir  man  auch  schreiben  kann 

wenn 

A 

"2^12 

«11      <»11      ^S 

^li 

^12 

^13 

/l  ^ 

«1«      «22      «28 

und 

^12 

^22 

^23 

«13      «28        0 

^18 

^23 

^88 

die  A4jancta  ^ 

ron  zf  ist. 

Um  zu  zeigen,  wie  man  in  jedem  Punkte  der  gefundenen  Gurven 
dritter  Ordnung  die  Tangente  construirt,  wird  angenommen,  dass 
der  Parabeltangente  u  \  v  (mit  dem  Contact  x  \  y)  der  Punkt  X  \  r, 
dessen  Tangente  die  Goordinaten  T]\  V  besitzt,  entspreche. 

Nun  ist 
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1.  UflC-j-vy+l  -B  0 

2.  ux+vr+i'^o 

3.  uX+1  =  0    und 

Weil  X  I  ^  der  Berührongspunkt  von  u  1 1;  ist,   findet  die   Be- 
ziehung statt: 

5.  xdu-i-ydv  —  0 

und  weil  27 1  F  die  Tangente  im  Punkte  X\  Y  ist ,  existirt  die 
Gleichung: 

6.  UdX+  VdY  —  0 

Ferner  folgt  aus  Gleichung  (3)  die  Bedingung 

7.  udX  +  Xdu-^O, 
und  aus  (4) 

8.  vdY+Ydv'=^0 

Eliminirt  man  aus  diesen  Gleichungen  du,  dv^  dx,  dY^  X  und 
y,  80  ergieht  sich,  dass 

Xj a^8    nnd  r=— y»« 

Setzt  man 

so  sind  a  und  5  die  AhschnHte,  welche  die  Parabeltangente,  und  Ä^ 
D  die  Abschnitte,  welche  die  entsprechende  Tangente  der  Curve  dritter 
Ordnung  auf  den  Axen  bildet 


Da  nun 


A^  - 

X 


60  ist  die  Strecke,  welche  irgend  eine  Tangente  der  Curve  dritter 
Ordnung  auf  der  a:-Axe  abschneidet,  die  mittlere  Proportionale 
zwischen  der  Abscisse  des  entsprechenden  Parabelpunktes  und  dem 
Abschnitte'auf  der  a-Axo,  welchen  die  Parabeltangente  dieses  Punktes 
bildet.  Ebenso  ist  B  mittlere  Proportionale  zwischen  y  und  b.  Es 
ist  jedoch  schon  hinreichend,  A  zu  bestimmen,  um  die  Tangente  im 
Punkte  X  \  Y  zu  construiren. 

Um  die  Gleichungen  für  nachstehende  Fälle  zu  finden,  setzt  man  in 

pv^  ■=*  2u 

U  V 

und     V  « 


aU-ßV-\-l     """     "       ^aU^(ir-\-l 
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nod  ersetzt  dann  ü  durch und  V  durch .    Man  findet 

»  y 

anzuwenden  für  T«  >  0,    j3  =  oY  («  <  0,  /J  >  0),  U^O,  ß\2pa\- 

Hier  sind  u  |  v  die  Coordinaten  der  beweglichen  Farabeltangente  in 
Bezug  auf  ein  bestimmtes  System,  U\  7  dieselben  bezüglich  eines 
neuen  Systems,  dessen  Axen  parallel  den  ursprünglichen  sind,  und 
dessen  Anfangspunkt  a  \  ß  ist. 

Die  Art  des  Doppelpunktes  ist  bei  diesen  5  Curven  Ton  dem 
Vorzeichen  des  Ausdruckes  p^—^^Ipu  abhängig. 

Liegt (i\  ß l  innerhalb  } 

I  auf  >   der  Parabel,  so  ergiebt  sich  ein 

(  ausserhalb  > 

iisolirter  Punkt  ) 
Rfickkehrpunkt  > . 
Knoten  ^ 

In  ebenso  einfacher  Weise  lassen  sich  die  Gleichungen  für  die 
Curven  6  bis  12  aufstellen. 

2.  Methode 

Lehrsatz*  Wählt  man  auf  einem  Kegelschnitte  den  Punkt  Oj 
und  beliebig  in  der  Ebene  die  Punkte  O^  und  O3,  yerbindct  Oi  und  O^ 
mit  einem  beliebigen  Punkte  P  des  Kegelschnittes  und  zieht  durch 
O^  die  Parallele  zu  OiP,  so  ist,  wenn  Pden  Kegelschnitt  beschreibt, 
der  Ort  des  Punktes,  in  welchem  O^P  diese  Parallele  schneidet,  eine 
ünicursalcurve  dritter  Ordnung  ^). 

Beweis.  In  Bezug  auf  ein  beliebiges  zweiaxiges  Coordinaten- 
system  mögen  O, ,  O,  und  Og  die  Coordinaten  fl*i  |  yj ,  x^\  yt  und 
's  I  ^8  besitzen. 

Der  in  Betracht  kommende  Kegelschnitt  möge  durch  die  beiden 
projectivischen  Büschel 

x-\-Xy  —  0    und    y+^{^p+qx)  —  0* 

definirt  sein;  er  hat  also  die  Gleichung 

y^  «B  2pa;  -|"  H^^ 

1)  Man  wfirde  auch  eine  Universalcarvc  dritter  Ordnung  erhalten,  indem 
man  eine  Parallele  zu  O^P  darch  O,  zieht  und  ihren  Schnittpunkt  mit  O^P 
«uffDcbt. 
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HyperbeH  1  positiv    i 


Dieselbe  stellt  eine  <  Parabel  >  dar,  wenn  q  i  nall       \    ist,    und 

(  Ellipse  I                        '  negativ 

wenn  das   Coordinatensystem  rechtwinkelig  ist,    so   stellt   sie  fttr 
q  =  —1  einen  Kreis  dar. 

Die  Gleichung  der  Geraden,  welche  O^  mit  dem  Schnittpunkte 
F  der  entsprechenden  Strahlen 

x+Xy^O    und     yH-A(2p  +  ga;)  —  0 

verbindet,  hat  die  Form 

y  +  l{2p  +  qx)  +  fi(x  +  Xy)  -  0 

wo  fi  eine  Constante  ist,  die  sich  ergiebt,  indem  man  in  diese  Glei- 
chung die  Coordinaten  von  Og  einträgt,  fi  wird  also  aus  der  Gleichung 

berechnet    O^P  hat  mithin  die  Gleichung 

wo 

y    X 


(yaj)  — 


Vt    «2 


Da  die  Allgemeinheit  der  Entwickelung  nicht  beeinträchtigt  wird, 
so  möge  Ol  der  Punkt  a;  —  0,  y^O  sein,  d.h.  O^  möge  der 
Scheitel  des  Büschels 

a:+Ay=:0     ■ 

sein,  welcher  bei  schiefwinkeligen  Coordinaten  jeder  Punkt  des  Kegel- 
schnittes sein  kann. 

OjP  hat  dann  die  Gleichung 

aj+Ay  —  0 
und  die  durch  Og  zu  O^P  gezogene  Parallele  hat  die  Gleichung 

»-aJ8+A(y— yj)  «0 

Eliminirt  man  aus  dieser  Gleichung  und  aus  derjenigen  für  OgP 
die  Grösse  A,  so  findet  man  die  Gleichung  des  zu  untersuchenden 
Ortes.    Dieselbe  lautet: 

(yv^)  iy  —  VzY  +  2p  (*  —  «a)  (x  -  arg)  (y  —  y,) 
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Discussion   dieser  Gleichung. 
Jede  Gerade,  deren  Gleichung  die  Form  hat 

schneidet  die  gefundene  Gurre  dritter  Ordnung  in  den  Punkten,  die 
aus  den  Systemen: 

(a;-jrs)«  =  0 

(ya?,)p>+2p(aj  — ar,)^  — [2p(y  — y,)+g(ir5fj)J  I    =0 

y-y8  =  p(«— a^»)  I 

gefunden  werden. 

Das  erste  System  hat  zwei  gleiche  Lösungen,  nämlich   x^  \  y^. 
0,  ist  mithin  ein  Doppelpunkt 

Setzt  man 

x—x^^X    und    y  —  ys'^Y 

so  geht  die  Gleichung  der  zu  discutirenden  Curve  über  in 
[(Yx,)  +  (y,x,)]Y^+2p(x,  •-x,)XY 

-[^Xys-y^)+^(y^^)+a(y^^)}^'  -  ^  (1) 

Die  Tangenten  im  Doppelpunkte  werden  dann  aus  der  Gleichung 

gefunden. 

ireal  und  verschieden     1 
real  und  sich  deckend  ?,  wenn 
imaginär  ' 

i   positiv    I 
nuU         >  ist. 
negativ    ' 

Die  gleichen  Bedingungen   ergeben   sich  auch    dafür,   dass  die 

ff     X      1 

=  0  den  Kegelschnitt 


Gerade 


y«  ^2  1 


1  schneidet  } 

berührt  \ . 

nicht  schneidet  ) 

Denn  setzt  man  in  der  Gleichung  jener  Geraden,  nämlich  in 
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^ATlL^^r     und      --^^^^^zzr, 

SO  werden  die  Abscissen  ihrer  Schnittpunkte  mit  dem  Kegelschnitte 
aus 

r*a;*-}-2r*a5-|-«*  ■•  2px^qx^ 
oder  aus 

gefunden. 

Ireal  und  verschieden  j 
gleich  \  j   d.  h.  die  Ge- 

imaginär ) 

{schneidet  1 

berührt  J,  wenn  p*--2pr«+5**  oder 

schneidet  nicht  ) 


^__^5^  j   null         >   ist 


positiv 

null 

negativ 


Daraus     folgt,     dass     die     Gurve     dritter     Ordnung     einea 

I  Knoten  ^ 

Rückkehrpunkt  (   besitzt,  wenn  die  Gerade  Ö^^  den  Kegelschnitt 
isolirten  Punkt  ; 
I  schneidet  \ 

berührt  \ . 

nicht  schneidet  ) 

Die  Bichtnng  der  Asymptoten  wird  aus  der  Gleichung 

gefunden. 

Die  Curve  hat  mithin  dieselben  unendlich  fernen  Punkte  wie 
der  Kegelschnitt  selbst,  und  ausserdem  liegt  noch  ein  unendlich 
ferner  Punkt  in  der  Richtung 


d.  h.  in  der  Richtung  0^0^. 

Die  mittels  eines  Kreises  oder  einer  £iiipse  abgeleiteten  Curven 
dritter  Ordnung  haben  nur  eine  reale  Asymptote,  die  vermittelst  der 
Hyperbel  abgeleiteten  dagegen  drei. 

Um  die  Gleichung  der  Asymptoten  zu  finden,  die  zu 
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parallel  ist,  sotze  man 

(rap,)  =  TO,    lim^— -    und    lim-y  —  oo 

in  die  Carvengleichnng  ein.    Man  findet,  dass 

(ys  «2)  (Pi^  ~  2p  g?g  -  ga?g«) 
Ist 


y2*— «V 


&* 
«"-ä« 


so  ist  der  zu  Grand  gelegte  Kegelschnitt  eine  Hyperbel,   und  die 
aus  ihr  erhaltene  Curve  dritter  Ordnung  hat  noch  die  zwei  Asymptoten 


und 


yi  ^  Y  _  yq  [H^s  --  ^») + g  (yi — y»)  ] 


Um  ZU  zeigen,  wie  man  die  Tangente  in  irgend  einem  Punkte 
der  zu  discutirenden  Curve  dritter  Ordnung  durch  eine  lineare  Con- 
stmction  finden  kann,  dient  folgende  Betrachtung. 

Dem  Punkte  P  des  Kegelschnittes  entspricht  ein  bestimmter 
Punkt  Q  der  Curve  dritter  Ordnung.  Dem  Punkte  P^,  der  auf  der 
ersteren  Curve  dem  P  benachbart  ist,  entspricht  auf  der  letzteren 
Curve  der  Punkte  Q],  welcher  Q  benachbart  ist.  Mithin  entspricht 
der  Tangente  PP^  des  Kegelschnittes  die  Tangente  QQi  der  Curve 
dritter  Ordnung. 

Bewegt  sich  ein  Punkt  von  P  nach  P^  (in  gerader  Linie),  so  be. 
wegt  sich  der  zugeordnete  Punkt  von  Q  nach  Q^  im  allgemeinen 
auf  dem  Bogen  einer  Hyperbel,  und  für  den  Fall,  dass  O^O^WPiP^ 
ist,  auf  dem  Bogen  einer  Parabel.  Die  Gerade  QQi  ist  Tangente 
dieser  Kegelschnitte. 

Da  von  der  Hyperbel  die  drei  Punkte  <2,  O^  und  O,  und  die 
Richtung  der  Asymptoten,  und  da  ferner  von  der  Parabel  die  Punkte 
<2,  O2  und  Os  und  die  Richtung  der  Durchmesser  gegeben  sind,  so 
sind  diese  Kegelschnitte  vollständig  bestimmt,  und  es  kann  durch 
eine  lineare  Construction  die  Tangente  in  Q  gefunden  werden. 

Die  Gleichung  der  mittels  eines  Kreises  construirten  Curven 
dritter  Ordnung  findet  man  in  Bezug  auf  das  rechtwinkelige  Coor- 
dinatensystem ,  das   O3  als  Anfangspunkt  besitzt,  und  bei  welchem 
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die  y-Axe  parallel  zar  Tangeute  in  0|  ist,  indem  man  in  Gleichung 

(1)  Seite  7 

</««--  1    setzt 
Man  findet 

(F«+jr*)[(Kr,)  +  (y3ar,)]  +  2pjr[(ydr3)-(Kr,)]-0') 

anzuwenden  auf  die  Fälle 


0,    yj  —  00 


0  <  a^8  <  2p,  %  -  0 

«9  —  2p,  ys  —  0 

a-s  <  0,  ya  =  0 

a^8  >  2p,  yg  —  0 

a^a  —  Pi    ys  <  r      ) 

*«■=;>,    ys'-'l^     /Äfj=Qo,    y,  =  0 

«8  —  p»  ys  >  p   ^ 

Ausser  diesen  7  Species  der  Curven  dritter  Ordnung  lassen  sich 
keine  weiteren  mittels  eines  Ereiset  nach  dieser  Methode  construiren. 

In  Bezug  auf  das  Coordinatensystem ,  dessen  Anfangspunkt  Og 
ist,  dessen  a;-Axe  parallel  zu  den  Durchmessern  einer  Parahel  und 
dessen  y-AxQ  parallel  zu  der  durch  O,  gehenden  Paraheltangente 
ist,  haheu  die  aus  jener  Parahel  abgeleiteten  Curven  dritter  Ord- 
nung die  Gleichung 

Es  verdient  noch  bemerkt  zu  werden,  dass  Herr  Rychlicki  im 
Programm  des  Gymnasiums  zu  Wongrowitz  (1884)  nach  dieser  Me- 
thode mittels  einer  Ellipse  dap  Folium  des  Descartes  construirt  hat. 


3.  Methode. 

Lehrsatz.  Alle  Fusspunktscurven  der  Parabel  sind  Curven  dritter 
Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte. 

Beweis.  In  Bezug  auf  das  rechtwinkelige  Coordinatensystem, 
dessen  Anfangspunkt  der  Scheitel  der  Parabel  ist,  und  dessen  y-Axe 
die  Scheiteltangente  ist,  hat  die  Parabel  in  Tangentialcoordinaten 
die  Gleichung 


1)  p  18t  der  Badias  des  Kreiiet. 
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pü*  —  2tt  —  0 

«0  u  die  Abscisse  und  v  die  Ordinate  der  beweglichen  Tangente  ist. 

Ist  a  I  ß  der  Pol  der  Fnsspnnktscnrre,  and  sind  x  und  y  die 
Coordinaten  des  Punktes  dieser  Carve,  welcher  der  Tangente  u  I  v 
entspricht,  so  existirt  die  Beziehung 

"-"         und  .-    y-ß ^ 


Die  FoBspanktscDryen  der  Parabel  haben  mithin  die  Gleichnng 

welche  Gurren  dritter  Ordnung  darstellt. 

Discussion  dieser  Curven. 

Setzt  man 

X  — a«"jr    und    y — ß^Y 

so  geht  die  vorstehende  Gleichung  über  in 

pY^'\'2ßXY+2aX*  +  2X(Ä^+T^)z=0 

Der  Punkt  0  |  0,  d.  h.  der  Pol,  ist»  >ie  man  leicht  zeigt,    ein 
Doppelpunkt 

Die  Tangenten  in  demselben  werden  gefunden,  indem  man 

pY*+2ßXY+2aX^ 

in  lineare  Factoren  zerlegt. 

ireal  und  verschieden     \ 
real  und  sich  deckend  \ ,    wenn 
imaginär  ) 

(positiv    )  (  ausserhalb  1 

null         >  ist,  d.  h.  wenn  der  Pol  l  auf  |      der 

negativ   ;  '  innerhalb    ' 

Parabel  liegt. 

Die  nnendlich  fernen  Punkte  werden  aus  der  Gleichung 
X(X^+Y*)'^0 
befanden.     Ea  ist  also  nur  einer  derselben  real. 
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Die  Asymptote,  welche  za  X  —  0  parallel  ist,  hat  die  Gleichung 

Dass  man  in  jedem  Punkte  dieser  Gurveu  dritter  Ordnung  durch 
eine  lineare  Construction  die  Tangente  finden  kann,  ist  bekannt* 

Wenn  F  der  Pol,  P  ein  Punkt  der  Parabel  und  Q  der  ent- 
sprechende Punkt  der  Fusspunktscurve  ist,  so  ist  die  Tangente  an 
die  Fusspunktscurve  in  Q  auch  Tangente  an  den  Kreis,  der  über 
FP  (als  Durchmesser)  beschrieben  wird. 

*(Ygl.  Sohncke,  Aufgaben  aus  der  Differentialrechnung  S.  164). 
Mainz,  15.  Mai  1889. 
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II. 


Analytische  Untersuchungen  der  Curven  zweiter 

und  dritter  Ordnung  mittels  numerischer 

Dreieckscoordinaten. 


Von 

Heinrich  von  Jettmar. 


SchDeideo  sich  drei  Gerade  in  den  Punkten  A^^  A^^  A^^  so  ist 
die  Lage  jedes  Punktes  M  der  Ebene  AiA^A^  durch  seine  Abstände 
^11  ^j  ^s  von  den  drei  Geraden  bestimmt,  und  es  besteht  überdies 
die  Gleichung 

wo  ^,  A^,  h^  die  Höhen  dos  Dreiecks  A^A^A^  bezeichnen.  Legt 
man  durch  M  die  drei  Ecktransversalon  A^M,  A^M^  ^s-^»  welche 
die  gegentLberliegenden  Seiten  beziehungsweise  in  ^j,  B^^  B^  schnei- 
den, und  setzt 


MB^  _  ^1  _  A/i^>  —  ?«  _  ^^8  _  ?s 


aX  "  Äi  "  ""       A^B^  ■"  Ä,  *  ''«'       A^B^  ""  Äj  —  *'» 


so   ist  M  auch  durch   die  numerischen  Werte    «i,  «,,  ofj,  für 
welche  die  Gleichung  l 

gilt,  vollkommen  bestimmt. 

Ist  a,  «const.,  so  ist  hierdurch  eine  der  Seite  A^A^  parallele 
Gerade  gegeben,  welche  die  Seite  A^A^  in  C,  (oder  AA^  in  C^)  so 
schneidet,  dass 

C\A^  :  A^A^  =  «I     (oder     C^A^  i  A^A^  —  a^) 
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wird.  Ist  überdies  a^  gegeben,  so  erhalten  wir  in  ähnlicher  Weise 
eine  der  -4, -4s  Parallele,  und  der  Durchschnitt  beider  Parallelen  er- 
giebt  einen  Punkt,  für  welchen  nun  auch  a^  aus  der  Gl.  (1)  gefunden 
werden  kann. 

Besteht  zwischen  a,,  a^,  a^  eine  Gleichung  nten  Grades,  welche, 
falls  sie  nicht  schon  homogen  ist,  auf  bekannte  Weise  mittels  der 
der  Gleichung 

homogen  gemacht  werden  kann,  so  bestimmt  dieselbe  eine  Curve 
nter  Ordnung,  deren  Eigenschaften  zwar  dieselben  bleiben,  wenn 
auch  die  Seiten  des  Grunddreiecks  ihre  Lage  ändern,  deren  Form 
und  Ausdehnung  aber  wesentlich  von  der  Lage  der  Punkte  Ä^^  A^y 
A^  abhangen.    „Die  Curve  ist  dem  Dreiecke  A^J^A^  zugeordnet^'. 

Mit  Vorteil  glaube  ich  diese  numerischen  Punkt-Coordinaten 
dann  anzuwenden,  wenn  die  Curve  einen  den  drei  Seiten  des  Grund- 
dreiecks gegenüber  regelmässigen  oder  symmetrischen  Verlauf  nimmt, 
in  welchem  Falle  die  Coefficienten  jener  Glieder  der  Gleichung, 
deren  variabele  Factoren  durch  Vertauschung  von  a^,  a^,  a^  sich  er- 
setzen, einander  gleichen  müssen. 

Die  Untersuchung  derartiger  (Kurven  zweiter  und  dritter  Ord- 
nung ist  der  Gegenstand  der  vorliegenden  Arbeit 

Zuvor  sei  bemerkt,  dass  keine  Gerade  in  Beziehung  auf  sämt- 
liche Seiten  des  Grunddreiecks  symmetrisch  liegt,  wenn  man  nicht 
etwa  die  unendlich  ferne  Gerade,  deren  Gleichung  durch 

ausgedrückt  werden  kann,  hierzu  rechnen  will;  dass  ferner  der  ein- 
zige symmetrisch  liegende  Punkt  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  ist, 
für  welchen 

«1  =  «2  ==  «3  -  * 
gilt-,  endlich  dass 

Of,  -=  Ofg 

die  Gleichung  der  durch  A^  gelegten  Schwerlinie  des  Grunddreiecks 
darstellt. 

Die  symmetrische  Gleichung  des  zweiten  Grades  ist 
Bringen  wir  diese  Gleichung  auf  die  Form 
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and  setzen 


(-D(-l) 


60  erkennen  wir  anch  in 

«.*+V+«8*-«  (2) 

die  ,^lgemeino   Form   der  symmetrischen   Gleichnng    des   zweiten 
Grades''. 

In  Verbindung  mit  Gl.  (1)  ergiebt  die  Gleichnng  (2) 
«s>    «8  -  ^—^  ±  i  y2n-(l-2a,+3a,«) 

Wählt  man  bei  willkflrlichem  a^  für  er,  das  obere  Zeichen,  so 
gilt  f)Ar  «s  das  untere  Zeichen  und  umgekehrt.  Da  überdies  a^  durch 
«2  und  «s  ersetzt  werden  kann,  so  sind,  wenn  man  eine  beliebige 
Zahl  far  eines  der  Verhältnisse  einsetzt  und  die  anderen  aus  der 
letzten  Gleichung  berechnet,  sechs  dem  Dreieck  gegenttber  symme- 
trisch liegende  Punkte  der  Gurve  gefunden. 

Bezüglich  n  be^ht  die  Bedingung 

denn  stellen  wir   zur    Bestimmung  des  Maximums  .und   Minimume 

von  Ot  die  Gleichung 

2n«-l  — 2ai+3«t|» 
auf,  80  finden  wir  

Zwischen  diesen  Grenzwerten  liegen  alle  jene  Werte  von  «„  welchen 
reelle  Punkte  der  Curve  entsprechen.    Ist  aber    n  =  i,    so  wird 

«t  —  ««  —  «8  —  J 

und  es  ist  hierdurch  einzig  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  bestimmt. 

Da  nun  die  Coordinaten  der  reellen  Curvenpunkte  zwischen 
zwei  Grenzwerten  eingeschlossen  sind,  welche  selbst  endlich  bleiben, 
so  lange  n  nicht  unendlich  gross  angenommen  wird,  so  bestimmt  die 
Gleichung  (2)  „eine  geschlossene  Curve  zweiter  Ordnung,  also  eine 
Ellipse  oder  einen  Kreis''. 

Wählt  man  a^  —  i,  sa  erhält  man  zwei  Punkte  der  Curve, 
je  nachdem  man 
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«s-i+i"/2(n-i)    oder    «,' =  J-i  l/2(n-i) 
setzt.    Hieraus  folgt 

Nun  entspricht  dem  Schwerpunkt  S  des  Granddreiecks 

<^l  —  <^2  ""  <^8  ""  h      folglich  ist      0,  =  i(«2  +  «2') 

ebenso 

Hieraas  entnehmen  wir,  dass  „der  Schwerpunkt  des  Grunddreiecks 
Mittelpunkt  der  Ellipse'^  ist.  Da  ferner  die  Schwcrlinie  des  Drei- 
ecks die  gegenüber  liegende  Dreiecksseite  halbirt,  so  ist  „der  iu  der 
Schwerlinie  liegende  dem  der  gegenüber  liegenden  Seite  parallelen 
Durchmesser  conjugirt/^ 

Bezeichnen  wir  die  Winkel  des  Grunddreiecks  mit  ^|,  A^j  ^4,, 
die  gegenüber  liegenden  Seiten  mit  a, ,  o^,  ag,  so  können  wir  unter 
der  Voraussetzung    «j  =  i    schreiben 


«2' 


-y2(»-i)  =  (a:^-0:Ä, 


Nun  bestimmt  aber  {x^  —  fl*2'):sin^s  den  der  Seite  a^  parallelen 
Durchmesser  d^  der  Ellipse  und  man  hat 

Setzen  wir  aber    «g  »  or,,    so  wird 

und  

Sei  nun  tp^  der  Winkel  zwischen  der  Schwerlinie  A^S  und  der  Seite 
yfgi^g,  so  ist  (a-j  — arj')  •  sin  ^1  der  dem  Durchmesser  d^  conjugirte 
Durchmesser  f/,',  für  welchen  wir  nun  leicht  finden 

wo  «]  die  durch  i4|  gelegte  Schwerlinie  des  Dreiecks  bezeichnet. 

Da  nun  das  Verhältuiss  der  conjugirten  Durchmesser  constant 
bleibt,  welchen  Wert  immer  n  annehmen  mag.  so  erkennen  wir,  dass 
„die  durch  Gleichung  (2)  bestimmten  Ellipsen  ähnlich  sind  und  in 
Aehnlichkeitslage  sich  befinden^'  und  dass  „der  Schwerpunkt  der 
Aehnlichkeitspunkt  für  sämtliche  Ellipsen  ist'S 
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Bekanntlich  ist 

f?!  d^*  sin  <p]  =  4«  & 

wenn  a,  &  die  Halbachsen  der  £llipse  bezeichnen.  Unter  Benutzung 
der  oben  berechneten  Werte  von  ^i  und  r^'  finden  wir 

und 

(«  +  '>)*=  H«-i)(3«i*  +  W+4«,A,V3) 

(a -&)2  =  J («  -  i) (3ai2+4*|«-4ai Ä,  V3) 
Sei  r  der  Radius  des  Umkreises  des  Grunddreiecks,  so  ist 

«4  «  2r8in^,,    7*1  =  2rsin  A^^xnA^ 
Si  ^  r  y2(sin*i42+8inM3)  — sinM, 
und  es  wird 

(a  +  i)«  =  |(n-i)r«(sin%  +  sinM,  +  sin«^3 

+  2\/3sin  i4,  sin  A^ sin  iij) 

(a — Ä)«  -  $(n — J)  r«  (sin^i^j  +  sin«.4, + sin^v^g 

—  2y  3  sin^ij  sin  A^  sin  A^) 

Hieraus  können  in  jedem  gegebenen  Falle  die  Achsen  der  Ellipse 
berechnet  werden.    Wie  vorauszusehen,  wird  a  «  ä,  wenn 

Ai  *=■  A^  «■  A^      <\ 

d.  h.  ,,dem  gleichseitigen  Dreieck  entspricht  als  Symmetriecurve  der 
zweiten  Ordnung  ein  Kreis,  dessen  Centrum  im  Mittelpunkt  des 
Dreiecks  liegt." 

Als  die  beiden  wichtigsten  specicllen  Fälle  behandeln  wir  jene 
für  »  =-  1  und  n  =  i. 

Setzen  wir  «  =  1,  so  wird 

1—  «1    ,   l/l  +  2a,  — 3aJ      1  —  «1  ,  ,    /- 

Für  ff,  =-  1  wird 

tt,  «.  cfj,  =  0 

die  Curve  geht  also  durch  die  Eckpunkte  ^| ,  A^^  A^  des  Grund- 
dreiecks. Eine  weitere  Discnssion  ist  kaum  notwendig:  die  Verhält- 
uifise  o, ,  or^,  rr^  liegen  zwischen  den  Grenzen  1  und  — ^,  eines  der 
drei  YerhUtnisse  rouss  in  jedem  Falle  negativ  sein,  während  die 

Areh,  4.  Math.  a.  Pbyi.    2.  Reihe,  T.  X.  2 
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beiden  aDdern  positiv  sind,  die  Curve  dringt  also  nicht  in  das  Innere 
der  Dreiecksfläche,  sie  ist  identisch  mit  .,der  dem  Dreiecke  A^A^A^ 
ambeschriebenen  Ellipse  von  kleinstem  Flächeninhalt/^ 


Setzen  wir  a  =  ^,  so  folgt 
1— ff, 


«2»     «8  — 


-  ±4V«iC^-3a,) 


Für  «1—0  wird 

« j  -  «»  "•  i 

die  Curve  geht  also  durch  die  Mittelpunkte  der  Dreiecksseiten;   far 

«fj  —  I  wird 

er,  «  a,  «  J 

die  Verhältnisse  liegen  zwischrn  0  und  |,  die  Curve  wird  vom  Grund- 
dreieck umschlossen,  sie  ist  identisch  mit  ,,der  dem  Dreiecke  A^A^A^ 
einbeschriebenen  Ellipse  vom  grössten  Flächeninhalt/^ 

Die  ^^symmetrische  Gleichung  des  dritten  Grades'^  ist 

-f  Cetjcrga^  =  D 
Transformiren  mt  diese  Gleichung  in 

und  setzen 

D  B 

^—  -—m,     C  — 2Ä  —  n,     D  —  ^^p 

80  ergiebt  sich  als  zweckmässigste  Form 

Ersetzen  wir  o^  durch  1— «i  —  ff»,  so  kommt  nach  leichter  Ent- 
wicklung 

«2,    «8  --  -^-  ±V  \      2    J^      3m(l  -«,)  -n«i 
Setzen  wir  nun  a,  —  „^  ,  ^,  so  wird 

«2-+»l  «8  =  -"» 

oder  umgekehrt.    Die  Bedeutung  ist  folgende :  ,,Die  den  Gleichungen 
a^  wm  3m:  (3m'\'n)y      tt|  •=  3m:  (3f»-j-n),      ©3  -»  3to  :  (3w+«) 
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entsprechenden,  den  Dreiecksseiten  parallel  laufenden  Geraden  sind 
Asymptoten  der  Curve  (3)". 

Die  Lage  dieser  Asymptoten  ist  wol  von  den  Coefficienten  m 
and  n,  nicht  aber  von  p  abhängig.  Die  der  61.  (3)  entspecbenden 
Carven  haben  daher  gemeinschaftliche  Asymptoten,  wenn  m  und  n 
constant,  p  aber  veränderlich  gedacht  wird.  So  sind  für  m  =  0  die 
Gleichungen  der  Asymptoten: 

«1  «  0,    er,  =  0,    «8  ^  0 

d.  h.  ,,dic  Asymptoten  fallen  in  die  Dreiecksseiten,  wenn  die  Curve 
der  Gleichung 

entspricht".    Setzen  wir  n  —  0,  so  gölten 

«1  ^1,      «2  «■  1,      «3  =  1 

als  Glcichangen  der  Asymptoten,  d.  h.  „die  durch  die  Eckpunkte 
des  Grunddreiecks  gelegten,  zu  den  gegenüber  liegenden  Seiten  pa- 
rallelen Geraden  sind  Asymptoten  der  Curve 

Die  Bedingung 

(1— a,\  «       p  — m+3mg|(l  — gj) 
2     ;  "^      3m(l— «,)  — n«!       "  " 

fahrt  zur  Gleichung 

_  ,   3?»  — 2»     ,      3m —n  4p— wi  . 

welche  jene  Werte  «^  berechnen  lässt,  für  welche  a^  «-  «s  wird. 
Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  ergeben  daher  jene  Punkte  der  Curve 
(3),  welche  auf  den  Schwerlinien  liegen  und  gewissermassen  Scheitel- 
punkte der  Curvenäste  bilden,  wie  auch  andrerseits  die  Schwerlinien 
als  Achsen  der  Curven  angesehen  werden  dürfen.  Die  Gleichung 
(4)  muss  wenigstens  eine  reelle  Wurzel  haben;  der  entsprechende 
Punkt  liegt  offenbar  als  Scheitelpunkt  auf  der  Curve,  deren  Aeste 
den  Asymptoten 

«2  »  3m :  (37»+n)     und     a^'^^mx  (3m+n) 

zulaufen.  Hat  die  Gleichung  (4)  drei  reelle  Wurzeln,  so  liegen  auf 
der  Schwerlinie  Ä^S  noch  überdies  zwei  Scheitelpunkte,  welche  aber 
offenbar  einer  geschlossenen  Curve  angehören  müssen.  Ist  eine  Wurzel 
m»  ^,  SO  muss  die  Bedingung 
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p  «  (3m+n):27 

erfallt  sein  und  es  ergiebt  sich,  dass  dann  auch  eine  zweite  Wurzel 
=  i  wird,  während  die  dritte  Wurzel 

=  (4n  — 15m):3.(V  +  n) 

gefunden  wird.    Die  geschlossene  Curve  rcducirt   sich   sodann   auf 
den  Schwerpunkt  des  Grunddroiecks. 

Wir  erfahren  aus  diesen  Ucberlegungen  folgendes:  „Die  Curve 
(3)  besteht  aus  drei  getrennten  hyperbelähnlichen  Teilen,  welche  die 
Schwerlinien  des  Grunddreiecks  zu  Achsen  (nicht  Symmetrieachsen 
im  gebräuchlichen  Sinne)  haben  und  Asymptoten  sich  nähern, 
welche  den  Dreiecksseiten  parallel  laufen.  Jeder  der  Curvcuteile 
schickt  einen  seiner  beiden  Aeste  einer  Asymptote  entgegen,  so 
dass  jeder  Asymptote  von  derselben  Seite  aus,  aber  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  von  zwei  getrennten  Curventeilcn,  je  ein  Ast  sich 
nähert  (anders  wie  bei  der  Hyperbel,  wo  die  Aeste  von  gegenüber- 
liegender Seite  aus  in  entgegengesetzter  Richtung  der  Asymptote 
sich  nähern).  fAusserdem  kann  noch  zwischen  diesen  Curventeiien 
ein  vierter,  geschlossener  Curventeil  erscheinen. 

Zur  Erläuterung  dieser  allgemeinen  Ueberlegungen  mögen  fol- 
gende Beispiele  dienen. 

1)  Se^  «1«,«,  —  ^„.    Wir  haben  hier 

TO  =  0,     n—  1,    P  =  ^ 
einzusetzen  und  erhalten 


Für  «i  —  i  wird 

««  =  «3  -  i 

Der  Schwerpunkt  genügt  als  einzelstehender  Punkt  der  Bedingung. 
Ausserdem  wird  für  «i  =  ^ 

«f  -  «8  -  —  J 

Verlängern  wir  daher  jede  der  Schwerlinien  über  den  Eckpunkt  des 
Dreiecks  um  ein  Drittel  der  eigenen  Länge,  so  gelangen  wir  zu  den 
Scheitelpunkten  der  Curventeile.  Die  Asymptoten  liegen^  wie  schon 
vorhin  erwähnt,  in  den  Dreiecksseiten.  Wie  rasch  die  Curvenäste 
sich  den  Asymptoten  nähern,  finden  wir,  wenn  wir  etwa  «^i  ■*  ^ 
setzen;  es  wird  dann 
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25 
2)  Setzen  wir  a^a^a^  —  ggr,  so  dient  zur  Bestimmang  der  Lage 


der  Scheitelpaokte  die  Gleichung 

"216 


25 


Diese  giobt  die  Wnrzela 


Die  beiden  ersten  Wurzeln  bestimmen  die  Scheitelpunkte  der  ge- 
«chlosscnen  Curve,  die  letzte  jene  der  offenen  Curven. 

3)  Setzen  wir  a^a^a^  =-  0,  so  erkennen  wir  augenblicklich,  da 
0,  =  0  bei  beliebigen  o^)  <^3  ^^^  Gleichung  genügt,  dass  die  Curve 
m  die  Asymptoten,  d.  i.  iu  die  Droieckssciten  degencrirt. 

49 
j)  Setzen  wir  OiCt^a^  =  —  ^  ,,  so  besitzt  die  Gleichung  (4),  nämlich 

49 

Dir  die  eine  reelle  Wurzel  «i  «  —  i-  Der  geschlossene  Teil  der 
Corve  fehlt.  Zar  Bestimmung  weiterer  sechs  Punkte  wurden  noch 
die  Werte 


1  /59 

«1  =  -i»     «»,  "'s  -  i  -  K  96 ^'^^'^ 

berechnet. 

5)  Es  sei  «i*+cf2*-^«3'  =  h    Hi^r  is^ 
und  es  wird 

Der  Schwerpunkt  genfigt  der  Bedingung,  Die  Asymptoten  sind  be- 
kanntlich die  durch  die  Eckpunkte  des  Grunddreiecks  gelegten,  zn 
den  Gegenseiten  parallelen  Geraden.  Die  Scheitelpunkte  der  Curven- 
teiie  finden  wir  aus 


«1  ^ h    «»-«8-i 

43 

288' 


43 
6)  Setzen  wir  «i*+«2'+«5^  ■"  miöi     so   erhält  man  aus    der 


Gleichung  (4),  if&mlich 

29 

die  Wurzeln 
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l    -]^  +  lVi65- 0-487,    _l_lVi65=--l-6ö8 

von  denen  die  beiden  ersten  die  Scheitel  der  geschlossenen   Curvc, 
die  letzte  jene  der  offenen  Curve  bestimmen.    (Vgl.  Fig.  5.) 

7)  Setzen  wir  ai'+a2*+«8*  "*  !>  so  wird 

««,  «8  —      2      ^      2 
also  etwa 

««  "^  1»    «s  =  ^  «J 

die  Corvo  degenerirt  in  die  Asymptoten. 

8)  Setzen  wir  aj'  +  «j'  +  ff3^— 2aja2aa  «  0,  so  ist 

wi  =.  1,    w  =■  — 2,    |)  =•  Ö 
mnd  der  Gleichong  (4)  entspricht 

woraus  die  Wurzeln 

1,    3— ViÖ 0162,    3+T/iÖ  =  6-162 

hervorgehen.  Die  geschlossene  Curve  geht  durch  die  Eckpunkte  des 
Grunddreiecks.  Die  Asymptoten  gehen  in  dem  dreifachen  Abstaud 
der  entsprechenden  Höhen  über  dem  Scheitel  hinaus  den  Gegen- 
seiten parallel. 

Wie  man  sieht,  ändert  die  Curve  dadurch  ihre  Natur  nicht, 
dass  die  Constanten  m  und  n  sich  ändern,  und  c»  würde  beispiels- 
weise die  in  5)  berechnete  Curve  identisch  mit  der  in  1)  berechne- 
ten, sobald  nur  das  durch  die  Asymptoten  der  crsteren  Curvc  ab- 
geschnittene Dreieck  AyA^*A^  dem  Grunddreiecke  A^A^^A^  der  letzten 
Curve  congruent  wäre.    Man  kann  daher  wol  auch 

als  „allgemeine  Form  der  symmetrischen  Gleichung  des  dritten 
Grades  bezogen  auf  das  durch  die  Asymptoten  abgeschnittene  Drei- 
eck als  Grunddreieck  oder  kurz]gesagt,  bezogen^auf  die  Asymptotcn^^ 
aufstellen. 

Ist  aber  erst  durch 

die  Curve  gegeben,  so  kann  durch  „Transformation  der  Coordinateu^^ 
diese  Gleichung  in  die  pbere  verwandelt  werden.    Sei  nämlich 
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eiDB  der  namerischen  Coordinatcn  dieses  Panktes  bezogen  auf  das 
ursprüngliche  Grunddreieck 

die  entsprechende  Coordinate  dieses  Punkts  bezogen  auf  das  neue 
System,  so  ist,  da  das  durch  die  Asymptoten  gebildete  Dreieck  dem 
ursprünglichen  Dreieck  gegenüber  in  Aehnlichkoitslage  sich  befindet, 

ond  da 


so  erhalten  wir  zur  Transformation  die  Gleichung 

3m  — (6?»— n)flf/ 
*'i—  3m+« 

und  zwei  analog  gebaute  Gleichungen  für  a^  und  erg.  Werden  diese 
Ausdrücke  in  die  Gleichung  der  Gurve  eingesetzt,  so  kommt  man 
zu  einer  nicht  homogenen  Gleichung  des  dritten  Grades  zwischen 
^iS  <'2  9  ^sS  welche  wieder  auf  gewöhnlichem  Wege  homogen  ge- 
macht und  in  die  Form 

M^i*  +  «2'^+  «3'*)  +  B*  KK^s  +  O  +^t'  («1'  +  «3') 
gebracht  werden  kann.    Es  crgiebt  sich 

somit 

wie  zu  erwarten  war,  so  dass  man  durch  weitere  Umformung  end- 
lich die  Form 

erhält 

Man  kann  wol  behaupten,  dass  ^.jede  durch  eine  symmetrische 
Gleichung  nicht  bloss  des  dritten,  sondern  beliebigen  Grades  be- 
stimmte Curve  nicht  nur  dem  gegebenen  Fundamentaldreieck,  sondern 
jedem  Dreieck  zugeordnet  ist,  welches  dem  Fundamentaldreieck 
gegenüber  ähnlich  ist  und  in  Aehnlichkeitslage  sich  befindet/^ 


Digitized  by 


Google 


24       V.  Jittmar:  Anälyttsehe  Ünter$uehungen  der  Curv€n  Mweitir  und 

Eine  weitaus  grössere  Mannigfaltigkeit  bietet  die  üntersachunij^ 
derjenigen  Curven,  welche  nur  einer  der  drei  Schwerlinien  gegen- 
über einen  regelmässigen  Verlauf  zeigen,  die  also  nur  eine  Achse 
besitzen.  Denn  hier  wird  die  Anzahl  der  willkürlich  zu  wählenden 
Constauten  der  Gleichung  ungleich  grösser,  da  die  Goefücienten  nai* 
jener  Glieder  einander  gleichen  müssen,  die  durch  Yertauschung  der 
der  Symmetrieachse  nicht  entsprechenden  Coordinaten  sich  er- 
setzen. 

So  ist  die  GleichuDg  der  „Linie  erster  Ordnung  mit  einer 
Achse" 

«1 -{-»*(«« +«3)  =  »    oder    «1  =  coust. 

und  bezeichnet  eine  zur  Achse  conjugirte,  d.  h.  der  Gegenseite  pa- 
rallele Gerade. 

Die  Gleichung  der  „Linie  zweiter  Ordnung  mit  einer  Achse  ist" 

Aa^^  +  ^(«2*+  «3*)  +  ^«i  («2  +  «3)  +  ^«««3  =  <J 
in  homogener  Form,  oder 

^i(«2'+«3')+^i«2«3+<^i«j  +  A«3+^'i  -=  0 
in  nicht  homogener  Form. 

Es  sei  mir  gestattet,  in  Nachfolgendem  zu  zeigen,  wie  die  Lösung 
entsprechend  gesetzter  Aufgaben  vorteilhaft  unter  Anwendung  der 
numerischen  Coordinaten  vorgenommen  werden  kann.  Wir  suchen 
den  geometrischen  Ort  des  Durchschnittspunktes  der  Ecktraus- 
versalen  eines  Dreiecks,  wenn  die  Abschnitte  der  Transversalen  ge- 
wissen Bedingungen  genügen. 

1)  „Welche  Linie  beschreibt  der  Durchschnittspunkt  der  Trans- 
versalen, wenn  die  Verhältnisse  der  untern  Abschnitte  zu  den  ganzen 
Transversaleu  in  arithmetischer  Progression  stehen?" 

Wir  haben  hier  2«!  =»  «j-f  ag»  *^80 

zu  setzen  nnd  finden  in  der  durch  den  Schwerpunkt  gehenden,  zur 
Achse  conjugirten  Geraden  den  gesuchten  geometrischen  Ort. 

2)  „Welche  Linie  beschreibt  der  Durchschnittspunkt  der  Trans- 
versalen,  wenn  die  Verhältuisse  der  untern  Abschnitte  zu  den  ganzen 
Transversalen  in  geometrischer  Progression  stehen?'* 

Hier  ist  «j*  «  or^«8,  also 
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««,  «a  -  ^-^  ±  i  l/(T-3«,)(l  +  «i) 

ra  setzen.  Die  Verhältnisse  liegen  zwischen  den  Grenzen  ^  nnd 
'],  die  Curve  ist  geschlossen  nnd  da  von  zweiter  Ordnung,  eine 
Ellipse.    Für  «i  *-  i  wird 

«1  —  «8  -  i 

die  Ellipse  geht  darch  den  Schwerpunkt ;  sie  geht  anch  durch  die 
Puikte  Af  nnd  ^3,  da  fQr  a^  =-  0 

«j,  «3  —  1    oder    -=  0 

lird;  sie  schneidet  die  als  Achse  dienende  Schwcrlinio  noch  im 
Punkte  S'  mit  den  Coordinaten 

€»,——1,      Cfg«ff3  —  1 

lad  wir  erkennen  die  Figur  A^A»A^S'  sofort  als  Parallolograiiim, 
<üc  Ellipse  aber  dem  Dreieck  A^A^S'  gegenüber  in  derselben  Lage 
Qod  denselben  Dimensionen ,  wie  die  Seite  17  unter  der  Annahme 
« =  1  gefundene  Ellipse  dem  Grunddreieck  gegenüber. 

3)  „Welche  Curve  beschreibt  der  Scheitelpunkt  der  Ecktrans- 
TersdcD,  wenn  die  Verhältnisse  der  nntern  Abschnitte  zu  den  ganzen 
Transversalen  eine  harmonische  Reihe  bilden?'^ 

2         11 

Es  sei   —  -»  --j .  Zunächst  möge  noch  folgendes  Erwähnung 

«1       «2      *» 

ioden.  Bezeichnen  wir  die  Verhältnisse  der  oberen  Abschnitte  der 
Transversalen  zu  den  unteren  Abschnitten  mit  ßi,  flf^  ß^^  so  ist 

/Jt  + 1  =-  —      u.  s.  w. 

Bfid  ans  der  oberen  Bedingung  folgt 

^ßt'-ßt  +  ß, 

ih.  ,,es  bilden  gleichzeitig  die  Verhältnisse  der  oberen  zu  den 
wteren  Abschnitten  eine  arithmetische  Progression.'' 

Leicht  finden  wir  nun 

«»,   «8  =  ^~p  ± iVa-ä^i)  (1  -  «1) 

iHe  Verbältnisse  können  alle  Werte  annehmen,  mit  Ausnahme  der- 
jenigen zwischen^  und  1.  Die  Curve  ist  also  offenbar  eine  Hy- 
perbel   Für  «1  —  0  wird 
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also  entweder  0  oder  1.    Far  «1  =  1  wird 

««^«8  =  0 

die  Curve  geht  sowol  durch  die  Punkte  A^,  A^^  als  durch  den  Punkt 
^1,  nämlich  einer  der  getrennten  Hyperbelbogen  geht  durch  A^  und 
iig)  der  andere  durch  A^.  A^S  ist  Durchmesser  der  Hyperbel  und 
die  durch  den  Mittelpunkt  O  der  A^S  gehende,  zur  A^A^  parallele 
Gerade  der  conjugirto  Durchmesser.  Das  erstere  ist  rasch  bewiesen, 
wenn  man  etwa  die  durch  O  zur  A^A^  parallele  Gerade  in  Betracht 
zieht.  Ihre  Gleichung  ist  n^  =  |^.  Setzen  wir  dies  in  die  Gleichung 
der  Curve  ein,  so  kommt 

2a^  —  «i  "»  öajCf, 
In  Verbindung  mit  «i  +  a2  =  Ä  resultiren 

als  Coordinateu  der  Schnittpunkte  der  Geraden  und  der  Curve.  Da 
nun  flf|-f-ai'  =■  i  und  für  0  ^j  =»  |  gilt,  so  ist  O  als  Mittelpunkt 
der  hierdurch  parallel  zur  A^A^  gelegten  Sehne,  somit  aber  auch 
als  Mittelpunkt  der  Hyperbel  erkannt. 

Die  Lage  der  Asymptoten  der  Hyperbel  Ist  leicht  folgcudcr- 
massen  erbracht.  Jede  einer  Asymptote  Parallele  schneidet  die 
Hyperbel  in  einem  im  Endlichen  liegenden  und  in  einem  unendlich 
fernen  Punkte.    Die  Gleichung  einer  Geraden  sei 

«2  ^2  "f"  ^^3  '^  ''* 

die  Gleichung  der  Hyperbel  in  die  Form 

V  +  40f2Cr3-f  «3^  «=  «^+«3 

gebracht.  Durch  Einsetzung  von  m—a^a^  für  «3  in  die  letzte 
Gleichung  findet  man  die  Schnittpunkte  aus  der  Gleichung 

«8«(1  —  4aj+a,«)  +  [2wiC2  -  a«)  -  (1  — ag)]«^  =  m(l  — m) 

Nun  wird  wenigstens  eine  Wurzel  unendlich,  wenn 

angenommen  wird,  also  für 

a2  =  2±V3 

Diese  ist  daher  die  Bedingung,  dass  die  Gerade  einer  der  Asymp- 
tote (je  nachdem  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt)  parallel 
läuft.    Als  Gleichung  dieser  Geraden  haben  wir  also 
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(2±V3)«j+ir3=»» 
Die  Asymptote  geht  aber  durch  O,  dessen  Coordinaten 

^        V.    r  ^«  =  f*«  "=  J 

sind,  so  dass  hierfür 

i«-(2±V3).J+J=riKB±V3) 
gefunden  wird,  und  so  erbalten  wir 

(2±y3)«2  +  «8'-*(3±V3) 
oder  in  symmetrischer  Form 

(3  +  V3)«sj+(3+V'3)«3=  1 

als  „Gleichungen  der  Asymptoten  der  Hyperbel." 

Setzen  wir  hierin  of,  «=  0  oder  a^-^-a^  =*  1,  so  erhalten  wir  die 

Coordinaten   der  Schnittpunkte  der   Asymptote  [mit    A^A^;   so   er- 

gicbt  sich 

«2,  «3  •=  i  ±  iV3 
Da  hieraus 

folgt,  so  erkennen  wir  sofort  den  Lehrsatz,  ddss  ,.jede  durch  beide 
Asymptoten  einer  Hyperbel  gelegte  Transversale  von  jenem  Durch- 
messer, welcher  dem  der  Transversale  parallelen  Durchmesser  con- 
jogirt  ist,  halbirt  wird." 

Um  auch  über  die  Grösse  der  Hyperbclachscn  etwas  zu  er- 
fahren, bemerken  wir,  dass  bezüglich  zweier  conjugirten  Durchmesser 
//,  und  di\  von  denen  immer  einer  imaginär  ist,  folgende  Gleichungen 
gelten,  wo  a  und  b  die  Halbachsen  der  Hyperbel,  qp  den  Winkel 
zwischen  den  Durchmessern  bezeichnen: 

f^dj'singp  =  -iahi 
Nun  ist  der  eine  reelle  Durchmesser 

Den  conjugirten  Durchmesser  erhalten  wir,  wenn  wir 

«1-1 

in  die  Gleichung  der  Hyperbel  einsetzen,  wobei  gleichzeitig 

«3  =*  i  -  «2 
snbstituirt  wird.    Es  ergiebt  sich 
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«1.  «.'  -  i±iV^    und    «t  -««'  =  i V^ 
mitbin 

Sonach 

d,  r/,' sin ()P  «  J y  — 3  .  a,  Ä|  =%abi 
(a±btV  -  M'i'-K'±«i  '*!  V-3) 
-=  Jr*  [siu*^2+ s»i**-^s  ~  28iu*/ij  ±  2^    3 .  sin  il,  sin  ^1,  sin  ^3] 
I«t  das  Grunddreieck  gleichzeitig,  so  finden  wir  leicht 
a  «=  J  =  4r 

dem    gleichseitigen    Dreieck    entspricht,    wie  übrigens  zu  er- 
warten war,  eine  gleichseitige  Hyperbel. 

Zum  Schlüsse  sei  noch  erwähnt,  dass  man  für  den  Flächeninhalt 
des  Grnnddreiccks  die  Formel  Sab\/3  findet,  welche  von  der  Lage 
der  Dreiecksachse  A^S  den  Achsen  der  Hyperbel  gegenüber  unab- 
hängig ist,  so  dass  hieraus  leicht  folgender  Lehrsatz  erkannt  wird: 
„Die  Dreiecke,  deren  Schwerpunkte  und  Eckpunkte  auf  einer  ge- 
gebenen Hyperbel  liegen,  sind  flächeugleich/^ 

4)  „Welche  Curve  beschreibt  der  Schnittpunkt  der  Ecktraus- 
versalen,  wenn  die  Verhältnisse  der  oberen  Abschnitte  zu  den  un- 
teren Abschnitten  eine  geometrische  Progression  bilden?'^ 

Aus  der  Bedingung 
folgt  zunächst 


Ui        /    ""  \«2        /  \«8        / 


und  hieraus  in  homogener  Form 

Betrachten  wir  wieder  aj  als  die  unabhängig  Veränderliche,  so 
ergiebt  die  letzte  Gleichung 


(A) 


Zunächst  erkennen  wir  in  der  Gleichung  ctj  «  ^  eine  Asymp- 
tote, welche  in  dem  Abstände  der  halben  zugehörigen  Höhe  der 
Seite  A^A^  parallel  läuft.  Die  Formel  ergiebt  ferner  die  Bedingung 
i  <;a|  <Ci>  wohingegen  der  Factor  2«!*— «^-l-l   unter  allen  üm- 
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8t&ndeD  positiv  bleibt  Die  durch  den  Schwerpunkt  des  Dreiecks 
zur  A^A^  parallel  gezogeue  Gerade  ist  Tangente  an  der  Curve  und 
zwischen  dieser  Tangente  und  der  zuvor  näher  bezeichneten  Asymp- 
tote liegen  keine  Curvenpunkte. 

Alsbald  finden  wir,  dass  die  Curve  ans  drei  getrennten  Teilen 
besteht.  Der  eine  Teil  liegt  unter  der  durch  den  Schwerpunkt 
fahrenden  Tangente.  Die  auf  den  beiden  andern  Curventeilen  lie- 
genden Schnittpunkte  der  durch  A^  und  A^  gelegten  Schwerlinien 
findet  man  aus  den  Gleichungen 

Ol  =  «2  —  1,     cfj  «■  —  1     und    Äi  —  «8  —  1,     «2  —    ~  1 

Legen  wir  also  durch  Ai  zur  A^A^  die  Parallele  A^'A^\  durch  A^ 
ZOT  Ai  A^  die  Parallele  A^  A^\  durch  A^  zur  A^  A^  die  Parallele  A^At\ 
80  erkennen  wir  in  A^*  und  A^'  Punkte  des  zweiten  und  dritten 
Carveuteiles. 

Verfolgen  wir  den  ersten,  durch  S  gehenden  Curventeil,  so  finden 
wir  zunächst,  dass  derselbe  durch  A^  und  A^  geht,  da  für    a,  »-  0 

«2,  «8  *■  ü  i 
wird,    um  den  weitem  Verlauf  zu  untersuchen,  differentiiren  wir 
Of,  «8  in  Beziehung  auf  «j  und  erhalten 

Vernachlässigen  wir  hierin  die  zweiten  und  dritten  Potenzen 
Ton  «1,  so  erhalten  wir 

da,'  da,  "•        *=*^*Kl  -10«,  ""*±* 

Dies  besagt,  dass  für  die  nächste  Umgebung  der  Punkte  A^  ,As 
die  ersten«  Differentialquotienten  von  a«,  a^  in  Beziehung  auf  a, 
constant  werden,  und  folglich  die  zweiten  Differentialquotienten  ver- 
schwinden. Die  Curve  besitzt  somit  in  A^  und  A^  je  einen  Wende- 
punkt   Aus 

dpi  ■^'  "'  da,      "'      ^ 

gehtauch  hervor,  dass  die  Dreiecksseiten  A^J^  und  ^lA^  Tan«* 
genten  der  Curve  sind. 

Im  weiteren  Verlaufe  nähern  sich  die  beiden  Curvenäste  Asymp- 
toten, deren  Lage  zu  bestimmen  einige  Schwierigkeiten  bietet,  dia 
dieselben  weder  den  Dreiecksseiten ,  noch  den  Schwerlinien  parallel 
laufen. 
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Zunächst  wird  es  gestattet  sein,  wenn  or,  (sei  es  im  positiven, 
sei  es  im  negativen  Sinne)  unendlich  zunimmt,  in  (B)  die  niederii 
Potenzen   von  a^  gegen  die  höchste  als  verschwindend   klein   anzu- 

nehmen  und  zu  vernachlässigen.    Es   nähert  sich  sodann  — ->    -j-^ 

dem  Grenzwerte 


-i±iy^^Q-='-i±ivs, 


woraus  wir  erkennen,  dass  die  Gleichungen  der  Asymptoten  in  der 
Form 

gegeben  werden  können.  Um  noch  m  zu  bestimmen,  nehmen  wir  in 
(A)  «,  so  gross  an,  dass  dessen  rcciproker  Wert  zu  veruacUlässigcu 
ist.    Schreiben  wir  nun 


2«,  =  (1  ~  «,)  ±  \/(3ct,  -  1)  («,  +  2i^) 
so  kann  man 

setzen,  wobei  die  folgenden  Glieder  vernachlässigt  werden  und  man 
erhält 

2a,-l-«i±(or,V3--2V-3) 
oder 

2«,  +  (lTV3)ai  «1  +  2^3 

welche  Gleichungen  nun  offenbar  die  Gleichungen  der  Asymptoten 
selbst  sind,  so  dass 


erkannt  wird. 


'^^^^  2V3 


Zur  Construction  der   Asymptoten  setze   man   einmal    «i  «  0. 
Die  Punkte 

A  1  ^ 

«1  "■  0,     Cf,,  «8  =  i—  j^ 

sind  leicht  zu  construiren.    Sodann  setze  man  in  eine  der  Asymp- 
totengleichungen 

cTj  «"  ffj    oder    cfj  -•  1 — 2«j 
ein,  worauf  man 
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5 

erhält.     Anch    die   Construction   dieses    Punktes    verursacht    keine 
Schwierigkeit. 

Der  Verlauf  der  beiden  andern  Curventeilo  ist  einfach.  Von 
dem  Punkte 

«i  =  «3  =  1»    «a  «  —  1 

wendet  sich  ein  Ast  gegen   die  Asymptote  I,  der  andere  gegen  die 
Asymptote  II.     Analoges  gilt  von  dem  dritten  Curventeil. 

Einer  späteren  Veröffentlichung  sei  die  Untersuchung  einiger 
Flächen  der  zweiten  und  dritten  Ordnung  mittels  numerischer  homo- 
gener Raum-  oder  Tetraedercoordinateu  vorbehalten. 
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III. 


Angenäherte  Berechnung  von  Wurzelgrössen 
nebst  Anwendungen. 


Von 


Victor  Thallmayer, 

Professor  in  Ungarisch- Alten  barg. 


Zur  angenäherten  Berechnnng  von  l/a'-|-d'  (der  Resultirenden 
zweier  niiter  rechten  Winkel  angreifender  Kräfte)  haben  wir  von 
Poncelet  den  Ausdruck  0,96  a  4-0,40  6,  zur  angenäherten  Berechnung 

von  Va''+**+<?*  Jen  von  Horvath  im  L'Institut  (36ter  Jahrgang, 
Nr.  1782,  Paris  1868)  angegebenen  Ausdruck  0,939  a+0,36Si + 
0,297c.  Vorausgesetzt,  dass  a  >  &>  c,  liegt  im  ersten  Falle  der 
Fehler  zwischen  0  und  ±4  Percent,  im  zweiten  Falle  zwischen  0 
und  ±  6  Percent '). 


1)  Horvath,  vor  etlichen  Jnhrcn  als  Professor  der  Pesther  polytechni- 
schen Schule  gestorben,  hatte  nur  den  Fall  -^a^^h^J^c*  im  Auge,  wes- 
halb hier  auch  die  Constanten  a,  ß,  y,  S,  ,  »  ,  für  den  allgemeinen  Fall 


ya»»-f&»*  +  c»»+rf~4-...-f  p»  =  aa+ßb'^yc+öd+  . ..  +np 
unter  der  Annahme  bestimmt  werden  sollen,  dass  die  Summe  unter  dem  Wur- 
zelzeichen aus  p  Gliedern  besteht  und  a>^>(?>rf>    ..,>y  ist, 

Horvath  bediente  sich  zur  Bestimmung  der  Constunten  ffir  seinen  spooi- 
ellcn  Fall  raum-geometrischer  Hilfsmittel,  es  kann  jedoch  zu  diesem  Behufe 
für  den  allgemeineren  Füll  auch  folgender  Weg  eingeschlagen  wcnlen. 

Zunächst  l&sst  sich  Bobrciben 
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Begnügt  man  sich  mit  dieser  Annäherung  nicht,  so  kann  mit 
Benutzung  der  Tafeln  der  wirklichen  Längen  der  trigon.  Linien,  wie 
selbe  gewöhnlich  den  Logarithmeubüchern  angeheftet  sind,  eine  be- 
deutend bessere  Annäherung  bei  der  Berechnung  der  Wurzel  aus 
einer  Summe  von  Quadraten  leicht  erreicht  werden  und  zwar  durch 
Ausdrücke  von  der  Form  aa-f-/5i-j-y^+^^+  •  •  •  oder  a-^-ab-i- 
ßc-{-yd-{-  .  .  .  oder  «m,  wobei  die  Coefficienten  a,  /?,  y,  ^  :  .  . 
trigonometrische  Functionen  gewisser  Winkel,  a,  b,  <?,  </,  m  .  ,  . 
die  linearen  Werte  der  unter  dem  Wurzelzeichen  belindlichcn  Sum- 
manden sind. 


n  n  H         n 


+...  +(y'a"+^+c»*-|-.,.+Q'*+23"—  V'a»*-|-Z.»+c"+...-f  ö»*) 


^'(Kf^-fMi/s+s+'-Kf+g 


+<>/s+g+s+-ys+£+s) 


Zafolge  der  Bedingung,  dass  a>&>c>rZ>...>2)  sein  soll,    ist  der 
grosste  Wert  der  Wurzel: 


y«-  +  a~-fa'^-i-a»»+...=a+a(V2-l)  +  a(V3-V2) 

+  a(V4  — V3)  +  a(V5- V4)-f  ... 

wenn  nämlich 

b  <s=  c  =  d  =  ...   =a 

ist,  and  der  kleinste  Wert  der  Wurzel: 

n 

Vo»  =  a 
wenn 

5  =  c  — d«  ...  —0 

ist.     Für  dazwischenliegende  Werte  ist  wie  leicht  einzusehen 
a-f  &(y2— l)+c(V3  — V2)-f  ^(1/4-.  V3)+  .  ,  . 

Ai«h.  d.  Msth.  n.  Pbjf.    2.  Reihe.  T,  X. 
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Berechnung  von  Va2+ft*+c*-|-rf^  +   ...    durch  «a  +  /J^ 
+  rc+öd+  ... 

ya^^l,^^c*+d*+  .~    kann  auch 

V^^^»+c-  +  rf2+  .  .  . 

geschrieben  werden.     Bezeichnet  man  Va*4-^*+^*+^*+ •  •  •    ™*^ 
2?,  so  ist  auch 


Es  kann  demnach,  wenn  tp  einen  echten  Bruch  vorstellt,  'gesetzt  werden: 
9(a+i(^2-l)  +  c(V3--V'2)  +  ./(V4-V3)+  ...) 


oder  auch 

9a  +  9)(y2-l)4+9)(V'3- V2)c4-9)(V'4-y3)d+  .  .  . 

n 
=  Vä"  +  i«+c»*4-<i»»+  . .  .  1) 

Setzen  wir  nun 

g,««,     <;p(V2-l)-/J;    <;p(V3-V2)  =  y,     g)(V4- V3)  =  d  . .  . 
so  bekommen  wir 


aa-|-/5ft-f  yc  +  ^d+  .  .  .  =  Va«  +  &»»  +  c«+(i»+ .  . . 
Aus  obigem  ist  ersichtlich,  dass  <p  =  1  wird,  und  damit  sein  Maximum 
erreicht,  wenn  ya«-|-in_j.^n_j«^^  ^  ^  seinen  grössten  und  seinen  klein- 
sten Wert  annimmt.  Wir  können  nun  den  zwischen  den  beiden  Maximalwerten 
gelegenen  Minimalwert  von  tp  bestimmen ,  um  dann  einen  zwischen  Maximal- 
wert und  Minimalwert  gelegenen  Wert  von  9  als  constanten  Factor  für  Glei- 
chung I)  zu  benutzen. 

Aas  Gleichung  I)  ergiebt  sich: 

n         

Va»«  +  6"+c»»  +  d»»  +  . .  . 

a  +  Ä(V2  -!)+<?( V3-V2)-fd(V4-y3)+  .  .  . 
oder  auch 


1  /         6»        c**        rf» 

9   = 


b   "  c    **  *'  d  *^  M 

H--(V2-l)+-(y3-y2)+-(V4-V3)  + 
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Betrachten  wir  nun  ^»  ^'  ^J'  2J  '  * '   *^^  Coefficienten    von   a, 
h,  c,  d  .  ,  .  nnd  bezeichnen  mv  selbe  mit  a,  /?,  y,  d  . .  . ,  so  ist 


ya«_J-ft2+c«  +  <?«+  .  .  .  =  aa+/Ji  +  y(?  +  dd+  .  .  . 

wobei  dann,  wie  leicht  za  ersehen 

a:/5:y:J:...— a:i:(?:d:...  I) 

and 

a2-|-^2^y»^a«4-  .  .  .  =  1    ist  II) 

Haben  wir  also  Coefficienten  er,  ft  y,  ö  .  .  .  welche  den  Bedin- 
gangen  unter  I)  und  II)  genügen,  so  können  selbe  sofort  zur  Be- 
rechnung der  Wurzelgrösse  dienen,  wie  dies  zunächst  an  Va*-f-6^ 
ersichtlich  gemacht  werden  kann. 


Setzen  wir  behufs  Bestimmung  des  Minimal  wertes  Yon  (p: 


«-*'   «-y»    ä"' 


so  wird 

n 


9>  ^ 


l+x(V2  — l)+y(V3-y2)+«(V4-y3)+  .  .  . 
SeU«n  wir  nun 

^»0       ^-0        ^^-0 

dx         "'         dy         "'        dz         ^'^'■ 

ao  bekommen  vir  zar  Bestimmung  von  x,  y,  z,  . .  .  die  Gleichungen : 
ac"-i(l  +  a:(V2  — 1)4- »(V3-V2)+»(V4-V3)+  . .  .) 

—  (^2— l)(l-f««-|-y"-|-«"-|-  ...)■=>  0 

S«- Ml+a(V'2  — l)-|-y(V3— V2)+a(V4- V3)+  .  . .) 

—  (V'3-V2)(l-|-a;»-fy»  +  J«+  . .  •)  -  0 

a"->(l-f-a:(V2-l)+jf(V3-  V2)+«(V4  — 1/3)+  • . .) 

—  (V'4— V'3)(l+«»+y"+z"+  .  . .)  -  0 

u.    s.    f. 
nnd    an«   dieaen   Ar  x,  y,  z  .  . .    die  Werte ,    bei    welchen  9   zum  Minimum 

wird.- 

n — 1  »— 1 «—1 

«;-|/y2-l,      y-[/^3-V'2,    *  =  )/v4-V3,  ... 
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Berechnung  von  Va^-^-b*.    In  diesem  Falle  kann  man  nach 
obigen  sofort  setzen: 

Va*+^*  =  a.  sin  (p-\-b  cos  <p 
wenn 

a  sin  cp       ^  &  ^  cos  q> 

-  «  tgg>  = oder      -  -»  cotg  q>  =«   --. 

b        ^^       cosq>  a  ^^         sin  9 

gesetzt  wird,  oder 

Vrt^+Ä*  =:  a .  cos  9  4"  *  810  9 
wenn 

b  "  sin  g>        ,         a  ^  cos  <p 

-  =«  tgg>  —  oder      t  •**  cotgg?  —  -r- 

a        °  ^       cos  tp  b  °  ^        sm  9> 

gesetzt  wird. 


Mithin  wird  der  Minimalwcrt  you  <p 

1 

9  min 


V[ 


H-1  •»-! 


n-1 «— 1 _  NU— 1 

+  [/(V4-y3)"  +  |/('v5-V4)V  •  ■  .j 

während  9>  niax  =  1   ist. 

Bezeichnen  wir  Karze  halber  den  Nenner  von  tf  min  mit  2,  so  ist 

ymin  =  j,    und    9>max  —  1 

Nun  handelt  es  sich  darum,  den  constanten  Wert  von  9  so  zu  bestim- 
men, dass  der  relative  Fehler  an  der  einen  Grenze,  beim  Maximum  von  9, 
ebenso  gross  ausfalle,  wie  bei  der  andern  Grenze,  dem  Minimum  von  9.  Zu 
diesem  Behufe  haben  wir  9  aus  der  Gleiehnng 

y  —  ymin 

1  —  0)  =s  : 

^  9  mm 

zu  bestimmen,  wonach 

2ymin  2 

^""l  +  9)min"l  +  2: 
und  der  Grenzwert  /  des  relativen  Fehlers 

wird.     Die  Constanten  et,  /?,  ;",  ^  .  .  .  sind  dann  der  Reihe  nach 

2  2(V2-1)  2(V3-y2) 

«  =  9>  --  7:|r:£i  p  -    1-1- 2; '   y     1-1-2? 
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Berech n nng  Ton  Va^-^h^  +  c^,  Aas  den  drei  Grössen  a,  6, c 

c    e    b    a    a    b 
jssen  sich  die    sechs  Quotienten  rt   -»  ->  t»  -»  -  bilden.  Einen  be- 

&    a    a    6    e    c 

Eebigen  Ton  diesen  setze  man  gleich  der  Tangente  oder  Cotangente 

diKS  Wickels  z.  B. : 

b  sin  <p 

-  —  lg9  —  ^^g^ 

Setzt  man  femer 

e  ^  sin  0^1 

acos v+Äsin 9       ^  ^^       cos  (Pi 
»  wird 


2(V4-V3) 
d 1+-^-'    ... 

Fftr  den   toh  Horratb  bebandelten  speciellen  Fall   ergeben  sich  dann  für 
1. 1?,  7  die  auch  von  ihm  gefundenen  Weite 


ß- 


l+yi+(  V2-l)«+(  V3  -y  2)« 

2(V2-1) 

l+yi+(V2— 1)«+(V3=V2)« 
2(V3— V2) 


^       l+yi-f.(y2-l)«+(V3— V2)« 

Van  findet  durch  Berechnung  der  Coostanten  a^  ß,  y,  S,  §  ,  ,  . 
)iqL:^«O,96O9a+0,3980i    und    f=  ±0,0391 


>««+&*+c*  =  O,9398a-f0,3892J+O,2986c    und    /•=  ±0,0602 
>fl«-|.6«4.c*+d«  =  0,9263  a + 0,3837 6+ 0,2945  <?+  0,2481  rf    und 
/-  ±0,0737 


>3»4.iJ4.c«+rf«+c«  =  0,9161a +0,3794  6  4- 0,2911  c+ 0,2454  <i 

+0,1122c    und    /  —  ±0,0839 

u.    8.    f. 
j 

>  aS4-ft»  -»  0,9587  a+ 0,2490  b    und    /  «  ±  0,0413 

s 

)flJ+6»-|.^«0,9367a+0,2433i+0,1708c    und    /*- ±0,0602 

8 

>fl3^5»+c»+ci«  =  0,9216 a+ 0,2394 3+ 0,1680 (j  + 0,1338 J    und 
/— ±0,0784 


}^^l,i^c*+d^+e^  —  0,9107a+0,2366i+0,166üc+0,1322rf 
4-0,1116c    und    /«  ±0,0893 

U.      8.      f. 
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T/a*-|-6*4"^*  ■"  c8iiig>t  +  (aco8qp4"*sin(3P)cosg>i 

— »  c sm (pi-{-a cos q> cos g>i-\-b8\nq>  cos q>i 

Aus  diesem  schon  ist  das  Gesetz  des  Aafbaucs  ftlr  tgtp^  und  den 
Wert  der  Wurzelgrösse  zu  entnehmen,  hätte  man  z.  B. 

a sinly 

gesetzt  gehabt,  so  hatte  man 


b sin  g?j 

asiny+^cosg?  ""    °  ^  "^  cos  ^j 


zu  setzen  gehabt,  wodurch 


Bei  Benutzung  des  Aueclruokcs 

0,9609  a +0,39806  für  V^^+b^ 
wird  der  relative  Fehler  zwischen 

-«1     und    -  =  0,7936 
negativ,  zwischen 

-«0,7936    und    -«0,1150 
positiv  und  zwischen 

-«0,1150    und    -«0 
wieder  negativ.     Für 

-  =  0,7936    und    -  -  0,1150 


wird  der  relative  Fehler  zu  null,  wie  sich  dies  aus  der  Auflösung  der  Gleichung 
y^liqpis  «  Q^9e09a+ 0,3980  5 


b 

nach     -     ergiebt, 
a 

Bei  Benutzung  des  Ausdruckes 

8  

0,9587 a+0,2490&  für  Va^+b^ 

wird  der  relative  Fehler  zwischen 

-  «  1    und     -  =  0,8313 
negativ,  zwischen 

-  «  0,8313    und    -  =  0,1740 
positiv,  und  zwischen 

-«0,1740    und    -«0 
a  a 

wieder  negativ«    FQr 
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Va*-|-^*H-ö*  —  ft8inyj  +  (a8iii9)  +  cco8gp)coS9)i 

=  6  sin  9>i  4~  ^  sin  9  cos  ^1 -^  <;  cos  9  cos  9>i 

wird.    Natürlich  kann  statt  Tangente  auch  Cotangente  gesetzt  wer- 
den, so  z.  B.  hätte  man  gesetzt 

h  coscpi 

asing>-f-<^  cosijp  "*      ^^*        sin  g>i 
so  wird 


"Va^+b* -i-c*  ^  beosq>i'{'{asincp'\-ecoB(p)smg>i    u.    s.    f. 

Als  Beweis  für  die  Richtigkeit  obigen  Vorganges  genügt  es  an- 
zuführen, dass  man  leicht  findet,  dass  die  Coefficienten  von  a,  &,  c 
sich  so  zu  einander  verhalten  wie  a  :b  :  c  und  dass  die  Summe  der 
Quadrate  dieser  Coefficienten  gleich  der  Einheit  ist. 

Bei  der  Berechnung  der  Wurzel  hat  man  einfach  die,  tgg>  und 
tgip^f  eventuell  cotg^  und  cotgg^i  ergebenden  Quotienten  auf  3 
bis  4  Stellen  zu  bestimmen  und  aus  den  Tafeln  die  Werte  von  sin  9 
und  cos  9)  herauszuschreiben.    So  findet  man  für 

4,75 


Vll 2,36)»+ (4,75)*    zunächst    tgq>  ^  ^^  =  0,3843  . . . 

demnach 

sin  9  «•  0,3588  . . ,  cosy  =  0,9334  . . . 
mithin 


-  =  0,8313    und    -=0,1740 

wird  der  relatiye  Fehler  xu  null,  wie  dies  darch  AufiCsung  der  Gleicbang 

8 

ya^-\-b^  «  0,9587  a+0,2490ii 

nach     -     sich  ergiebt. 
a 

Betreffend  die  Bestimmang  eines  Nähernngs wertes  für 

M  ^ 

ya«  +  i»»  +  c»  +  rf*  +  . . . 
nnter  der  Voranssetzuog,    dass    a,  6,  c,  </  .  .  .   ihrer  GrOsse   nach   nieht  viel 
Ton  einander  verschiedene  Werte  sind,  findet  man 

yan  +  b-+ön  +  dn+   .  .  .  =  ^,,2+^.-2 +  ,».24. rfn-24,  ,.,  VP 

wenn  p  die  Anzahl  der  Summanden  beseichnet« 
Ss  Iftsst  sich  n&mlich  schreiben : 
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y(l2;36)«+ (4,75)2«  4,75.0,3588+12,36.0,9334  =  13,2411  . .  . 
Der  richtige  Wert  der  Wurzel  ist    13,2428  ... 
der  Näherungswert  nach  Poncelet 

-  12,36.0,96+4,75  .0,4  -  13,7656  . .  . 
für  V(18,3)«+(15^,5)«+(6,8)«  kann  z.  B. 

12,5 

18:3  "='^^«^  9^ 
gesetzt  werden. 

12  5 
cotg  qp  =  jg^  =  0,6830  .  .  . 

entspricht 

sinqp  =  0,8258  ...  cosip  «  0,5640  . . . 

6,8 

12,5.0,5640+18,3.0,8258  ^  ^'^^^  '"  ^  *^^i 

entspricht 

sin9)j  =  0,2934  ...  cos^»,  =  0,9559  . .  . 
mithin  ist 


"/ — : : a»+&»«+c»»+<i»+  . . . 

ya«+J«+c~+.^»+  ..."  n 

l/(a«+6»«+c»+d«+  .  .  .)"-l 

°-('+S+£+g+...) 

a»»-l+-.iH-l    I  £,^n-l    I   1?   rfn-1  J 
'    g '  g  "^g  '  "" 
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V(l8,3)»+(12,5)«  +  (6,8)«  -  6,8 . 0,2934 

+{12,5.0,5640+18,3.0,8258)0,9559  -  23,1798  . .  . 

Der  wirkliche  Wert  der  Wurzel  ist    23,1814  . . . 

ans  der  Nähernngsformel  mit  den  Constanten  bestimmt  ist  der  Wert 
der  Wurzel 

—  18,3.0,939+12,5,0,368  +  6,8.0,297  =  23,8033  . . . 


Mnltiplicirt  man  Z&hler  und  Nenner  des  letzten  Ausdrnckes  mit 

l+*r    .    £!   r^.    ... 
•^  a»*  ^^  a"  "^  a**  "^ 
so  wird 


ya"  +  i»»+c*+d»»+  .  .  . 

a»-i+  -  Ä«»-i+  -  c»»-l+  -  d»»-l+  . . . 


V^+^.+i+i+'- 


*    a  '  a  '   a  ' 

—  ~  ~j  ^ 


a»  '   a"  •  a^ 


K 


"'"a*"*    a»»"*"  a»»"'" 


Sind  nan  a,  6,  c,  cf  .  .  .  Grössen,  die  nicht  viel  Ton  einander  yerschieden  sind, 
so  kann  ann&hernd 

h     c    d 


ebenso 


nnd 


b^    <?■    €i* 

T    ^»   ^  .  .  i   —  1 
ar    ar    a* 


V 


gesetzt  werden,  wenn  ;>  die  Anzahl  der  GrOsson  bezeichnet,  woilarch  wir  obigen 
Aosdruck  erhalten.     So  ist  z.  B. 

805,63 
=  -jgY  •  ^'^^22  =  23,6626  .  .  . 

der  richtige  Wert  yon  der  Wurzel  ist    23,663  .  .  .    alsd  die  Annäherung  eine 
entsprechende. 
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Der  Vorgang  bei  Bestimmang  der  Coefficienteo,  wenn  die  Samme 
von  Quadraten  nnter  dem  Wurzelzeichen  mehr  als  dreigliedrig  ist, 
ist  ein  analoger.  Ist  z.  B.  die  Wurzelgrösso :  Va*+6*+c*+rf*,80 
kann  z.  B.  gesetzt  werden 

c  sin  y 

b  *"  ^^  **  cösy 

a cos  q>i 

csingj+^cosg)  "^    ^  ^^^        sin  ^i 

acosqPi-j-(cBiny-J-6coS9)sin9)i  **  ^     ^^^  ""  sin  9?, 
wonach  wird 

ya^-\-b^-\'C^-\-d*  =  dcoS(p2'\-(acosq>i-\'(csin(p'{'bcos(p)s\u(Pi)s\n(P2 

u.  s.  f.,  wenn   die  Summe   unter   dem  Wurzelzeichen  fünf-,  sechs- 
oder  mehrgliedrig  sein  sollte. 


Berechnung  von  Vo*+Ä*  +  c*-f-rf*+ . . .     durch    einen 
Ausdruck  von  der  Form  a+a64-/5c+y64-  . . . 

Betreffend  die  Berechnung  von  Va^+  6* -f  c'-f-  d*  +  ...        durch 
einen  Ausdruck  von  der    Form  a-\'ab-\'ßc-jryd+  ,  ,  .    mit  Hilfe 

trigonometrischerCoefficientenkannzunächstya^-{'^^  ^^^^  geschriebeu 
werden 


=»  a-h b 


Nun  ist,  wenn 
gesetzt  wird 

b 
a 

b       ^ 

und  demnach 

b                ^2 
a 
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ya«+ft'»«=  a+6tg- 


gesetzt  wirdy  und  &  <^  a  ist,  «nd  woboi 


«  +  *t«^>ya«-j.2,n 


Der  mit  dieser  Annäherung  verbundcoe  relative  Fehler  /  ist 

n 

/  ^  BMI  ■ 

1^ 


dessen  Grenzwerte  für  -  «a  0  and  -  mm  \    sich  als  0  und 
a  a 

450      n 


V2 


n 


450 

ergeben,  wobei  der  letztere,  da  1-f-tff nicht  viel  verschieden  von  ^2    ist, 

n 

ebenfalls  nicht  viel  von  0  verschieden  ist.     D:is  Maximum  des  relativen  Fohlers 

liegt  zwischen    diesen    beiden  Grenzwerten    bei    einem    bestimmten  Werte  von 

h 

-•     FQr   n  =  3    betr&gt  das  Maximum   des  relativen  Fehlers    etwa    4  Percent 
a 

h 
und  tritt  ein  fflr  -  =  0,6. 
a  ' 

Die  Wnrzelgrösse   ya^ — 6'  betreffend  findet  man  leicht,  dass 

h 
a 

Va^—b*  —  (a— ft)  cotg?    wenn     -  -=  cosy  ist. 
Ebenso  findet  man  auch 


Va^—b^  «  ö  —  ^tg  ?    wenn     -  =  sin  9> 
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Für  Va^+b^+c^  findet  man,  wenn 
gesetzt  wird,  wit  Anwendung  des  Vorganges,  wie  bei  Va^+i* 


Betreffend  die  bequeme  Berechnang  tod  GrOisen  wie  Va^iJ*^       durch 

einen  Ausdruck  von  der  Form  a:hab   wfltde   es   am   einfachsten    sein,    die 

l 
Werte  der  Coefflcienten  a  für  die  yerschiedenen  Werte  yon  -    und    n   ein  fftr 

a 

allemal  su   berechnen   und    in  Tabellen   zusammenzufassen.     Zur  Berechnung 

der  verschiedenen  a  würde  dann  der  Ausdruck 


.-Tl(x-i/.±S) 


dienen,  wie  dies  aus  der  Gleichung 

{a±a  5)»»  —  a«  ±  ft»»    folgt 
So  s.  B.  findet  man  für 

8 

-/aS+ft»  —  a  +  ab 
wenn 

^-    0,1  0,2  0,3  0,4  0,5  0,6  0,7 

0,8  0,9 

««0,0033    0,01328    0,02972    0,05225    0,08008    0,1126    0,1576 

0,1435    0,1334 
und  für 

3    

-/a»— ft»  ^a  —  ab 


b 

--    0,1  0,2  0,3  0,4  0,5  0,6  0,7 

0,8  0,9 


«-0,0033    0,01335    0,03026    0,05452    0,0867    0,1297    0,1866 

0,2658    0,3921 
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iran 


,-tg9 


-tgv; 


lesetzt  wird.     Dieser  Vorgang  lässt  sich  auf  mehr  als  droigliedrige 
Sttumiea  ausdehnen,  so  z.  B.  wird 

yc«s.  +  i«  +  c«  +  c/«-a  +  ag|+ctg|+c/tg| 
ienn 

«-  tgy 


a 
e 


«+^tg? 


-tgij; 


2 
d 


a+*tg|+ctg| 


—  tgfl» 


gesetzt  wird,   u.  s.  f.  wenn  die   Samme  anter    dem  Wurzelzeichen 
Miif-,  sechs-  oder  mehrgliedrig  sein  sollte  ') 


Berechnang  von  ya*4-ft«+c*+  ...  -f-«»*+l'*     darch 
einen  Ausdruck  von  der  Form  am. 


3)  Annähernd  ist  anch 


<P 


ya-+6"  +  c-  +  rf«...    ^a  +  ag^  +  .ctg^  +  ^tg^+  . 


JM— 1 

Zi«- tg9 


(-+Mgf) 


^,  =  tgv 


(«+.*tg|+ctg0 


at  und 
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Va^-\-b^'\-c^-\-  . .  .  -|-TO*+  .  .  .  +/)*   kann  behufs  Berechnung 
gleichgesetzt  werden 

oder      

Sin9)n-2  C0S<Pn-2 

wobei  <p,  9>i,  q>2  ...  g>n-2  Hilfswinkel  sind,  welche  successive  durch 
ihre  Tangenten  oder  Cotangenten,  wie  dies  weiter  oben  geschah, 
bestimmt  werden,  m  der  lineare  Wert  eines  der  Summanden  ist,  und 
wo  im  Nenner  8in9>n-2  oder  cos(jph-2  erscheint,  jenachdem  der  letzte 
Hilfswinkel  9>n~2  durch  seine  Tangente  oder  Cotangente  bestimmt 
wurde,  und  wenn  n  die  Anzahl  der  Summanden  ist.  So  ist  nach 
dem  Vorigen  z.  B.: 

Va^+i^-f-  c^-^d^^  cos 9)2 ((a cos 9+* sin 9)) cos  <y»,-4-^  sin 9,) 

+dsiny2 
wenn 

b sin  <p 

a       ^^       cos  g> 

acos  9)  4"  ^  sin  9  **"  ^  ^^  *"  cos  9, 

d  sin  g>^ 

csin <pi  +  (a cos <y>  +  6 sin  g>)  cos (pi       ^^^       cos  (p^ 

gesetzt  wurde.    Da  nun 

csin9,  +  (acosq)  +  fesin<p)cosg>,  «»  t 

ist,  so  ist  auch 

.,/  g  ,  ,u  , — j-i—r«  ^      I  ^  •  rZ(cosV8  +  sinV«) 

ya*4-i*+c*+d^  — cosijpo.; hdsino),« ~^-' ^^ 

*       '        '  tg  9?2  sm  9), 

d 


sm  <j[>2 
Wäre 

d cos  y^ 

<;sin9i-|-(acosqp  +  &sin9)cos<p,  "*      tg9a  "^  gj,j  ^^ 
gesetzt  worden,  so  würde  man  bekommen  haben: 

'/a*+^^+<?*+^*  =  ^cos9>2+(<?sin<Pi  +  («cos9>+^sinq))cosqp,)siny2 
und  da  in  diesem  Falle 

csin9?j+(aco8g)+Ä8iny)cos9j  —  ist; 
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^-TJ-TTj—TTli        7  I        ^  .  cZ(co8^y5,  +  8inVa) 

'        '        '  ^*   *  cotg  g>i  *  cosijPa 

d 


cos  9>2 


In  ähnlicher  Weise  findet  man  den  Wert  der  Warzelgrössc,  wenn 
die  Samme  unter  dem  Wurzelzeichen  fünf-,  sechs-  oder  mehrgliedrig 
sein  sollte. 


Im  Nachfolgenden  geben  wir  einige  Anwendungen  der  oben  be- 
handelten Art  des  Wurzelziehens. 

1)  Schliessen  mehrere  in  einer  Ebene  liegende  und  an  einem 
Punkte  angreifende  Kräfte  Pj,  Pj»  Ps  .  .  .  Pn  mit  einer  Kraft  P© 
die  Winkel  «j ,  ag ,  03  .  .  .  a^  ein ,  so  ist  die  Resultirende  dieser 
Kräfte  R 

Ä==  y^F^  sin  «1  +  P,  sin  a» +Pa  sin  «3  +  .  .  .)»+  (P©  +  Pi  cos  a^ 

+  P2C0S0f,+  ...)* 

Setzen  wir  nun,  um  behufs  Bestimmung  ?on  R  das  Qnadriren  und 
Wurzelziehen  zu  umgehen: 

PjSina, -|-P2  8inag  +  Pgsina^+_^.  .  sin  co 

Po  +  PiCOSffi  +  PjCOsa,-!-  ...      **  igö*»  ^^g  ^ 
so  ist 

Ä=-  (Pi  sin  ffji +  A  sin  cfg+Ps  sin  «3 -f-  . .  .)8ina>-}-(PQ-|-PiC0Sai 
+  -Ps  cos  «8+  . . .)  cos  CO  «-  Po  cos  w-}-  Pj  (sin  a^  sin  (o-|-  cos  «j  cos  w) 
-}- Pj (sin cf2 sin» +  008  02 cos a))-f-  .  .. 

und  demnach 

R  «  P^cosGi+P,C08(w — ai)-f-PiCOS(a)— a2)  +  -f8C0S(a)— aj)  +  . . . 

Demnach  ist  die  Resultirende  R  gleich  der  Summe  der  Pro- 
jectionen  der  einzelnen  Kräfte  auf  eine  Gerade ,  welche  mit  Fq  den 
durch 

Pj  sin  Oft  +  PjSin  «2+  ul!_ 

^^  ""  Po +Pi cos aj-l-P, cos «2+  .  •  • 

bestimmten  Winkel  einschliesst;  ganz  so  wie  sich  dies  bei  graphi- 
scher Bestimmung  der  Eesultirenden  aus  dem  Kräftepolygon  ergiebt. 
Der  Quadrant,  in  welchem  der  Winkel  00  liegt,  bestimmt  sich  nach 
dem  Vorzeichen  des  Zählers  und  Nenners  des  Ausdruckes  für  tgco. 
Ftir  den  Fall  des  Grleichgewichtes  wird  tga>->  ^. 
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2)  Wirken  zwei  Kräfte  P^  nnd  F2  unter  einem  Winkel  ofj,   so 
ist  ihre  Resultirende  R: 


R  =  y  Pj« + Pg» + 2Pi  P2  ces  «1 
welcher  Ausdruck  sich  auch  schreiben  lässt: 


R  «  y(7^iSin«i)«-i-(PiC08a,+Pa)*«  V(^2Siu«,)^+(P2Cosa,+Pi)^ 

Bei  j('dem  dieser  Ausdrücke  können  wir  nun  behufs  Berechnung  der 
Wurzel  die  Quotienten  der  linearen  Werte  der  Summanden  gleich 
tgco  oder  cotgco  setzen,  so  z.  B.  wenn  wir  beim  ersten 

P,  cos  ttj  +  P»       .  si»  ö 

'  . —  tg  CO  =- 

PjSinaj  °  cos  co 

setzen,  wird: 

R  =»  Pi  sin  ofi  cos  co-f-  (A  cos  Oy  +  -F2)  sin  w  -=  -Pi  sin{ai  +  w)  -}- Pj  sin  m 
Setzen  wir  z.  B.  im  zweiten  Ausdruck: 

P2COSC,  cos  0) 

Pjj sin  a,-^Pi  -  cotg  «  —  ^.^  ^ 
so  wird 

JB  —  P2SiuajCOSci)-|-(-f»co8ofi  +  Pj)8ina>—  PgSinCcio-l-Ci) 

+  P,8ina)    u.    s.    f. 

3)  Schlicssen  mehrere  im  Räume  wirkende  Kräfte  Pi,  Pg,  P^ 
.  .  .  mit  der  Kraft  Pq  die  Winkel  a^,  or^,  03  ...  ein,  und  sind  die 
Winkel,  welche  die  Kräfte  Pj,  Ps,  P4  .  .  .  mit  der  Kraft  P^  ein- 
schliessen,  ßi^ßi^  ß^  -  .  . ,  so  sind  die  Projectionen  dieser  Kräfte  auf 
die  Richtung  der  Kraft  Pq  der  Reihe  nach  Pq»  PiCosaj',  Pgcos«^» 
Pgcos^s  .  .  .,  und  ihre  Projectionen  auf  eine  durch  den  Angriffs- 
punkt auf  Po  senkrecht  gelegte  Ebene  der  Reihe  nach  PiSina^, 
Pssinogy  Pgsinas)  Pisina^  . .  .  Diese  Projectionen  lassen  sich,  wenn 
die  Projectionen  der  Winkel  ßi^  ßi^  ßs,  ßi  »  -  •  auf  die  Ebene  AB 
J^i^  yi9  y«i  ysj  y*  •  •  •*)  bezeichnet  werden,  in  der  Ebene  AB  ge- 
legene, rechtwinkelige  ComponentenPssina^sin)^!,  Pssina^sinys  .  .  . 
und  PjSinai,  Pgsinagcos/i,  P^  sin  03008/9  .  .  .  zerlegen,  und  es  ist 
dann  die  Resultirende  der  gegebenen  Kräfte  R: 

R  =»  y(PQ+PiCOsai+P«cos«24--)*+(Pa8inaaSinyi-|-P88ina38iny,+...)* 
+(^i8iD«i+P28ina2C08yi+...)* 

4)  Die  Projectionen  yn  y»»  ^3  •  •  •  der  Winkel  /?,,  /?„  /?»...  erhält 
man  durch  die  Ansdrftcl^e; 
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Wollen  wir  aach  hier  behufs  Berechnung  von  Jß  das  Quadriren  und 
Wurzelziehen  vermeiden,  so  können  wir  z.  B. 

Pg8inag8inyi  +  P3  8ing3sinya4'-  •  ■  ^  sin  a> 

PiSinai+P,sina,C08yi4"'P88in«sC08y2  +  .. .  ""  ^    ""  cos« 

setzen. 

(P,sina28iny^+'P38in«88iny8-[-...)8in  ©-^-(Pisinai+Pgsinaxcosyi  +..,)cos  w 

cose 

gesetzt,  wird: 

Ä«  (Pg+i'iC0Sa|+P2C08Ä8+.  .  .)co8e 

+  [  (J^aSin  ofg  sin  /i +-P3  sin  «,  sin  y«  + . . .)  sin  cd 
+( Pj  sin  «1+ A  sin  «»  cos  yi  + . . .)  cos  od]  sin  « 

Die  in   der  Klammer   befindliche  Summe   des   zweiten   Gliede 
Ifisst  sich  zusammenziehen  auf 

PiSinciCOsw  +  P^sincr^cosCw— yi)  +  P38in«3C08(ö)  —  y2)+  .  .  . 

wodurch 

jj=-  Pg  coB  « -|- A(<^o*  «1^08«+ sin  «1  sine  cos«) 

+P2(coBcr2C0se+Blna2  8ißfC08{a)— y,))-{-  .  .  . 
.  .  .  -f-Pn(cosc«cos5  +  8inaH8inecos(cö— yn-i)) 


cosPi  —  cos  g^  cos  g^ 
^®*^»""         sin«i8ina, 

cos  ß.  —  cos  ffi  cos  ff« 

cosy«  =  — ^ r-^ 

'*  BinaiSinaa 

cos  ft  —  cos  «1  cos  «4 

''»"y» sin  «.sin«,: — 

cos  ßn-l  —  cos  a,  cos  «h 
COSy«-!   =  „;,>  ^  «;,.  ^ 

'  sinaj^smcTM 

Um  die  Winkel  y,,  y,,  y^*  .  .  .  Ton  der  Projeciion  der  Kraft  P,  weg 
richtig  gezahlt  eh  bekommen,  hat  man  (Fig.  2)  bezüglich  solcher  Krftfte, 
welche  vor  der  dnrch  PqPi  gelegten  Ebene  sich  befinden ,  einfach  für  y  den 
ans  den  iwei  a  und  dem  ß  sich  ergebenden  Wert  za  nehmen ;  bezüglich 
solcher  Kr&fte  hingegen,  welche  hinter  der  dnrch  PqPi  bestimmten  Ebene 
liegen,  hat  man  den,  ans  den  zwei  a  und  dem  ß  berechneten  Winkel  Ton 
860"  abzuziehen  und  die  Differenz  für  y  zu  nehmen. 

Aick.  (U  Haik.  a.  Fhys.    2.  Beike,  T.  X.  4 
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Die  SammaadeD  des  Ausdrackes  für  R  sind,  wie  leicht  gefanden 
werden  kann,  nichts  anderes,  wie  die  Projectionen  der  einzelnen 
Kräfte  auf  eine  Gerade,  welche  mit  der  Richtung  der  Kraft  Po  ^^^ 
Winkel  c  einschliesst  und  in  einer  Ebene  liegt,  welche  mit  der  durch 
A)  A  gelegten  Ebene  den  Winkel  a>  bildet.  Es  ist  demnach  auch 
in  diesem  Falle  die  Resultirende  gleich  der  Summe  der  Projectionen 
der  einzelnen  Kräfte  auf  die  Richtung  der  Resultirenden ,  wie  sich 
dies  sonst  aus  dem  räumlichen  Kräftepolygone  ergieht^).  Von  den 
unter  dem  Wurzelzeichen  befindlichen  drei  Grössen  erhält  man  sechs 
Quotienten.  Setzt  man  nun  welchen  immer  von  selben  gleich  der 
Tangente  oder  Cotangente  eines  Winkels,  so  wird  man  bei  Fort- 
setzung des  im  Obigen  kennen  gelernten  Verfahrens  die  Resultirende 
stets  als  Summe  der  Projectionen  der  einzelnen  Kräfte  auf  eine  Ge- 
rade erhalten,  welche  zugleich  die  Richtung  der  Resultirenden  ist. 
Die  Richtung  dieser  Geraden  bestimmen  zwei  Winkel  o»  und  c  durch 
ihre  Tangente  oder  Cotangente.  Die  Goefficienten,  welche  in  Be- 
gleitung der  Kräfte  erscheinen,  sind  dann  die  Cosinuse  der  Winkel, 
welche  die  Kräfte  mit  der  Resultirenden  einschliessen. 

4)  Berechnung  der  Resultirenden  dreier  im  Räume 
an  einem  Punkte  angreifenden  Kräfte. 


5)  Ist  wie  in  Fig.  1.  das  Kräftepolygon  im  Räume  P«,  Pj,  P,,  P^, 
ferner  AB  die  auf  Pq  senkrechte  Ebene,  a^,  a«,  a^  die  Winkel,  welche  P^, 
P„  P3  mit  Po,  fin  ß%  die  Winkel,  welche  P^P^  mitPj  einschliessen,  so  ist 
00 1  als  Schiassseite  des  Kräftepolygons  die  Resultirende  dieser  Kräfte.  OO^ 
ist  die  Projection  der  Resultirenden  auf  die  auf  P«  senkrechte  Ebene  und 
Schlussscite  der  Projection  des  räumlichen  Kräftepolygons  auf  die  Ebene  AB. 
Die  die  Projection  des  räumlichen  Kräftepaares  ausmachenden  Seiten  sind: 
P^sinai,  P^sina^t  P,  sina,.  Die  Winkel,  welche  die  Seiten  P^sina,, 
P,  sina,  mit  PjSinai  einschliessen,  sind  die  Projectionen  yi^  y^  der  Winkel 
ßn  ß%* 

Zur  Bestimmung  des  Winkels  w,  welchen  die  Schlussseite  00^  der  Pro- 
jection des  räamlichen  Kräftepolygons  mit  der  Seite  P, sinai  einschliesst,  hat 
mnn  wie  leicht  zu  ersehen: 

Pg  sin  gg  sin  y^  -f"  ^s  ^^p  ^8  ^^^  /« 
^"  "*  PiSinai-f-PjSinagCOsyi+PaSiuffgCosyj 
Zur  Bestimmung  des  Winkels  e  hat  man: 


Nun  ist,  wie  man  aus    der  Projection    des   räumlichen  Polygons    auf   dje 
Ebene  AB  findet: 

"qO^  —  PjSinajCOS  w4--P«8in«2C0s(a)— yi)-|--Pd8^'^*^»c^8(w— y,) 
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Siid  die  Kräfte  Po)  -^j»  A  ^"^^  Bi^d  die  Winkel,  welche  Pi  and 
?i  mtP^  eioBchlieaeen,  «j  and  o^  der  Winkel,  welchen  P^  mit  Pi 
ß^^  80  findet  man,  dase 


+(P^in«g8in^/)» 

-y(Pi+P,cos/Ji+P,co8ai)«+((P3|8in/J3i+Po8inffi)co8«,')« 

%  +(Pt8inai8ina9')* 

-V(iV+Acoe«i+i'tC08A)»+((A8in«,+Po8in^i)co8«,'))« 

+{Po8inMn«i')' 
fobd: 

^ ,      coagf — co8g^co8/l|    der  C08ina8  der  Projection  det  Winkels 
^'  ""         Bi]ia,8inffs         ß^  auf  eine  auf  Po  senkrechte  £bene 

,      costt, — co8«aC08fe    der  cosinns  der  Projection  des  Winkele 
^^  ""         sinffi8in/9ji!         «s  auf  eine  auf  P^  senkrechte  Ebene 

^  _  cos/>i — co8a»cos«a    der  cosinns  der  Projection  des  Winkels 
^^  ~*       sincK^^  ffi  anf  eine  anf  Pf  senkrechte  Ebene 

OL 


Fener  iit  wie  aus  der  Fignr  leicht  su  ersehen ; 


00,  —  O,0j  —  Po+PiCOSai+^tC08«t+^8COSa8 
PiSinefaC0S«+P,sinttaC08(a)— -rtJ+PaSinttaCOsCm— -yt) 

*'""  Po+PiCOSai+P3|C08«,-[-PsCOS«8 

Xu  ist 


Mzt  lun  nnn 

»wird  

B  —  OiO^cosf+O^sinc 

■üUa 

*  =  (^8+P|  C0S«i  +  PjC08«r3|+P,C08«8)C08« 

+(Pi8inaiC08w-f'^98in«9C08(fl»--yi)+P3sina3C0s(o  — ys))8ii>< 


Ä-  P«008c-f-A(<^8<>iCOBe+sinai  sine  cos») 

+  P9(cosa,co8C-|-sinffs8in€cos(o»— ^i)) 

+  P8(C0BCr3C0S<-|~Bin«88in€C08(C9  — y,)) 
*M  die  CoefficienteD  tod  P^,  P|,   P^,    P.   die  Cosiaase  der  Winkel  sind, 
'dehe  die  Krifte  mit  der  Resaltirenden  eiofchliesten. 
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Behufs  Berechnung  von  R  kann  man  nun  bei  jedem  der  obig^en 
Ausdrücke  den  Quotienten  zweier  beliebigen  Summanden  gleich  der 
Tangente  oder  Cotangente  eines  Winkels  setzen  und  das  Yerfahren 
in  der  bekannten  Weise  zu  Ende  führen^). 

5)  Berechnung  derDistanz  zweierPunkte  aus  einem 
polygonalen  Zuge. 

Sind  mit  Bezug  auf  Fig.  5,  «o»  'd  «2  •  •  •  '#  ^^^  Seiten,  /?i,  ß^, 
ß^  .  ,  .  Pn  die,  immer  in  gleichem  Sinne  gemessenen  Brechung- 
Winkel  der  .Seiten  eines  polygonalen  Zuges  zwischen  zwei  Punkten 
A  und  By  so  findet]  man  für  die  Winkel  cr^,  a^i  •  •  •  ^n  welche  die 
Seiten  «1,  «S9  '3  •  •  •  '»  ^^^  ^^^  ^^^^e  «0  einschliessen,  der  Reihe  nach 
die  Werte: 

ai  =ft  — 180« 

a,-ft-{2.1800-A) 

«3  =  ft-(3.18O0-^,-/3,) 

an  -  /Jn-(n. 180«-ft-ft-  .  .  .  -jJn-i) 

Fällt  die  Seite  «0  ^^^  ^^^  Richtung  des  magnetischen  Meridians 
zusammen,  so  geben  die  Winkel  a^^  a^^  o^  .  .  ,  die  Abweichungen 
der  Seiten  vom  magnetischen  Meridian  an. 

Nach  obigem  haben  wir  also  in  diesem  Falle  die  Distanz 

AB  n-  «oC08i/;+*iCOs(y/— ai)+«2C0s(y'— «2)+,..— +«»cos(^  — ofn) 

wenn 

g|Sinat4-*a8^P<'2+  -  *  *  +gHSin«ti       

«0+«iC0Sai+«2C0Sa8+  •  •  •  +*«COS  er;  —  "«V 

gesetzt  wird. 

Behufs  Berechnung  der  Distanz  AB  kann  man  auch  so  vorgehen, 
dass  man  successive  die  Winkel  o^,  oog,  Ug  . . .  cdm  berechnet,  welche 
die  Seite  «0  °iit  dem  Radiusvector  r^ .  der  Radinsvector  r,  mit  r^, 
jener  r^  mit  r,  u.  s.  f.  einschliesst. 

Für  diese  Winkel  findet  man: 


6)  Schreibt  man  die  drei  Kräfte  P^,  P^  P«  zu  den  Ecken  eines  Drei- 
ecks und  zwischen  selbe  die  Winkel,  welche  selbe  mit  einander  einschliessen, 
so  kann  man  ans  diesem  Dreieck  den  schematischen  Vorgang  znr  Anfstellnng 
der  Ausdrucke  für  R,  wie  selbe  oben  angegeben  sind,  entnehmen. 
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«>*«f»-.--8in(«,-(«..+«.));8is;r,+<^*8(«»-(«''+"«>> 

^  ??i:I  8ip(<>»~i  —  (fi>i  +  «>>  +  '   -  <^»t~2) )        1 
cotgi»H  —     ^^  'ßin(flrn  — (c»i+a),-j-...  +  «»„_i))'8in(»M-i 

+  COtg(cfw—  (©1  +  €0,-1-  .  .  .  +(ö„_l)) 

und  fbr  die  Radiusvectoren  r^,  r,,  r^  ,  ,  .  rn 
Binor« 

Tf  ^  #o  .  :: 

sin(«H'-"(a>i  +  «>a+  -  ■  -  +Q>n--i)) 

'■»  "^^  *n  •  _•_  -„ 

BIIICDm 

Als  Nachweis  fttr  die  Richtigkeit  obiger  Formeln  hat  man: 

welcher  Ansdmck  sich  anch  schreiben  lässt: 

ri  =  Vsi^  sin  cfi*  +  (^o +«i  cos  aj* 
Setzt  man  nun 

'o+*l<^08«i  ^  cos  OJi 

. '  =  COtg  (öl  «      . 

«ismai  ®    ^       sin  ©1 

so  wird 

r^  «=  #i8inofiSin(Oi+(«o+-^iCOSÄj)cos(»i 
nnd  da 

»o+*i  cos  «1  —  «I  sin  ofi  COtg  m^ 
auch 

Ti  «  #iSin  «1  sin  (»i  -|-  «i  sin  a^  cotg  (o^  cos  coi 

cos*»i 

—  #1  sin  «1  sm  cioi +#1  sm  «t  — : 

*■        ^        X  t    X        1  sincO| 
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ZLJ LI 

Bin  m^         / 

**  8in(D| 
wobei  dann  noch  cotgcoi  geschrieben  werden  kann 

ferner  ist 


r%  —  V  »"l*  +  *«*+2ri  #8  C08(€r,  —  co, ) 


-  y(*,  Sin(«,  —  «i))«+ (ri +*,C08(a3|  —  »j))« 

Setzt  man  nnn  wieder 

rj+^gC08(ft,— (pQ  ^  ^  CQ«<tfa 

«s  8in(«2  —  Wj)      ""      lg  "»  —  gin«, 

80  bekommt  man 

r,  —  «j  sin  («j — «i)  sin  o^ + (rj  +  «j  cos{«,  —  »i»  cos  »^ 

nnd  da 

r,  +  «,  cos  («r,  —  «i)  —  «j  sin  («|  —  »,)  COtg  0| 

so  ist 


*       *     ^^       ^'  sin»}  ■      8in»s 

wobei  dann  anch,  da 


smof« 
^        ^sinc»! 

fttr  cotgo9s  geschrieben  werden  kann 

*,         sin«|  1      I      4  /  \ 

cotgo..  -  - .  gin(^_  ^,)-  gSii;  +cot8(«.-  ».) 

n.    8.    f. 

wahrend  des  Ganges  der  Rechnung  ist  das  negatiye  Vorzeichen 
der  Winkel  zu  berflcksichtigen,  so  z.  B.  mit  Hinweis  auf  Fig.  5. 
werden  sich  die  Winkel  «4,  «'s  und  0)4  als  negative  Winkel  ergeben. 

6)  Berechnung  des  Schlussfehlers  bei  der  Aufnahme 
eines  Polyg:ons. 

Ist  die  Aufnahme  eines  Polygons  Fig.  6.  von  einem  Punkte  A 
aus  längs  der  zwei  Hälften  seines  Umfanges  «-  ein  jedesmal  vom 
Punkte  A  aus  begonnen  — -  durch  Messen    der  Seiten  9^  «1,  «,  . . . 
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•fh  ^  ^1»  ^j  .  . .  tf»,  der  Brechungswinkel  ft,  ft,  ft  .  .  .  /?•»,  yi,  y«, 
ys  •<•  y»  und  des  Winkels  ^,  den  die  beiden  Seiten  »^  nnd  (Tq  miteinander 
einschliessen ,  yollftthrt  worden,  und  will  man  wissen,  ob  die  durch 
die  Messung  gewonnenen  Daten  ein  sich  schliessendes  Polygon  er- 
geben oder  nicht,  so  hat  man  mit  Hinweis  auf  Fig.  6.  und  auf  das 
weiter  oben  vorgekommene,  wenn  die  Endpunkte  der  letzten  Seiton 
der  zwei  Polygonhälften  mit  B  und  C  bezeichnet  werden: 

AB  —  ^cosa+*iCOS((»— ai)-}-*2C0S(a)— »2)+  .  .  .+*hCOs((o  — w«) 

*jSinttj-j-g2singg  +  .  ,  .  +*HSingn 

^      ""  5o  +  *l<^8a,-j-»aC08«2+  .   .    .  +«nCOSan 
QOd 

^C»  tfo<508eo,-|-<y|COS(a>i  — «1')+   .   .    .  +<ymCOS((öi  —  OfmO 
*  *"  tfo  +  ^^lCOSaj'  +  lTjCOSaj'-l-  .   .   .   +<ymCOS««' 

wobei  tt],  14,  o^  .  .  .  crm  die  Winkel  bedeuten,  welche  die  Seiten 
hy  H^  H  '  '  '  ^n  mit  #«;  a,',  fir,',  tfs'  .  .  .  am  hingegen  jene  Winkel 
bedeuten,  welche  die  Seiten  <Ti,  ^g,  <s^  .  .  ,  Cm  mit  c^o  einschücssen, 
nnd  welche  Winkel  auf  die  im  vorangegangenen  Beispiele  ange- 
gebene Weise  aus  den  Winkeln  ß^  /?„  ft  .  .  .  ßn,  yi,  y«,  ys  . . .  ym 
bestimmt  werden  können. 

Soll  nun  das  Polygon  sich  scblicssen,  so  muss  AB  »  BC   und 

Ist  o>-|-itf|  >  if/,  so  schneiden  die  beiden  Endseiten  s^  und  6m 
übereinander  hinweg;  ist  a>  +  a>i  <  tp,  so  erreichen  sich  die  beiden 
Endseiten  sn  und  (Sm  nicht.  Ist  endlich  a>  -{~  <»i  =  ^^  aber  AC  nicht 
gleich  ^B,  so  schliesst  das  Polygon  sich  ebenfalls  nicht.  In  Ictz- 
tenn. Falle  ist  der  Schlussfehler  /gleich  JB—AC^  in  den  andern 
Fällen  ist  der  Schlussfehler 


/  =  y Zö* -f  5C*—  2. AB.  AC .  C08(a>+  m^ -  ^>) 
=  y(.4Csin(w-f-©i"-i^))*-|-UB— ilCcos(a>+o),— '^))2 

Wollen  wir  nun  behufs  Berechnung  von  f  das  Quadriren  und 
Wurzelziehen  vermeiden,  so  kann 

^Csin(w  -|-  Ol  —  ip) sin  £ 

-<4jB  — -4CC0S((0+tüj  — '^)  ^*         COS£ 

gesetzt  werden,  wodurch 

/  «  -^C7sin(w -j-o»,  — '^)sin f-[-(-^-Ö— -  -40 cos (w  r}- Wi -- ^»cose 
wird. 
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Aus  den  im  Obigen  behandelten  Beispielen  dürfte  schon  zu  ent- 
nehmen sein,  dass  das  Ausziehen  der  Quadratwurzel  mit  Zuhilfenahme 
der  trigonometrischen  Functionen  gewisser  Hilfswinkel  in  manchen 
Fällen  gut  zur  Anwendung  kommen  kann. 


Nachdem  unter  die  im  vorangegangenen  Abschnitte  aufgenomme- 
nen Beispiele  die  Berechnung  der  Resultirenden  von  an  einem  Punkte 
angreifenden  Kräften  eingereiht  wurde,  so  soll  Vollständigkeit  halber 
auch  noch  die  Berechnung  der  Resultirenden  in  einer  Ebene  und  im 
Räume  zerstreut  liegender  Kräfte  folgen. 

Berechnung  der  Resultirenden  von  in  einer  Ebene 
zerstreut  liegenden  Kräften. 

Greifen,  wie  in  Fig.  3.,  in  einer  Ebene  liegende  Kräfte  Pq^  P^, 
Pg  .  .  .  Pn,  deren  Richtung  mit  jener  der  Kraft  P^  die  Winkel  a,, 
«s,  «3  .  .  .  ctm  einschliesst,  und  deren  in  der  Richtung  der  Kraft  Po 
verlegten  Angriffspunkte  o,^  o,,  ag,  a^  .  .  .  vom  Angriffspunkte  a^ 
der  Kraft  Po  um  die  Strecken  «i,  «2)  «3  .  .  .  «n  entfernt  liegen,  an 
verschiedenen  Punkten  an ,  so  hat  man  zur  Bestimmung  der  Resul- 
tirenden durch  den  Winkel  «>,  den  selbe  mit  der  Richtung  der  Kraft 
Po  einschliesst : 

_        P|8iniyi+P23ing3+  .  .  .  +P„singH 
^*^'~  Po  +  Pi cos aj+Pg cos ofj 4-  •  •  •  +PHCOSan 

und  zur  Bestimmung  ihrer  Grösse: 

PO-H  ■=-  Ä  «  PoCOSW  +  PiCOS(g)— Ci)-|-   .   .    .   +-R»C08(w--«h) 

und  zur  Bestimmung  ihres   in  der  KraftrichtuDg  Po  verlegten  An- 
griffspunktes den  Abstand 

«o-n  —  «v 
desselben  vom  Angriffspunkte  der  Kraft  Pq; 

^__PiSiSingx  +  P2gg8in«2+  ■  -  -  +PwgHsinflfw 

ZvL  allen  diesen  Gleichungen  muss  selbstverständlich  das  Vor- 
zeichen der  Werte  der  trigon.  Functionen  berücksichtigt  werden, 
ebenso  auch  das  Vorzeichen  der  Abschnitte  «.  Mit  Bezug  auf  Fig.  3. 
ist 

a^a^  —  *4 
negativ  zu  nehmen,  wenn 
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positiv  genoxDmeii  werden. 

Hat  nan  tgo»  eine  bestimmte  Grösse,  so  ist  das  Endergebniss 
des  Zusammenwirkens  der  Kräfte  eine  resnltirende  Kraft. 
Wird  der  Wert: 

Pj8ing^+P,8in«,+  .  .  .  +PnHman ^ 

*^"'"Po+Ac08a,+P,cosaj+  .  .  .  4-PnSina,.  ~  « 

60  ist  das  Endergebniss  des  Zasammenwirkens  der  Kräfte  entweder 
Gleichgewicht  oder  ein  Kräftepaar,  je  nachdem 

PiJi.8ingi  +  ^2*a8^P«»+  »  -  '  +-Pw~i*w~i8iPtfM~i^ 

P«sin(180o+a^)  >*Hist 

Eis  kann  nämlich  als  Endergebniss  ein  Kräftepaar  oder  Gleich- 
gewicht nur  dann  resnltiren,  wenn  die  Resnltirende 

yon  H — 1  Kräften  an  Grösse  gleich  der  nten  Kraft,  also  —  Pn  ist, 
und  wenn  nebenbei  der  Winkel,  welchen  die  Resnltirende 

Po-(H-i)  ■«  i?i 

der  (n— 1)  Kräfte  mit  Pq  einschliesst,  um  lS(fi  grösser  als  or»,  mithin 
180«+ tfH  ist. 

In  diesem  Falle  (wenn  nämlich  tga>«>  ^)  hat  man  demnach  znr 
Bestimmung  der  Entfernung 

tfO-(»-l)  =  Sr^ 

des  Angriffspunktes  der  Resultirenden  der  (n— 1)  Kräfte  vom  An- 
griffspunkte der  Kraft  Pq,  diese  Entfernung  auf  der  Richtung  der 
Kraft  Po  gemessen: 

_       _  PiJiSin«i+P^28»P'^2+  -  ■  '  +  Fn-^iSH^isman-i 
^(^.,)  —  '^^  -  P..sin(180-f«H) 

nnd  als  Arm  a  des  Kräftepaares  die  Differenz 

a  -=  *0-»  —  «0-(»-l)  «  *r  —  Sr^ 

Ist  diese  Differenz  »  0,  so  sind  die  Kräfte  im  Gleichgewichte. 

Berechnung  der  Resultirenden  von  im  Räume  zer- 
streut wirkenden  Kräften. 
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Liegen,  wie  in  Fig.  4.  die  Kräfte   PoP^Pg  .  .  .  P»  im  Baume 
oder  in  verschiedenen  Ebenen  zerstrent,   so   kann  man  sich  hehafs 
Bestimmung  des  Endresultates  ihres  Zusammenwirkens  eine  Ebene 
AB  senkrecht  auf  Pq  errichtet  denken,  und  durch  Pq  hindurch  eine 
Ebene  CD^   welche  die  AB  längs  der  Geraden  pq  schneidet.    Nun 
kann  man  sich  durch  die  Kräfte  P^,  P^,  Pg  .  .  .  Pm  Ebenen  gelegt 
denken,  welche  sämtlich  auf  AB  senkrecht  stehen  und  mit  der  Ebene 
CD  die  Winkel  or^,  a^,  «3  ...  er»  einschliessen ,   welche  sämtlich  in 
gleichem  Sinne  zu  messen  sind.    Nun  kann  jede  Kraft  in  zwei  Com- 
ponenten  zerlegt  werden,  von  denen  die  eine  senkrecht  auf  die  Ebene 
AB^   die  andere  hingegen    in   die  Ebene  AB  hineintut.    Die  Nei- 
gungswinkel der  Kräfte  P|,  Pg,  P3  .  .  .  zur  Ebene  AB  seien  ß^^  ß^^ 
/?3  .  .  .    Um  bei  ihrer  Messung  Zweideutigkeit  auszuschliessen,  messe 
man  selbe  stets  von  oberhalb  der  Ebene  AB  hinweg  in  aufsteigender 
Bichtung   und   gegen   die  Ebene    CD  hin.    Für   solche  Winkel    ß^ 
welche  zwischen  180^  und  360®  liegen ,  werden  dann  die  verticalen 
Componenten  negativ.    Für  solche  Winkel  ß,   welche  zwischen  90^ 
und  270®  liegen,  werden  die  in  die  Ebene  AB  fallenden  Componenten 
negativ,  was  so  viel  bedeutet,  dass  diese  Componenten  mit  pq  solche 
Winkel   o  einschliessen,  welche   um  180®  grösser  in  die  Bechnung 
einzuführen   sind,   als   die  Neigungswinkel   a   der  Kraftebenen  zur 
Ebene  CD.    Nach  Zerlegung  der  Kräfte  Pj,  P^,  P3   ...   in  je  zwei 
Componenten  bekommt  man  ein  System  von  parallelen  auf  die  Ebene 
AB  senkrechten,   und  ein  System  von  in  der  Ebene  AB  zerstreut 
liegender  Kräfte,   welche  Systeme  jedes  fQr  sich  einer  weitem  Ver- 
einigung fähig  sind.    Zur  Feststellung  der  Lage  der  gegebenen  Kräfte 
im  Baume  müssen  auch  noch  die  Abschnitte  zwischen  den  Schnitt- 
punkten oo,   O],   O)   .  .  .  ctm  der  Kraftebenen  und  einem  Punkte  O 
auf  der  Linie  pq  gegeben  sein,  ebenso  die  Entfernungen  OiOj,  O^a^^ 
0303  .  .  .  der  Punkt  Oj,  0|,    O3   .  .  .    Om,  wo  die  Kraftrichtungen 
die  Ebene   AB  durchdringen  von   den   auf  pq  liegenden  Punkten 
«1»  öj,  «8  .  .  .  a«. 

Das  eine  Kräftesystem  wird  gebildet  von  den  auf  die  Ebene  AB 
senkrechten  Componenten: 

Po,    Pisin/Ji,    Pgsinft    .  .  .    P«sin/?» 

deren  Angriffspunkte  durch  die  Längen 

^i«i  =  '»if    ^j«j  =  '»»i     08^3  =  »I3    ...     OnaH  — Wh 

bestimmt  sind. 

Das   andere  Kräftesystem  wird  gebildet  von  den  in  der  Ebene 
AB  liegend en  Componenten: 
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PjCOBft,      PjCOSft,     PjCOSft      .   .  .     PnCOBßn 

deren  Lage  besämmt  wird  durch  die  Winkel 

^H     «I»     ««      •   •   •     ^n 

welche  selbe  mit  der  Linie  pq^  der  Dnrchschnittslinie  der  Ebenen 
CD  und  AB,  einschliessen ,  nnd  dnrch  die  auf  ihr  gelegenen  Ab- 
schnilte: 

welche  die  Entfernungen  der  Angriffispunkte  aia^a^,..an  der  Com- 
ponenten  Yom  Punkte  O  sind. 

Soll  nun  Gleichgewicht  vorhanden  sein,  so  müssen  die  Resul- 
tirenden  jeder  dieser  zwei  Eräftesysteme  für  sich  gleich  null  sein. 

Hiezn  ist  erforderlich,  dass  bezOglich  des  ersten  Kräftesystems: 

Po  +  PiSinft+PjSin/JjH-  .  .  .  +Pnsmfin^O  1) 

sei,  und  dass  der  Angriffspunkt  der  Resultirenden  der  von  der  Ebene 
AB  nach  hinauf  gerichteten  Parallelkräfte  auf  denselben  Punkt  falle, 
wohin  der  Angriffspunkt  der  von  der  Resultirenden  der  von  der 
Ebene  AB  nach  abwärts  gerichteten  Kräfte  hinftllt  Hiefür  erhalten 
wir,  wenn  die  nach  abwärts  gerichteten  Componenten  mit  Ps^inßxj 
PyBin/fy  .  .  .  bezeichnet  werden,  die  zwei  Bedingungsgleichungen: 

Po«^+PiSin/Ji(*i— miCOsai)+  .  .  . 

—  Pjrsin/J#(«,— w,cos«*)+Py8in/Jy(*y— OTyCOSay)+  .  .  . 

Pi8in/5,m,8in«i  +  P,sin/J2w,8incf,+  ... 

=  PsBinßsmxsmajt'\'PyBinßymffSinay'\-  .  .  . 

Bezüglich  des  zweiten  Kräftesystems  in   der  Ebene  AB  müssen 

die  Bedingungen  erfüllt  sein: 

tg«-« 
demnach : 

PiCOs|Ji8iniif,  +  P,cosftsin«,+  .  .  .  +Pn cos /Jh sin uth  —  0      2) 

PlCOS/JiCOS«,+P2COSftC0Sa,+   .  .   .  +^HCOS/JHCOSOrH  —  0     3) 

femer: 

P^C0BßiSinmtti+P2C0Bßf»^B\nai+...'{'Pu~lC0Bßn'-lSH-lS\Tlan-l  _ 

PnSin(l«0<>+irH)  '- 

Sind  nur  die  Bedingungsgleichungen  1,  2,  3  erfüllt,   so  ist  das 
Endergebniss:  ein  Kräftepaar  in  einer  zu  AB  verticalen  Ebene  und 
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ein  Bolches  in  der  Ebene  Aß  gelegenes,  welche' sich  dann  za  einem 
einzigen  vereinigen  lassen 

Ist  entweder  nnr  die  Bedingnngsgleichnng  1  allein,  oder  2  nnd 
3  allein  erfüllt,  so  ist  das  Endergebniss  eine  Kraft  nnd  ein  Kräfte- 
paar. 

Ist  keine  von  den  Bedingnngsgleichnngen  erfüllt,  so  erhalt  man 
als  Ehdresnltat  zwei  Kräfte,  welche  sich  nnr  dann  zn  einer  einzigen 
vereinigen  lassen,  wenn  selbe  in  eine  Ebene  fallen,  was  dann  ge- 
schieht, wenn  der  Angriffspunkt  der  auf  die  Ebene  AB  senkrechten 
Kraft  in  die  Richtung  der  Resultirenden  jener  Kräfte  fällt,  die  in 
der  Ebene  AB  wirken.    Dies  ist  der  Fall,  wenn 

PtC08ftsinftj4--P«cogfe8iP»t+  »  ■  . 

^      *™  PlCOS/^^COSflfi  +  PjCOS/JjCOSCr,-!-  . .   . 

PjSinftm^singi  +  P^sin/y^mgBinttg-f-  .  .  . 
P,8in/?i+PaSin/?,  +  P3Sin/?s+  .  .  . 

"        _  Pogo'+Pi8inft(gi  — ff4Cosgi)+»  ■ . 
•^       PiSinft  +  P8sin/?j+P3Sin/5s+... 

wobei  Sf  der  Abstand  des  nach  der  Linie  pq  verlegten  Angriffg- 
pnnktes  der  Resultirenden  der  in  der  Ebene  AB  gelegenen  Kräfte 
vom  Funkte  O  ist 

Ftlr  sr  haben  wir: 

Pj  co8/?|^|Sinof^--}-PgC08ffggasinff2-f"-  --f'^HCOsjyngnsintfi» 

(PiC08/y,cos((ö— «i)4-PaCOs/?8COs(a>— «8)+.  .4-'^mCOSj9wC08((o  —  «n))sinoii 

Es  ist  leicht  einzusehen ,  dass ,  wenn  n  Kräfte  im  Räume  an 
verschiedenen  Punkten  angreifend  wirken,  Gleichgewicht  nur  dann 
stattfinden  kann,  wenn  die  Resnltirende  von  n— 1  Kräften  der  Grösse 
nach  der  nten  Kraft  gleich,  ihr  entgegengesetzt  gerichtet  ist  und 
mit  ihr  in  eine  Linie  zasammen  fällt.  Auch  von  diesem  Gesichts- 
punkte aus  betrachtet  lassen  sich,  wie  man  leicht  finden  wird,  ohne 
Schwierigkeit  sechs  Bedingnngsgleichnngen  für  das  Gleichgewicht 
aufschreiben  7). 


7)  Die  BedingangBgleichnngen  nach  dieser  Auffassang  wären: 
Po+PiSinft+P,sin/?8+  .  .  .  P»8in/?„  —  0 

PoCOS(0-f  PiC08(»— ffji)  +  PjCOS(cö— Cg)-|-  .    . 
+  Pn-iCOS(w  — ffH-l)  +  PwCOS/?n  —  0 
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Ist  die  Besoltirende  von  n—1  Kr&ften  an  Grösse  der  nten  Kraft 
gleich  nnd  entgegengesetzt  gerichtet,  fällt  sie  aber  mit  der  nten 
Kraft  nicht  in  eine  Linie  zusammen,  so  ist  das  Endergebniss  des 
Zusammenwirkens  der  n  Kr&fte  ein  Kr&ftepaar. 

In  allen  andern  Fällen  ist  das  Endergebniss  eine  Kraft  nnd  ein 
E[r&ftepaar  oder  zwei  Kräfte,  welche  entweder  nicht  in  derselben 
Ebene  liegen  oder  aber  ja,  in  welch'  letzterem  Falle  sie  sich  zn  einer 
einzigen  Mittelkraft  vereinigen  lassen. 


^  P^COSg,  Sinat  +PiCOBß^Smo^-\'.,.  +Pw--lC08/?w--l8inorn-l 
^"*  **  PlC0S/J|C0S«i+PjC08/J,C08Cr,4--+-R«-lC08P»-lC0SOn-l 

-  tg(l80<>+crn) 

P,co8^i#iSincfi  +  Aco8P2«2  8inog+  .  .  . 

-f-  P»-l  cos  /Jn-l  «H-2  sin  «H-i  =  Fn  cos  ß»  *n  Sin  an 

i\sinft(#^— «ij cos ai)+P2 sin /!?2(«g—m, cos o,)+  .  .  . 

+P«-lSin/Jn-l(*«-l  — «n-lCOS««^!)  —  PHSin/^nC*!»  —  WnCOSa,,) 

Pisin/^imiSintti-l-PsSin/i^gmsSinaj-l-  .  .  . 

-f-Pn-lSin/Jw-imn-lSineeH-l  e=  Pn sin /9nmM* sin  ffn 
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IV. 


Darstellungen  zalentheoretischer  Functionen 
durch  trigonometrische  Reihen« 


Von 

Franz  Rogel 

Die  für  n  = 

=  1,2. 

hervorgehende  unter  dem  Namen  der  ,,Lambert'8chen  Reihe''  be- 
kannte Reihe  geht  unter  Voraussetzung  eines  a^  ^  ]_1 1 1  nach  Ver- 
wandlung dieser  Brüche  in  die  gleichwertigen  Potenzreihen  und 
schliesslicher  Zusammenziehung  gleichnamigrr  Potenzen  in  eine  neue 
Potenzreihe  über,  in  welcher  der  Coefficient  ^(m)  irgend  einer 
Potenz  a^  die  Anzal  sämtlicher  Teiler  der  Zahl  m  angiebt. 

Besagte  Reihe 

n=l  ■■■       *         «1=1 

convergent  zwischen  den  Grenzen  0  =  —1  undiB  =  -{-l,  bietet 
demnach  das  bemerkenswerte  Beispiel  einer  rein  algebraischen  Reihe 
dar,  die  sich  in  eine  andre  von  entschieden  zalentheoretischen  Cha- 
rakter verwandeln  lässt 

Diese  Eigentümlichkeit  soll  nun  im  Folgenden  dahin  ausgebeutet 
werden,  zalentheoretische  Functionen  durch  stetige  Func- 
tionen auszudrücken. 
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Als  zweckdienliches  Mittel  wurde  beiderseitiges  wiederholtes 
Biferentiiren  gewält  Im  allgemeinen  ist  nun  der  Differential- 
faotient  einer  convergenten  Reihe  nicht  notwendig  auch  convergent. 
Die  Ergebnisse  werden  jedenfalls  einer  Verification  unterzogen 
iCTden  mllssen ,  die  schliesslich  mittelst  zalentheoretiscfaer  Betrach- 
tngen  geleistet  werden  wird. 

Um  den  mten  Differentialqaotienten  der  Reihe 

21  erhalten,  wird  jener  des  allgemeines  Gliedes 

iid  zwar  am    zweckmässigsten  mittelst   Zerlegung  in  Partialbrttche 
Ulfgesacht  werden  mOssen.    Bekanntlich  ist, 

n 

leietrt, 

%)  bei  geradem  n: 

ir      1         ,     (—1)»    ,    »-2  «(«+»**',     «-8  «-(»+!)**'] 

b)  bei  ungeradem  n: 

Ouaoa  ergeben  sich  die  höheren  Differentialquotienten: 

a)  bei  geradem  n: 

1  n.  ir       1         ■      (-1)»      I  V»     «("^^)*''' 

«!      *"  "■  n  1(1—«)"+»  "*"  (1+«)"+!  X2A..  («***  -  «)"+* 

b)  bei  ungeradem  n: 
Fflr  «  —  0  ist 
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a)  bei  geradem  n: 

~  D^^yn  =  ^  [l  +  (-l)"»-!^  2^"i%08(n-m)Äl^j  5) 

b)  bei  nngeradem  n: 

^  JD-o yn  -  ^  [l +2^£^QO^{n  - «)Ä^1  6) 

Die  angezeigten  Summirangen  lassen  sich  mit  Hilfe  der  Formel 

cos  2a  +  cos  4« -|-  .  .  .+COS(Ä  — 2)»+C0SÄa  —       2^^a ^ 


ausführen,  dann  ist 

a)  bei  geradem  n: 


(A  gerade) 


8in(n  — l)(n  — m)- 


(-1)«  + 


sin(n  — m)  — 


b)  bei  ungeradem  n: 

JL  nm  f    "^    \  —  1 


1  8in(n  — m)gr 
8in(n— f»)  — 


7) 


8) 


Die  Discussion  ergiebt  nun  folgendes: 

A.    Bei  geradem  n  und  geradem  mist  der  Ausdruck  inner- 
halb der  Klammer  in  7) 

2  sin(n  —  m)  -^  cos(n  — 2)  («  — m)  ^ 

sin(n— w)- 

n  — ♦»  ,      , ,         ,  _  - 

— « —  ist  hier  eine  ganze  Zal,  somit 

8in(n  — w»)^  — 0 

ist  der  Ordnungszeiger  m  ein  Vielfaches  von  n,  so  verschwindet  auch 
der  Nenner,  während 

n — 2    n — m 


C08(n-2)(»i«m)^  -(-1)    ^ 


wird,  und 
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Sin(n— »i)-5 
8in(n  — ot)  — 


uler  der  anbestimmten  Form  i  erscheint. 
Es  ist  dann 

lin(i^— m)-^!  ^    C08(n  — I»)  2 

8iD(fi  -I»)  -  ^  C08(n  — ;»)  -  j 

(lH=U/tt) 


n  —  f»       n  — m 


folglich 


— f^^oy»  —  (—1) 

(n-2)(n-tii) 
-(-1)  "  -+1 

B.    Bei  geradem  n  nnd  angeradem  m  ist 

^  n  ,  n  —  2   n —  i» 
^  2  C08(n~m)  ^  sin  ~g-  >  -;;—  « 

da  n— m  ungerade,  ist 

n 
C08(n-fn)  2  —  0 

2     ist  eine  ungerade  Zal,  daher  verschwindet  sinf  — ö— • ) 

nicht,  ebenso  sin w,    weil  ein   Brach  ist     Folglich  ist 

obiger  Nollwert  —  0,   ob  nun  m  ein  Vielfaches  {in  von  n  ist  oder 
nicht 

G.  Bei  ungeradem  n  ist  der  Zahler  in  8)  —  0  und  der 
Nenner  verschwindet  ebenfalls,  wenn  n  in  m  aufgeht-  In  diesem 
Falle  erscheint  der  Nullwert  wieder  in  unbestimmter  Form  f.  Dann 
ist 

Amk.  4.  Math.  «.  Phji.    8.  R«ik6,  T.  X.  9 


n 
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l-C"^^^  I  =  1   «cos(n  -_m)^  j  _^ 

(  --C08(»-.»)-j 

m=n/u  m=/un 

TT 

Ist  m  kein  Vielfaches  an  von  n,  so  ist  der  Nenner  8in(n— »i)  — 
von  null  verschieden,  somit  der  Nullwert  =  0. 

Diese  durch  unmittelbares,  wiederholtes  DiiFerentiiren  von 

erhaltenen  Resultate,  lassen  sich  nun  durch  jene,  aus  der  mit  yn 
gleichwertigen  Reihe  abgeleiteten,  leicht  verificiren. 

A.  Bei  geradem  n  und  geradem  m  wird 

~j  Z>%r  =  — j  D%(x"+a:2"+  .  .  .) 

verschwinden  müssen,  wenn  der  mte  Differentialqnotiont  kein  von  x 
freies  Glied  aufweist,  d.  h.  wenn  m  kein  Vielfaches  von  n  ist;  im 
bejahenden  Falle  hat  derselbe  das  Glied  ml  und  obiger  Nullwert 
wird  =  1. 

B.  Bei  geradem  n  und  ungeradem  m.  Das  ungerad-male 
Differentiiren  einer  Potenzreihe  mit  lauter  geraden  Exponenten  kann 
nie  eine  Reihe  mit  einem  von  x  freien  Gliede  ergeben;  mithin  ist 
der  Null  wert  «  0. 

C.  Bei  ungeradem  n  und  beliebigem  m  lässt  sich  dasselbe 
wie  in  A)  behaupten. 

Diese  Ergebnisse  lassen  sich  in  einen  einzigen  Satz  zusammen- 
ziehen, welcher  lautet: 


„Der  Nullwert 


\nj        m\ 


^.r^-^ 


„ist   entweder  gleich  der  Einheit  oder  gleich  der  Null,  jenachdem 
„f»  ein  Vielfaches  von  n  ist  oder  nicht". 

Diese  mit  Hilfe  trigonometrischer  Functionen  dargestellte  Function 
welche  die  nachfolden  Darstellungen  ermöglicht,  hat  nach  7)  und  8), 
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jenachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist,  zwei  verschiedeuc  Formen. 
Dieselben  sind  einer  beträchtlichen  Vereinfachung  filhig.  Vor  allem 
kann  unbeschadet  der  Allgemeinheit  einfacher  sinmTr  statt  sin(n— m)7r, 


und  sin  —n  statt 
n 


in(n  —  m)—  «  sinll \n 


sinO 


geschrieben  werden.  Ferner  ist  bei  geradem  n  nur  ein  ebenfalls  ge- 
rades m  in  Betracht  zu  ziehen  (siehe  B.),  in  welchem  Falle  der  Null- 
wert _ 

n" 
sin(n  —  1)  (»  — w)  — 


'©"^ 


8in(»  — m)  — 


ist;  nun  ist 

.  «          .    /                  m\ 
sin(n — l)(n  — m)—  «  sin  Im  —  n I  jr 

«=»  smfm —  n) n COS  —  w  —  C08(m  —  nVit Sin  —  fr 
n  '  n 

and  weil  m  und  n  gerade  sind,  auch 

sin(m — w) «  —  sin  wtc,     cos(m  —  n)n  «=•  + 1 


daher 


und  bei  ungeradem  n 


(1) 


(m\        1  sinn 
n)  ^  n  T~i 
sm 


sm  mn       m 

COS -TT 

.    m  n 

sm-Ä 
n 


Siumn 


9) 


10) 


Dem  Gesagten  wäre  nur  noch  beizufügen,  dass 

für  endliche  n*^  m  auch  verschwinden  muss,  weil  hier  bei  dem  stets 

verschwindenden  Zftler  sin  m^r    oder  sin  mn?  cos- sr    der    Nenner 

n 

sin  —  von  null  verschieden  ist. 
n 

Es  kann  nun  zur  independenten  Darstellung  der  häufigst  vor- 
kommenden zalentheoretischen  Functionen  durch  trigonometrische 
Ausdrücke  geschritten  werden. 
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1.  Die  Anzal  der  Teiler  einer  Zal  m  wird  sich  mit 
Rttcksicht  auf  das  Eingangs  über  die  „Lamberfsche  Reihe'^  Be- 
merkte, als  die  Summe 

«s=i  »»1  1 — ar 

ergeben.  Denn  da  dieser  Nullwert  nur  dann  nicht  verschwindet  and 
=  1  wird,  wenn  m  ein  Vielfaches  (in  von  n  ist,  so  wird  der  Nall- 
wert  innerhalb  des  Intervalls  von  n  »  1  und  n  -^  m  (einschliesslich 
der  Grenzwerte)  so  oft  »  1  werden  als  das  veränderliche  n  ein 
Teiler  von  m  wird,  d.  h.  so  oft  als  m  Teiler  besitzt  Mit  Bezug  auf 
9)  und  10)  ist  daher 

a)  bei  geradem  m: 

^    .         "•—1    1  tintii«  ,     ~       1  sinmsr       m»  ^^^ 

y;(i»)  «     £     -   -+  Z -cos —  11) 

»=1.8.5...  «    «:„^^     n=2.4...  »   .j« ««  « 

sm  m  —  sm  — 

n  n 

b)  bei  ungeradem  m: 

^1  sinm«  ^^^ 

y;(m)  —      2:         -  12) 

smm-- 
ti 

Als  obere  Grenze  dieser  Summe  kann  selbstverständlich  jede  endliche 
Zal  >  m  genommen  werden,  weil  wie  schon  bemerkt  filr  n  >  m  der 
Nullwert  verschwindet.  Dass  oo  nicht  als  Grenzwert  fungiren  darf^ 
hat  darin  seinen  Grund,  weil  die  Reihe 

<g    1  sintww  „11 

£ ^%mmn£ 

N=i  n    ,       n  u    ,   ffiTC 

Binm—  sm  — 

n  n 

als  das  Product  einer  für  jedes  ganze  m  verschwindenden  Function 
sin  m  TT  und  einer  für  jedes  m  nicht  summirbaren,  also  völlig  unbe- 
stimmten, unendlichen  divergenten  Reihe  bei  dieser  Annahme  keines 
bestimmten  Wertes  fähig  sein  kann. 

2.    Die  Stimme  a(m)  der  Teiler  einer  Zal  mergiebt  sich 

sofort  aus  den  Formeln  11)  und  12)  durch  Weglassung  von  -  \  es 
ist  dann 

a)  bei  geradem  m: 

,   .        *»*r,^     sinmTi;    ,     «     sinm»       m  ^^. 

a(«i)=.    £      — —+2;     cos-«  13) 

^     Bin  —     w-«.»..  gjjj  — 
n  n 
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b)  bei  angeradem  m:     - 

sin  — 
n 

1  Dio  Summe  ^(n»)  der  reciproken  Teiler  einer  Zal 
»geht  UI8  11)  und  12)  hervor,  weoQ  -|  statt   -  angesetzt  wird: 

a)  bei  geradem  m: 

a(m)  =z     £       -^ 1-    2?     --k  COS-  n  15) 

Sin —  sin  — 

n  ti 

b)  bei  ungeradem  m: 

»1   sin  mag 
P(to)  —    ^     -.  — —  16) 

»=1A5...  «     .i„"*^ 

sin — 
n 

4.  Die  Summe  von  Functionen  der  Teiler  2:/'(0,  wobei 
f\i)  eine  stetige,  für  die  Werte  von  n  —  1  bis  n  =  m  nicht  ver- 
sdnriDdende,  sonst  beliebige  Function  bedeutet,  enth&lt  als  specielle 
Me  die  beiden  obigen  Summen   c{m)   und   Q(m)  und  entsteht  ans 

11)  und  12)  durch  Vertauschung  von  -  mit  -/(n): 
a)  bei  geradem  m: 


Sin  — 
n 

b)  bei  ungeradem  m: 


ii=lJ^..    «        .„  **»      «=2.4...     »        .„  "*«  « 

sin  —  sin  — 

n  n 


is=lJt.5...     **        •     **^ 

Sin  — 
n 

Ke  Variable  t  hat  alle  Teiler- Worte  der   gegebenen  Zal  m  anzu- 

B^meo. 

5.  Ton  speciellen  Fällen  verdient  vor  allem  jener  hervor- 
S^ben  zu  werden,  wo  m  eine  Primzal  p  ist. 

Aas  den  Formeln  12),    14),   16)    und    18)  cutstcheu  bei  dieser 
Auachme  sodann  folgende  Gleichungen; 
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(p  CO  2) 


,2  12') 

n 


£,       1  sin  y  ff 

1.8.5...  »  „:„  i*^ 

Bin  -- 

n 

1      Ü5£^  ^  i+p  14') 

n 

•  ..  *         «1*  «Vrr  '      «1 


M=1.8.5.       **           .        i^ 
N— l.a.O...  gjij    J 

n 


16') 


n 

Umgekehrt,  wenn  ans  den  genannten  Formeln  die  Zal  2,  l-j-/'  etc. 
hervorgeht,  so  ist  die  Zal  m  notwendig  eine  Primzal  p. 

Für  die  rte  Potenz  einer  Primzal  gilt: 

^      1Ü5JP^„,+1  12") 

«=1.3.5...       sm 

n 

Ist  nnn  r-f-1  eine  Primzal,  so  kann  umgekehrt  daraus  geschlossen 
werden,  dass  die  zn  Grunde  liegende  Zal  m  die  rte  Potenz  eiiicr 
einzigen  Primzal  sein  muss. 

Wird  aus  12)  irgend  eine  Potenz  q^  erhalten,  so  ist  die  Zal  m 
die  (<7— Ite  Potenz  eines  Productes  von  x  Primzalcn. 

6.    Die   Anzal  pm  der   in   m  aufgehenden  Primzalcn 
wird  durch  folgende  Betrachtung  gefunden. 

Werden  in  der  Reihe  ^  z —  ä,   in   welcher  «    die  Primzaleu- 

reihe  durchläuft,  die  einzelnen  Glieder  durch  die  gleichwertigen 
Potenzreihen  ersetzt  (unter  Voraussetzung  eines  «  <  +1)1  ii"d  die 
gleichnamigen  Potenzen  zusammengezogen,  so  entsteht  eine  conver- 
gente  Potonzreihe,  in  der  irgend  ein  Goefticient  pm  einer  Potenz  x*'* 
die  Anzal  der  in  m  aufgehenden  Primzalcn  angiebt,  wie  aus  nach- 
stehendem Ansatz  zu  ersehen  ist. 
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+«»3+a"+a!'»  .    .    . 
1:1-^-.+^'.      +x^.      .+x6.     .+«8.     .+a:^ö.       .+a.if 

.     .+x".+    .    .    . 
i^Z^    «...  +a;»  ...    .  +x«^ +a;» +0:« 

r=b  = +^' +^'' 


.  +a;7 +x»4    •.    .    .    . 

+a;" 

.....    .+0?» 


00 


£  Y^^  —  a:+2aj«+2x»+2«*  +  2x*+3a;6+  2x7+2aj8+2x»  +  3a;io 
+  2«ii  +  3xJ«+2x*»+3«'*+3ii;*«^.   -    . 

Für  diese  Anzal  pm  lässt  sich  ebenfalls  ein  trigonometrischer 
Aasdruck  ableiten.  Derselbe  geht  aber  offenbar  auch  aus  den  For- 
meln 11)  und  12)  hervor,  wenn  die  Veränderliche  n  die  Primzalcn 
von  n=l  an  durchläuft.  Da  es  nur  eine  eineige  gerade  Primzal 
giebt,  nämlich  p^  »  2,  sa  redncirt  sich  die  zweite  Summe  rechts  in 
11)  auf  die  Einheit  und  es  gilt: 

a)  bei  geradem  m: 

(^-^)      isjnn.« 

P 


b)  bei  ungeradem  m: 

)  1     ein  mir 

20) 


(^^       1  sinmn 

p^  «=      2;       -  — — - 


WO  die  oberen  Grenzen  (w)  rcsp.  (m  — 1)  so  zu  verstehen  sind,  dass 
das  veränderliche  p  dieselben  nicht  übertroffen  soll. 
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1         ^sP 

m 


C\p    !    ^   2 


<^ip  1      1 


C»-i;> 


+  n-l 


26) 


wo  Crp  eine  Combination  der  rten  Classe  ohne  Wiederholung  aus 
den  PrimzaNElementcn  P2  -  »  -  p»h  ^^^^  »  ^^^  Anzal  aller  unter  Vju 
liegenden   Primzalcn   bedeutet.    Die    Summirung   in   den   einzelneu 

m 

Crp 
nationen  Crp  der  rten  Classe  entsprechen,  zu  erstrecken. 


Gliedern  hat  sich  auf  alle 


welche    den  sämtlichen   Combi- 


Bevor  die  neuen  Ausdrucksmittel  bei  letzterer  Formel  zur  An- 
wendung gebracht  werden  können ,  müssen  die  Glieder  mit  geradem 
Nenner  von  den  andern  getrennt  werden. 


+  (_l)H-i2: 


3 


^Cn^2P 

m 


m 


3    I    ^*^iP 


+  -'■ 


+(-i)«-i2;u 

8    1  ^H~ip 


«ml       5,1    m  « 

—  ^  I  —  j  -f-^  1  77-    — -Ä» 

I  3     />   I  3  1    ^2P  I  3 

+  «-1 


Ctp 


!  + 


Nun  können  die  Formeln  25)  und  26)  augewendet  werden. 
Irgend  ein  Glied  mit  geradem  Nenner  ist  dann: 


(-^l)r+\£ 


^^^,  =  (-iy+i2  X^ (^- 8.U ««cot  ^ 


oder  nach  der  hier  zulässigen  Vertauschung  der  Summirungs-Ord- 
nung: 


(-l)Hi^l-^ 


m    t4    /     1 

«(-l)r+i  ££(^ 

m=l  3  V^W 


81U  wiTT cot  ht; 


^CTp) 


ebenso  ist  ein  Glied  mit  ungeradem  Nenner: 


daher  ist 


^1 


(-i)r  !:-£/  — 


w    r 
m=l  I 


7/tjr 


—  i  sin  mn  cot  -;r-  -|-  £  övt —  sin  »tw  cot  s>» — 

J  3    -iCi/}  ,       IL^iP 


»*  sin  mTT 
3 


!^.';::!2cot^^+  -  .  .  .4.(-l)H-i^^— sinm^cot^;^  - 

"^IC^p  'lt\p^  '^         ^  3  2Ch-2|>  2C„_2;j 
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l^   1     8ini».T    .   ^     1    Bin mjr , 

j   C,p    .     mit    *    3     C,p    ,    mn        "•     '  *   ' 

+  (_l)»-2  1       1_  -ÜlIl'L]  27) 

»     '-^'^  sin  ^^^- 

12.    Dio  Auzal  0»»  lässt  sich  noch  auf  eino  audere,  bedeutend 
einfachere  Art  mit  Hilfe  einer  neuen  Function 

vclche  die   Kcuutniäs   aller  unter    v'm   gelegenen   Primzalen  nicht 
notwendig    macht,  finden.    Jenachdem   n  gerade  oder  ungerade  ist, 

nimmt    2  (  ~  )  und  somit  auch  S(~)  ciue  specielle  Form  au: 

a)  bei  geradem  m 

{(-)  =  1  — cos     - 

^  ^  Bin  — 

n 

b)  bei  ungeradem  n: 

(jn\       ^       1  sinmw 
-1  =  1 , 
n  /                 n     .    niTt 
Sin — 
n 

Die  Function  sf    j  ist  daher  entweder  —  0  oder  «  1,  jenach- 
dem m  ein  Vielfaches  von  n  ist  oder  nicht. 

Das  fttr  irgend  eine  Zal  m  gebildete  Product 

wird  Terschwinden ,  wenn  auch  nur  eine  einzige  der  Zalen  unter  m 
in  m  aufgeht;  ist  daher  m  eine  Primzai  p^  so  wird 


H=2        \«/ 


Diese  Factorenfolgen  für  alle  Zalen  von  2  angefangen  bis  m—1  ge- 
bildet und  addirt,  müssen  eine  Zal  ergeben,  welche  von  der  Anzal 
tm  Sämtlicher  anter  m  liegenden  Primzalen  nicht  verschieden  ist. 
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7.  Die  allgemeinere  Aufgabe  ^die  Samme  von  Functionen 
/  der  in  m  aufgehenden  Primzalen  zu  finden",  kann  leicht 
mittelst  der  Formeln  17)  und  18)  gelöst  werden,  wenn  statt  n  nar 
Primzalen  gesetzt  werden.  Unter  Voraussetzung  einer  stetigen,  für 
die  Werte  von  n  « 1  bis  n  =  m  nicht  verschwindenden  Fnection  / 
ergiebt  sich  dann: 

a)  bei  geradem  m: 

^,(p)=   V^??5^  +  /(2)  17', 

P 

b)  bei  ungeradem  m: 

P 

Ist  m  eine  Primzal  p,  so  ist 

p«-2    und    2?/(p)-/(l)+/(p) 

8.  Durch  Aenderung  des  Vorzeichens  der  zweiten  Summe  rechts 
in  11)  und  13)  entstehen  Formeln  für  den  Ueberschuss  timder  An- 
zal  ungerader  über  jene  gerader  Teiler: 

"Jri     1  sini»«         »      1  sinm»       mn  ^.. 

11^—2? £ cos  —  21) 

n  ft 

und  fttr  den  Ueberschuss  vm  der  S um  m  e  der  ungeraden  Aber  jene  der 
geraden  Teiler  einer  beliebigen  Zal  m: 

•»-^     sinm»  •»        sinm»        mn  ^^. 

«'»•  —    -^    — :::i  ^   -^     "^r"  <^«  *r  22) 

n=1.3...     •     ^'^^        «=3.4...       .    ^  ** 

n  n 

Aus  den  andern  Formeln  gehen  durch  Zeichenänderung  der 
zweiton  Summe  ähnliche  Beziehungen  hervor. 

9.  Werden  in  20)  unter  p  nur  Primzalen  von  der  Form  ik-^-l 
oder  4k -^3  verstanden,  so  bedeutet  pm  die  Anzal  der  iu  m  auf- 
gehenden Primzalen  von  der  Form  4i(;-f  1  bzhw.  ^+3. 

Der  Ueberschuss  der  Anzal  Primzalen  e  von  der  Form  4A;-f-l 
über  jene  d  von  der  Form  4k -^-3  findet  seinen  Ausdruck  in 

(«)      Isiuf»^         ("«1      1  sinm« 

Vm  — >      2i —      Ä       -   23) 

•^'•••"     Sin—       <-»?  •      sin— 
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kann  eben- 


10.     Die  grösste  in  -  enthaltene  ganze  Zal 

hÜB  mit  Hilfe  der  Function  %(")     darch    eine     trigonometrische 
Reihe  ansgedrttckt  werden. 

AVird  nämlich  m  ab  Veränderliche  betrachtet,  die   nach  nnd 
nach  die  Werte  von  i»  —  1  bis  w  —  n  durchläuft,  so  wird  %  (-) 

80  oft  ->  1,  als  m  ein  Vielfaches  von  n  wird;  in  allen  andern  Fällen 
verschwindet  e«. 

Da  bei  geradem  n 


/i»\       1  si 

"  w  -  n : 

wid.bei  ungeraden  n  aber 


sm  mit  mit 
—  cos  — 
mn  n 

Sin  — 


1  8inm?r 
n 


Sin- 


mn 


ist,  so  wird  daher: 
a)  bei  geradem  m: 


m  ]        »1  sinmTT 


1        « 


sm- 


_  cos  — 


b)  bei  ungeradem  n 

• 


~    1  sinwTg 
sin  — 


Um  den  Rest     -       zu  erhalten,  braucht  nur  in 


24) 


25) 


n     r 


einer  der  beiden  letzteren  Ausdrücke  für 


eingesetzt  zu  werden. 


11.    Die  Anzal  9(m  der  Primzalen,  die   nicht  grösser 
als  eine  gegebene  Zal  m  sind,  wurde  vom  Verfasser  mit  Hilfe 

m 


der  zalentheoretischen  Function 


gefunden.     (S.    Archiv    für 


Mathematik  u.  Physik  |  Hoppe  |  2.  Reihe  Tom.  VII.  pag.  381.  1889). 
Es  ergab  sich  folgender  Ausdruck : 
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Slw  «  w  — 

^\P   :   ^  2 

<^tP  1      1 

m 
CsP 

+  -. . 

+  (_l)-i£ 

1 

m 

+  »-1 

C„-113 

26) 


wo  Crp  eine  Combination  der  rten  Classe  ohne  Wiederholang  aus 
den  Primzal-ElemeDteD  yjj  .  .  .  jj«,  und  n  die  Anzal  aller  unter  Vm 
liegenden    Primzalen   bedeutet.    Die    Summirung   in   den   einzelneu 

m 

Crp 

nationcn  Crp  der  rten  Classe  entsprechen,  zu  erstrecken. 


Gliedern  hat  sich  auf  alle 


welche    den   sämtlichen   Combi- 


Bevor  die  neuen  Ausdrucksmittel  bei  letzterer  Formel  zur  An- 
wendung gebracht  werden  können,  müssen  die  Glieder  mit  geradem 
Nenner  von  den  andern  getrennt  werden. 


9(„ 


+  (^l)n-12: 


8 


H 

+f 

H     1 

-2:\ 

a  1 

m 

m 

s    P 

1       « 

3 

m 
CiP 

'2C\^2f 

m 
Ch^iP 

+»- 

1 

+ 


—2: 

3 


CfP 


+  " 


Nun  können  die  Formeln  25)  und  26)  angewendet  werden. 
Irgend  ein  Glied  mit  geradem  Nenner  ist  dann: 
m 


(-l)r+lX 


OTT-    =  i—^y^^  ^  -S    {;r77~8iur/*7CCOt^7r-) 


oder  nach  der  hier  zulässigen  Vertauschung  der  Summirungs-Ord- 
nung: 


M    1       ml 
.    5    I  ^^rp  , 


(— 1)»'+1   ££{  -TTT-  sin m:r cot  OTT-  ) 
m=13\2Crp  26V /J/ 


ebenso  ist  ein  Glied  mit  ungeradem  Nenner: 


m 
<'\P\ 


daher  ist 


(-i)'ii/'J-Sl=2\ 


m    r 

.-tf,[- 


mit 


■  i  sin  mTT  cot  -;7-  -|-  ^  öT/; —  sin  mit  cot  «/^ — 

J  3     '^WT'  I        ^^iP 


^  'i^i^eot^  +  -  . . .  +(-l)-^*-kH7r— sin,.«  cot.^^- 
2Co«^  '  ^       '        3  2CH-2i?  2C„_2p 


26'2;) 


Digitized  by  VjOOQIC 


durch  trigonometruche  Reihen. 

■ 

-2: 

s 
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*     1    sinm.T 
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sm  mjt  "I 
sm  TT 


27) 


12.     DieAiizaiatM  lässt  sich  noch  auf  eino  andere,  bedeutend 
einfaclierc  Art  mit  HiJfe  einer  neuen  Function 


(")—»(:) 


welche  die   Kenutniäs   aller  unter    v'm   gelegenen   Primzalon  nicht 
aot wendig   macht,  finden.    Jenachdem   n  gerade  oder  ungerade  ist, 

sJmnit    ZI")  und  somit  auch  $(~)  eine  specielle  Form  an: 

a)  bei  geradem  n: 

w  /»»\       -      1  sin  ^^        w*  ^ 
{ I  —  I  3=  1 cos  -  - 

^   ^  8in 

n 

b)  bei  angeradem  n: 

/m\ 1  sinmTT 

V«  /  »     .   mW 

sm — 
n 

Die  Function  ^    J  ist  daher  entweder  —  0  oder  =»  1,  jenach- 
dem m  ein  Yiclfaches  von  n  ist  oder  nicht. 

Das  fflr  irgend  eine  Zal  m  gebildete  Product 


wird  verschwinden,   wenn  auch  nur  eine  einzige  der  Zalen  unter  m 
in  m  aufgeht;  ist  daher  m  eine  Primzal  />,  so  wird 


IMese  Factorenfolgen  für  alle  Zalen  von  2  angefangen  bis  m— 1  ge- 
bildet und  addirt,  müssen  eine  Zal  ergeben,  welche  von  der  Anzal 
^»'  sämtlicher  unter  m  liegenden  Primzalen  nicht  verschieden  ist. 
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Die  vorige  Eatwicklung'ergab  die  Anzal  Hm  aUor  ein  bestimmtes 
m  Dicht  übertreffenden  Primzalen. 

Da  nun  fflr  ein  gerades  m  offenbar 

ist,  so  kann  ohne  der  Allgemeinheit  Abbruch  zn  tun,  ein  ungerades 
m  Torausgesetzt  werden.  Dann  brauchen  die  Factorenfolgen  nur 
für  die  der  gegebenen  Zal  m  yorangehenden  ungeraden  Zalen  mit 
Ausschluss  der  Einheit  gebildet  zu  werden 

Da  dann  m  und  n  ungerade  ist,  so  ist 

smmn 


sin — 

n 


und  für  die  Anzal  aller  unter  m  liegenden  Primzalen  er- 
giebt  sieh  folgender  Ausdruck: 

Ml  «    '■'^       /    sinrw     \ 

^-  =  ..-2'  ._?.     r --7;A  28) 


l=g.6...     M 


Ein  weit  einfaeherer  Ausdruck  wird  mit  Hilfe  des  Wilson'schen 
Satzes,  nach  welchem  (;j— 1)!+1  durch  p  teilbar  ist  oder  nicht, 
jcnachdcm  p  eine  Primzal  ist  oder  nicht,  gewonnen;   es  ist  nämlich 

8in[(m-l)l  +  l]gg 

.    (m— 1)1  +  1 

msm n 

m 

entweder  =s  1  oder  «  0,  jenachdem  m  eine  Primzal  ist  oder  nicht 
Daher  ist 

»"jisinCCr-^DI  +  l]^ 

^'«  - 1+  f        .    (r~l)I  +  l  ^  > 


13.  Die  Summe  aller  unter  einer  gegebenen  Zal  m 
liegenden  Primzalen  aufzufinden,  bietet  nun  auch  keine 
^Schwierigkeit  dar.    Der  Ausdruck 

m 


=«•5-1  -.««""•  I 


m  ungerade  vorausgesetzt,  wird  nur  dann  nicht  verschwinden,  wenn 
keine  der  Zahlen  von  3  bis  m  -2   in  m  aufgeht,   in  welchem  Falle 


Digitized  by 


Google 


äurch  triffonometrhehe  Reihen,  7? 

derselbe   -•  m  und   zwar  einer  Primzal   gleich  wird.    Die  äumme 
ist  daher  gegeben  dnrch 


rz=ZJi... 


3    i  .    rn\ 


and  die  Samme  von  Functionen  sämtlicher  ungerader  Primzalen  p 
unter  m  gegeben  durch 


r=8J(..    M=8    I  ^^  I 

^  •  "       !        91  am  —  / 


(m)  m-2         r-2 

£f(p)   -      -?/0-)i3:  (^-^'=^^\  30) 


wo  /eine  stetige,  für  Werte  von  j»  — *  2  bis  jp  —  m  nicht  verschwin- 
dende Function  vorstellt 

Auch  hier  ergiebt  die  Herbeiziehnng    des  Wilson'schen    Satzes 
einen  einfacheren  Ausdruck,  denn  es  ist 

sin[(r-l)l  +  l]>r 

>   (r-l)!  +  l)^ 
Bin 9t 

r 

entweder  ^=  r  oder  —  0,  jenachdem  r  eine  Primzal  ist  oder  nicht. 
Demnach  gilt 

»H^isin[(r--1)!+1> 
'     sin^ ^ — ' — it 


14.  J)ie  Anzal  9)(m)  aller  Zalen  <Cm,   welche  gegen 
letztere  relativ  prim  sind,  ist  bekanntiich 

^.,-„(.-i)(.-ä)(.-i)... 

wenn  a,  &,  c  .  .  .  die  in   m  aufgehenden  Primzalen  bedeuten.    Di  e 
Kenntniss  derselben  kann  durch  Einführung  der  Function  % 


n 


entweder  —  - 
n 


entbehrlich  gemacht  werden.    Es  ist  nämlich  -  % 

oder  —  0,  jenachdem  m  ein  Vielfaches  von  n  ist  oder  nicht  und 
daher  gestattet  zu  setzen : 


<p(m)-mn(i-lx\l\) 


wo  die  Tariable  n  alle  in  m  aufgehenden  Primzalenwerte  a,  6,   c 
.  •  .  anzunehmen  hat.    Die  Factorenfolge  kann  aber  auch  durch 
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solche  Factoren  ergänzt  werden,   welche  jenen  Primzahlen   pr  ^  w 
entsprechen,  die  in  m  nicht  enthalten  sind,  für  die  daher 


1 ^ 

Pr  * 


=  1 


wird.    Für  ein  ungerades  m  ist  dann 

"     /        1     sinmTcX 

und  für  ein  gerades  m 


)  =  mn  /i— — 2  — "-  \ 

r=3   I  fr        .     »»«  I 


r=3   I  Pr 


1    sin  m7c\ 

mn  I 
sin  — I 

pr  / 

> 


31) 


32) 


wo  als  ohere  Grenze  jede  endliche  ZaJ  ^   n  fongiren  kann. 


Die  kleinste  znlässige  Grenze  ist  jenes  n,   bei  welchem  pn  <  »' 
<  pn^i  ist.    Für  die  Potenz  einer  Primzal  r/  ist 

somit   (wenn    g  >  2) : 


5. 

Das  Product 

% 

a 
n 

h\          c 

ist  »  1  oder  «  0,  jenachdem  n  in  allen  Zalen  a,  &,  e  ...  /c  zu- 
gleich enthalten  ist  oder  nicht,  daher  stellt  die  Summe 


a  als  die  kleinste  der  Zalen  a,  &,  c  .  .  .  ^  vorausgesetzt,  die  An- 
zal  der  Zalen  dar,  welche  in  allen  Zalen  a^  b,  c  . . ,  k  ent- 
halten sind;  ferner 


a 

a 

b 

c 

»1=1 

n 

% 

n 

% 

n 

■  •    % 

a 

a 

b 

Z   nx 

% 

\  Z 

% 

n^9 

n 

1  « 
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sie  Summe  allor  in  jeder  der  gegebenen  Zalen  a,  h^  c 
iiafgehenden  Zalen,  und  allgemein 


.2.^^»>':'»l^ 


die  Summe  Yon  Functionen  /  (von  bereits  bezeichneten  Eigenschaf- 
ten) aller  in  slimtlichen  gegebenen  Zalen  aufgehenden  Zalen. 


16.    Der  Ausdrack 


l+(n-l)X 


bat  die  Eigenschaft  für  jedes  m  »  fin  (fi  eine  ganze  Zal)  =  n,  sonst 
aber  =  1  zu  werden.    Das  Prodnct 


n   |i+(p_i)J'^jl 

m:=ia   L  I  P  1  J 


To  für  m  sQCcessive  die  Zalen  a,  2>,  c  .  .  .  Xr  zu  setzen  sind ,  mnss 
daher  eine  Potenz  von  p  ergeben,  deren  Exponent  anzeigt,  wie  viele 
der  Zalen  a,  6,  c  .  .  .  die  Zal  p  enthalten. 

17.  Die  Aufgabe,  das  grösste  gemeinschaftliche  Mass 
mehrerer  Zalen  von  unbekannter  Zusammensetzung  zu  finden, 
kann  auf  jene  zurückgeführt  werden,  die  höchste  in  allen  Zalon  a, 
h^e ,  ,  .  k  aufgehende  Primzalen-Potcnz  p»^  zu  ermitteln.  Nun  wird 
das  Prodnct 


a 

Jb_ 

C 

k 

Pr' 

% 

p,.a 

" 

Pr' 

•    •    .      X 

Pr- 

entweder  >»  1  oder  »  0,  jenachdem  sämtliche  Zalen  a,  b,  c  . , 
h  die  Potenz  pr^  enthalten  oder  nicht;  femer  verschwindet  es  auch 
venn  pr^  eine  der  gegebenen  Zalen  übertrifft.    Werden  die  Producte 
fnra  =  l,a^=2.  ..«-»»  gebildet  und  addirt,  so  ist 


,^r^Pr- 


b  \    c  h 


der  Exponent  der  höchsten  in  jeder   der  Zalen  a,  6,  <?  .  .  .  A;  auf- 
gebenden Primzalpotenz  pf^.    Als  obere  Grenze  von  ^  darf  offenbar 

jede  Zal  (t  ^  ^  genommen  werden,  weil  ja  dann 


ist,  also  auch 


z 

Pr'\ 

a  = 

loga 
lOgpr 
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Das  Prodact  aller  für  pr  —  Pt  bis  zu  einem  pn,  grösser  als  die 
grösste  der  Zahlen  a,  b^  e  ...  iE;  aufgestellten  Aosdrflcke  pr^  ergiebt 
das  grösste  gemeinschaftliche  Mass  der  Zalen  a,  ft,  c  . .  . 
kj  nämlich: 


SR(a,^c..  .*)=    Upr  £% 

r=S      a=l 


WO  a  als  die  grösste  der  Zalen  voraesgesetzt, 


a 

Pr' 

b               c 
^     Prß     ^     pr« 

•  •  X 

k 

pr« 

fs  33) 


loga 
I  lOgpr 

nnd  pn^i  ^  ^  ^  pn  anzunehmen  ist. 


Sind  alle  Zalen  relativ  prim  zu  einander,  so  verschwinden  die  als 
Exponenten  fungirenden  Summen  und  3R  (a,  &,  c . . .  1?)  wird  «-  1. 


18.    Das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache  zweier 
Zalen   a  nnd  b  last  sich   mittelst   des   grössten  gemeinschaftlichen 

a  b 

Masses  SR  derselben  finden.     Da  ^  und  |^  relativ  prim  zu  ein- 
ander sind,  so  ist 


das  kleinste  Vielfache,  folglicli 


ab 

M            a 
r=S         a=sS 

a 

X 

b 
p^ 

U) 


Diese  Methode  kann  leicht  auf  den  allgemeinen  Fall  mit  einer  be- 
liebigen Anzal  von  Zalen  ausgedehnt  werden. 

Einfacher  ergiebt  sich  das  kleinste  gemeinschaftliche  Yielfitche 
S3(a,  &,  c  .  ,  .  h)  auf  die  folgende  Art. 

S  übertrifft  das  Product 

P— a6c  .  .  .  i 

nie,  auch  muss  letzteres  P  ein  Vielfaches  des  verlangten   93  sein, 
etwa  — '  fiS3.    Nun  wird 


a      ^     b       ^\  c    \    '  '  '    '^     k 


X    r 
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YO  V  irgend  eine  Zal  Yorstellt,  nur  dann  nicht  verschwinden  nnd 
->  1  sein,  wenn  jede  der  Zalen  a,  &,  c  .  .  .  X;  in  F  enthalten  ist. 
Erhalt  V  nach  and  nach  die  Werte  1  bis  P,  so  wird  die  Summe 
der  Producte  der  Functionen  %  anzeigen ,  wie  viel  Vielfache  von  V 
das  Product  P  nicht  übertreffen,  d.  h.  es  wird  fi  hervorgebracht; 
daher  gilt: 


S(o,  b,  c 


a,  b,  e 

.  .  .  k 

ab4...k 

^  z 
»=1 

V 
a 

V 
«     b 

1  V 

V 
..■X   i 

35) 


Als  untere  Sommengrenze   kann  auch   die  kleinste   der  gegebenen 
Zalen  gesetzt  werden. 


19.  Die  Frage  nach  der  Anzal  gemeinschaftlicher  Teiler 
mehrerer  Zalen  a,  &,  .  ..  h  ist  eine  sehr  naheliegende  und  findet 
ihre  Lösung  mittelst  des  Productes 


.0)-©-'(f) 


welches  die  im  Absatz  15.  gefundene  Eigenschaft  besitzt,  nur  für 
solche  t  nicht  zu  verschwinden,  welche  in  jeder  der  Zalen  a,  . .  .  2; 
enthalten  sind,  und  in  diesem  Falle  «  1  zu  werden.  Wird  nun  in 
der  Summe 


,5'(")-(l)-.(') 


jedes  Glied  mit  einem  Factor  multiplicirt,  welcher  die  Eigenschaft 

ab  h 

-,...-  ganze 


hat  entweder  — *  1  oder  »  0  zu  sein,  jenachdem 


Zalen  und  relativ  prim  zu  einander  sind  oder  nicht.  Nun  verschwin- 
den aber  alle  Summenglieder  für  solche  ^  welche  auch  nur  in  einer 
einzigen  Zal  nicht  enthalten  sind ;  obige  Summe  besteht  daher  nur 
ans  solchen  Gliedern,   in  welchem   t  ein  gemeinschaftlicher  Teiler 

oder  in  welchen  r»  r,  . . .  r  ganze  Zalen  sind.     Besagter  Factor  ist 
t    t         t 

aber»  gegeben  durch 


[I-     ~        l-!l 
\n  n  I **  I J 


1-X 
Arcli.  d.  Math,  u,  Phyi.    2.  B«Uie,  T.  Z. 


a  k^ 

L  L 

n     *  '  *  *   n 
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ab        h 
ist  —  1,  wenn  j»  7  •  •  •  7  ^^^^  zagleiofa  durch  n  teilbar  sind  and  ist 

«-  0,  wenn  sie  einen  gemeinschaftlichen  Divisor  n  haben.  Die  obere 
Grenze  von  27  kann  beliebig  gross,  aber  nicht  kleiner  als  der  kleinste 

der  Quotienten  -t  r  *  •  •  jj*  gewält  werden.  Werden  in  letzterer  Dif- 
ferenz dem  n  die  Werte  2,  3  ...  a  (a  als  die  kleinste  der  gegebenen 
Zalen  yorausgesetzt)  erteilt,  und  sämtliche  AusdrAcke  sodann  multi- 
plicirt,  so  wird  dieses  Product  nur  dann  nicht  verschwinden,  vrenn 

ab  h 

keine  der  Zalen  von  2  bis  a  in  jedem  der  Quotienten  -t    z  *  •  •  1 

enthalten  ist;  in  diesem  Falle  wird  das  Product  *»  1.  Dies  wird 
aber  nur  bei  einem  gemeinschftlichen  Teiler  3R  eintreffen,  welcher 
identisch  mit  dem  grössten  gemeinschaftlichen  Masse  ist. 
Als  obere  Summengrenze  kann  offenbar  jede  Zal,  welche  nicht  kleiner 
als  die  kleinste  der  Zalen  o,  &,  c  .  .  .  Ir  ist,  genommen  werden. 

Die  im  Gegensatze  zur  Formel  33)  von  Primzalen-Variabelen 
freie  Formel  für  das  grösste  gemeinschaftliche  Mass  be- 
liebiger Zalen  a,  &,  .  .  .  A;  lautet  daher: 

*     (        \a      \h  \k\     «   r  \a   \     \h 

S«(.,»...«=J|..,|-,|,-...,  r|;2['-»|«Ms 


36) 


Für  nur  ungerade  Zalen  wird  sich  diese  Formel  insofern  ein- 
facher gestalten,  als  dann 


SlUfH» 

zu 


(m\         Sl 
gesetzt  werden  kann. 


sin  — 

n 


19.  Zalen,  welche  der  Summe  ihrer  Teiler  (die  Zalen  selbst 
ausgenommen)  gleich  sind,  wurden  bekanntlich  von  älteren  Mathe- 
matikern vollkommen  genannt. 

Eine  allgemeine  Gleichung  fdr  solche  Zalen  «  kann  leicht  mit 
Anwendung  der  Formeln  18)  und  14)  gewonnnen  werden.  Es  gilt 
nämlich: 

a)  bei  geradem  «: 
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£ £     cos  —  —  2s  S7) 

n  n 


b)  bei  nngeradem  z: 


i      ^-2.  38) 


Ebtnao  leielit  li^asen  sich  Formeln  far  die  togenannten  %pA- 
oUea  Zftleii  aulsteUeD. 


Brtan,  im  October  1889. 
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V. 
Zur  Theorie  der  höheren  Congruenzen. 

Von 

Franz  Rogel. 


Unter  den  zum  Fermat'schcn  Satze  führenden  Entwickelangen 
zeichnet  sich  jene,  welche  sich  auf  den  binomischen  Satz  stützt,  dämm 
besonders  aus,  weil  sie  einer  bedeutenden  Verallgemeinerung  fähig  ist. 

Verschieden  ?on  dem  gradatimen  Vorgehen  Lejeune-Dirichlet's 
(Vorlesungen  über  Zalentheorie  S.  40)  soll  im  Folgenden  mit  Hilfe 
des  polynomischen  Satzes  eine  höhere  Congruenz  aufgestellt  werden, 
welche  als  speciellon  Fall  obigen  Satz  enthält. 

Es  wird  sich  hiebei  auf  algebraischem  Wege  die  tiefere  Begrün- 
dung der  Tatsache  ergeben,  dass  die  Congruenz 

nP-^  ^  1  modp 

nur  für  durch  die  Primzal  p  nicht  teilbare  Zalen  bestehen  kann. 

Seien  nun  o,  6,  e  .  .  ,  k  n  ganze  Zalen,  so  ist 

Werden  die  Glieder  so  zu  Gruppen  vereinigt,  dass  alle,  welche 
denselben  höchsten  Exponenten  tragen  in  eine  und  dieselbe  Gruppe 
kommen,  und  zwar  die  mit  dem  Exponenten-Maximum  p  in  die  erste. 
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...  die  mit  dem  Maximam  r  in  die  (p  —  r+l)te  n.  8.  w.  und  wird 
gleichzeitig  der  allen  Individuen  einer  und  derselben  Gruppe,  z.  B. 

der   (p  — r-(-l)ten  gemeinschaftliche  Factor  (1  herausgeheben,  so 
ergiebt  sich: 

ia+b  +  c  .  . .  +k)P  =  {aP+  .  .  .  +^)+(^^j)  (oP-ift  .  .  .) 

+ (A)  KD  <--+->+0G)  <—■•'] 
+O0(;)<^---)]- 


..+ 


Diese  nach  fallenden  Potenzen  der  Grössen  a,  b,  e  . ,  ,k  geord- 
nete Entwicklung  lässt  deutlich  erkennen',   dass  irgend  eine  Gruppe 

mit  dem  Coefficienten  (V  charakterisirt  durch   den  allen  Gliedern 

gemeinsamen  höchsten  Exponenten  p  —  q  selbst  eine  polynomische 
Entwicklung  ist,  wenn 

<P+1 
3=  -2" 

ist  Die  Exponenten  der  Elemente  eines  jeden  Gliedes  einer  Gruppe 
mit  Ausschluss  des  höchsten  p—q  werden  erhalten,  wenn  die  Zal  q 
aus  n  —  1  gleichen  oder  ungleichen  Zalen  der  Reihe  0,  1,  2  ...  g 
auf  jede  mögliche  Weise  zusammengesetzt  wird.  Eine  einzelne 
Gruppe  kann  demnach  bei  einem 


9  -. 


2 


auch  auf  die  Art  entstanden  gedacht  werden,  dass  die  n— 1  gliedrige 
Summe  [b-^c  .  ,  .  -{-k  zur  ^^ten  Potenz  erhoben,  mit  a*-«  multi- 
plicirt  und  schliesslich  a  mit  jedem  der  n  — 1  andern  Elemente  b, 
c  , . ,  k  vertauscht  wird,  was  für  jedes  Glied 


(.:0 
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Verfetiungen  giebt    Da  ferner  die  Anzal  der  Glieder  Ton  (&-4~^ 
. ,  .k)9  durch  die  Sabstitation 

erhalten  wird,  so  ist  dieselbe 

-  («-!)• 

mithin  die  Anzal  aller  Glieder  der  {q'^l)tßn  Omppe 

=  nCn~l)f 

Dies  trifft  bei  allen  späteren   Gmppen,  wo  das  Elementen- 
Haximnm  unter  ^y-  sinkt,  nicht  mehr  zn.    Beispielsweise  wird  in 

der  f^-^+rJten  Gmppe  mit  dem  Maiimnm  ^^5 — •  *••  Glied 

a  b 

weil  -y-  +*'>^X — ^  ^'*'  ^^***  Torkomrosn;  dasselbe  erschien 

bereits  in  der  \j^ r  jten  Gmppe  mit  dem  Haximnip  ^ — h  r. 

Die  nachfolgenden  Gruppen  werden  somit  nur  Bruchstttcke  polyno* 
mischer  Entwicklungen  sein;  doch  Iftsst  sich  von  allen,  bei  welchen 
die  Exponenten  nicht  alle  gleich  gross  sind,  behaupten,  dass  die 
Anzal  ihrer  Glieder  ein  Vielfaches  von  n  ist,  weil  die  Anzal  der 
Variationen  zu  verschiedenen  Glassen,  gebildet  aus  »  Elementen, 
immer  durch  n  teilbar  ist 

In  dem  Falle  eines  durch  p  teilbaren  n  besteht  eine  einzige 
Gruppe  mit  nur  einem  einzigen  Gliede 

n    n     n        n 

p    p    p        p 
ab     e  ..,h 

deshalb  ist  die  Gliederanzal  aller  Gruppen  von  der  ^^h~~  ^n  bis  zur 
letzten  nicht  durch  it  teilbar. 

Wird 

o  — j  — C=r  . . .  — jb-il 

gesetzt,  so  ist  dem  Gesagten  zu  folge  in  jedem  Falle: 
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nf  -  n  +  ^yn(n~l)+(^y  n(n  -1)«+  .  .  . 

/  P  \         p-:i 

+  L^l  ln(>»-l)    ^    +B  2] 

wenn  jedoch  n  kein  Yielfacbes  von  p  ist : 
it^~^  =  l+(j)(»^l)+(;)(n-l)«+  . . . 

WO 

aia  der  Vereinigung  aller  Glieder 

^ ^bß&y  .  ,  .  Je» 


bei  welchen  keiner  der  Exponenten  0,  /?,  y  .  .  .  »  die  Grösse  ^-h-" 
Übersteigt,  hervorgieng.    Demnach  wird  jeder  Polynomial-Coefficient 
in  R  sämtliche  Primzalen  <lp+l   ^^^  ^^"Sf  ^^^^^^  ™^s*^^* 
Wenn 

pr^p 

die  rte  Primzal  (pt  =  1)9  pu  die  kleinste  Primzal  noch  grösser  als 

P—  pr.pr-'l  .  .  .  pk^lpk 

ist,  80  besteht  demzufolge  unter Voranssetznng  eines  durch  p  nicht 
teilbaren  n  die  Congruenz: 

«^-l  =  l+(0(«-l)+ro)(n-l)«+  .  .  . 


2 
Wird  nur  der  Teiler 
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von  F  als  Modal  angenommen,  so  entfallen  alle  Glieder  der  rechten 
Seite  vom  zweiten  angefangen,  und  es  geht  Fermat's  Satz 

nP'^  ^  1  mod  p  hervor. 

Im   allgemeinen   lassen   sich   r— /j-j-l    Congruenzen  mit    den 
Modali: 

Pr 
Pr.pr-l 


/  Pr  .  pr-l  .   .  .  pk^l  .pk^P 

bilden. 

Für  ein 

pr^l  —  p  —  2     ist 

«i'-i=l+(^)(n~l)+(2)(«-l)*niodp(/,~2) 
nP-i  =  Q  ««  +  (?^^)  mod;,  (;> -2)  5] 

Bedeutet  q  eine  zwischen  ^-g—  and  p-i-l  liegende  Primzal,  so 

gilt  die  Congruenz  4]   auch  für  das    Product   (pr .  pr-i  .  •  •  9)    als 
Modul.    Alle  durch  letzteren  teilbaren  Glieder  mit  den  Coefiicicnten 

auslassend^  entsteht: 

«'-'-(/J(»-i)''-'-C_j_i)(»-i)'-'->-. 

...  -(j)(n-l)-l=Omod(p  .  .  .  g) 
odor 

nach  fallenden  Potenzen  von  n  geordnet,  ist 

-C-;-.)e=r:)]"'---[(A)C-7-j 
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•••+<-"'--[Ci,)C';0 

■•■(->)'-- fc)  (:)]•"  •■• 
••■+(-»'-'[Ci,)(v) 

-c_^_oe-r')-+©a)-(OG)]" 

+<-.)'-.-[W-C4-.)- ••+ 
+G)-(0+ß)]^''"»'"''-«'  «j 

Die  hier  als  Coefficienten  auftretenden  Reihen  lassen  sich  mit  Hilfe 
der  allgemeinen  Formel 

(  P  ](p-^\_{      P      \(p-a-i\ 

wenn 

w-=l>  — (Z,    p  —  q-'l     ...     2,     1,    0 

gesetzt  wird,  summiren;  es  ist  dann: 

--(A)e-)-+c_;_ofi).-... 
•■.+(-.)'-.e)cz7i,)»+<-»'""(o(:i:)='' 

med  {jp  .  .  .  <?)  7] 

wofür  auch  kürzer  geschrieben  werden  kann: 

,^-14-  z  (^l)m^UP\  ('^^^\  nP—  =  0  mod(p  .  .  .  5) 

m=q  \m/  \m-qy  '  ^^ 

Die  Formel  6]  gilt  für  jede  ganze  Zal  5,  also  auch  für 

P  +  1 
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welche  Einsetzang  eine  zur  iBestimmung  der  Coefficienten  der  nach 
fallenden  Potenzen  von  n  za  ordnenden  Gonnmenz  4]  dienliche 
Formel  ergäbe.  Einfacher  geht  die  auf  die  gewünschte  Weise  za 
modificirende  Gongruenz  anmittelbar  ans  7]  darch  obige  Sabstitation 

bei  gleichzeitiger  Aendernng  des  Modul  in  P  hervor: 


Ein  näheres  Eingehen   in  die  Natur  dieser  Coefficienten  ffthrt 
zu  einer  weiteren  wesentlichen  Vereinfachung  dieses  Ausdruckes. 


p(p-l)  . . .  (w  +  l).(m^l) .  ..^ 


l     P^P--^)  •  •  •      2  2 

'"*      (p-».)!(m-?^^)l~ 

ist,  so  enthält  dieser  stets  ganzzalige  Goeflficient  den  Modul  P  immer 
dann,  wenn  m  eine  zusammengesetzte  Zal  ist  Aus  diesem  Grunde 
können  alle  jene  Glieder  in  7]  und  8],  in  welchen  m  keine  Primzal 
ist,  einfach  weggelassen  werden;  die  genannten  Congruenzen  nehmen 
in  Folge  dessen  folgende  Formen  an; 

Die  veränderliche  p  hat  hierin  alle  Primzalenwerte  von  pi  bzhw. 
q  bis  fr  =  p  anzunehmen. 

Die  Congruenzen  8],  7']  und  8']  gelten  offenbar  auch  für  den 
Modul  /),  vereinfachen  sich  aber  durch  Auslassung  aller  durch  p 
teilbaren  Glieder-,  es  bleibt: 
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ist 

(-1)    ^    (-l)(-2)  . . .  (_  ezi)  =  (HZJ) ,  „od  p 
dalMr  aneb 

(-1)    ^     (p-  l)(y -  2)  . .  .  (p -'-i^)  =  (S-*) '  "«"''' 
oder 

'-^  (p-l)(j»-3)  . . .  ^^ 
(-1)  - 


=  (-1)         l^_ilslinod. 


A«  7]  entsteht 

da  p— g  gerade  ist,  folgt 

(-l)(-2)  ..,[-(p  ~g)]  s  (p--g)l  med  p 
dalier  avch 


somit 


(j^;)^lmod. 


«nd  weil  g  avch.  de»  Wertes  p»  fthig  Ist 


t-D='  ""^' 


In  allen  Fällen  geht  Fermat's  Satz  ans  den  allgemeinen  Congruenzen 
8],  7']  ond  8']  hervor,  wenn  p  als  Modul  angenommen  wird. 

Derselbe  kann  nnr  Ar  dnrch  p  nicht  teilbare  »  gelten,  weil 
wie  schon  bemerkt,  die  ganze  Function  72  nnr  unter  dieser  Bedin- 
gung durch  n  teilbar  ist,  woraus  die  Möglichkeit  entsteht,  die  Con- 
gmenz  durch  DiTision  mit  n  auf  den  Grad  p— 1  zu  bringen. 
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Ans  der  Gleichung  1]  liessen  sich  noch  Congnienzcn  für  Moduli 
ableiten,  welche  ausser  den  Primzaleu  von  pr  =  p  bis  pjt  noch  nie- 
drigere Primzalen  pk-.i,  ph-2  ...  als  Factoren  enthielten,  sich  aber 
nicht  mehr  vollständig  nach  Potenzen  von  n  —  1  ordnen,  sich  über- 
haupt nicht  übersichtlich  darstellen  liessen.  Bei  Inansiiruchnahme 
sämtlicher  Glieder  von  1)  entstünde  eine  unbrauchbare  Identität. 

Da  den  gefundenen  Congrnenzen  von  allen  durch  p  nicht  teil- 
baren Zalen  Genüge  geleistet  wird,  so  besteht  das  in  Bezug  auf  den 
Modul    F  vollständige    System     incongruenter   Wurzeln!  aus     den 

P  —  -  Zalen 
V 

a-\-hp^ 


Die  Frage  nach  den  Wurzelfactoren  der  genannten  Congruenzen  er- 
ledigt sich  in  einfacher  Weise. 


Die  Congruenz 


P  P 

n—a  -  ^0  modP 
p  p 


p 

hat  die     -  incongruenton  Wurzeln 

a,  a-^-p,  a-f-2p  ..  ,  «+(-— IJP 

Erhält  a  nach  und  nach  die  Werte  1,  2,  3  . . .  p  — 1,  so  ent- 
stehen p  —  \  Congruenzen  ersten  Grades;  das  System  ihrer  sämt- 
lichen von  einander  verschiedenen  incongruenten  Wurzeln  dockt  sich 
mit  obigem  System  a-\-hp  vollständig,  daher  hat  das  Product  dieser 
p  —  \  Congruenzen 

=  r^^  *(n  — l)(n— 2)  ...  (« -p-l)  =  0  modP      9] 

dieselben  Wurzeln  als  7],  8]  und  8']. 

p 
Durch  Multiplication  mit  -  entsteht  wegen 


die  einfachere  Form 


0 


p      P 
=  -  mod  /* 
P 
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-  (i.  -'l)(n  -2)  . .  .  (n-  |,— 1)  =  0  mod  P 

wekhe  nicht  weiter  redncirbar  ist,  weil  die  Congraeoz 

p 
jc  -  =  1  mod  P 
P 
iBmöglieh  ist. 

Zq  demselben   Ergebniss    führt   die   Benutzung  der  bekannten 
Congmenz 


(n— l)(n— 2)  ..  .  (n-|>  — 1)  =  0  mad|> 

P 
venn  beide  Seiten  und  der  Modul  mit  ~  multiplicirt  werden. 

P 

Schliesslich  sei  erwähnt,  dass  ans  dem  Fermat'schen  Satze  sich 
eine  Congraenz  p  —  1  ten  Grades  mit  dem  Modul  P  ableiten  lässt, 
welche  dieselben  Potenzen  yon  n  enthält  wie  8']. 


Es 

ist 

nämlich 

nP-^  ^  1  mod  p 

daher 
ferner 

P             P 

-  ,iP-i=  -  modP 

P              P 

Pk-1 
u           =1  modpk 

oder 

P    pk-1      P 
—  fC          =  —  mo( 
Pk                   pk 

m  mit 

«P 

—  pk 

multiplicirt 

^^nP-i^|„,odp. 

jpebt  (jedoch  nnr  für  durch  pk  nicht  teilbare  Zalen  n  giltig).    Dnrch 
Addition  der  Congruenzen 

P  P 

-  ni^-l  =  -  mod  P 

Pr  Pr 

-^«r-^=-^/^^''modP 
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pr-2  pr-a 


P»  Pr  ^ 


entsteht: 

pr       P  Pr    P     p--l> 

P— P»  P=Pt 

eine  Gonginenz,  welche  P(P)  incongniente  Wurzeln  hat»  welche  m 
P  relaüT  prim  lind. 

BrttQQ,  12.  Jnli  1890. 
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VI. 
Miscellen« 


üeVer  den  dureh  ile  Botatlon  der  Erde  bewirkten  Seitendraek 
fiiessender  Gewftsser« 

Es  ist  behauptet  worden,  dass  in  Folge  der  Rotation  der  Erde 
ein  Seitendmck  der  fliessender  Oewässer  gegen  ihre  Ränder  statt- 
finde» welcher  bewirke,  dass  die  Ufer,  gegen  welche  der  Drnck  ge- 
richtet ist,  sofern  sie  diesem  nachgeben  können ,  sich  im  Laufe  der 
Zeit  verschieben. 

Dieser  Druck  wird  durch  die  Differenz  der  in  verschiedenen 
Breiten  verschiedenen  seitlichen  Geschwindigkeiten  der  Erdörter  hw- 
vorgebracht,  welcher  unter  Annahme  einfacher  StromverhSltnisse 
sich  berechnen  l&sst,  was  wir  im  Folgenden  versuchen  wollen. 

Wir  legen  zunächst  einen  Strom  von  gleicher  Breite  und  Tiefe 
also  etwa  einen  Canal  mit  annähernd  gleichförmiger  Geschwindigkeit 
nördlicher  Richtung  der  Reehnung  zu  Grunde. 

Es  sei  a  der  Radius  und  o>  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Erde. 
9  die  variabele  geographische  Breite  eines  Stromteilchens  dm  in 
seiner  Bewegung,  ^i  und  9>t  <^o  Breite  des  angenommenen  Strom- 
anfanges  und  Endes;  #  sei  endlich  die  Stromlänge,  q  sein  Querschnitt 
und  t  das  Gewicht  der  Yolumeneinheit  des  Wassers. 

Die  östliche  Geschwindigkeit  eines  Punktes  unterm  Aequator 
ist  an,  die  in  der  Breite  tp  vom  Halbmesser  r  gleich 

ro  SS  acos^.or 

daher  die  Differenz  beider 

—  (t<to(l--C08t) 
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oder  allgemeiner  fttr  die  Breiten  90  und  q>  gleich 
am  (cos  <p^  —  008  cp) 

welche,  wenn  die  durch  sie  hervorgerufene  Kraft  z.  B.  durch  den 
Widerstand  des  Uferrandes  eines  Flusses  in  ihrer  Bewegung  gehindert 
wird ,  einen  Druck  und  demzufolge  eine  Reibung  auf  das  entspre- 
chende Ufer  ausübt,  welcher  dieser  Kraft  und  der  Wassermasse  ge 
fttr  die  Einheit  ihrer  Länge  proportional  ist. 

Da  die  seitliche  Geschwindigkeit  die  des  Flusses  im  allgemeinen 
weit  übertrifft,  so  wird  die  Resultirende  beider  fast  nahezu  mit  der 
Richtung  der  erstem  zusammenfallen. 

Der  Druck  und  die  daraus  hervorgerufene  Reibung  R  der  Strom- 
massen gegen  das  Ufer  verursachen  die  Auflösung  und  allmälige  Zer- 
störung des  Ostrandes,  speciell  der  nördlich  fliessenden  Gewässer, 
und  ist  für  jede  Wasserschicht  dm,  welche  zu  dieser  Veränderung 
des  Strombettes  beiträgt,  für  die  Länge  ihres  Weges  zu  berechnen, 
und  es  wird  die  Arbeitsgrösse  dieses  Stromelements  durch  das  In- 
tegral 

dp  «-  dm  jRds 
ausgedrückt    Die  Gesamtwirkung  des  Stromes  ist  daher 
P  ^  I    dm  I  Rds 

welches  Doppelintegral  innerhalb  bestimmter  Grenzen  zu  integriren  ist 

Es  ist  noch  anzugeben,  für  welchen  Zeitraum  diese  Reibnngs 
arbeiten  berechnet  werden  sollen. 

Wir  betrachten  zunächst  den  Strom  als  ein  Ganzes  von  be- 
stimmter Länge  und  bestimmen  für  diesen  abgeschlossenen  Teil  der 
Grösse  des  Reibungswiderstandes  Pi,  welcher  innerhalb  der  entspre- 
chenden Stromzeit  T  von  der  abfliessenden  Wassermenge  geleistet 
lirird. 

Dieser  Wirkung  folgt  eine  zweite  P^  der  znfliessenden  Wasser- 
menge in  derselben  Zeit  T,  so  dass  also  die  Gesamtwirkung  in  der 

Summe 

P,+P,-P 
dargestellt  ist.    Wegen 

R  ■=  A(C0Bq>Q  —  C0S9)9      de  «=  ad(p 

ist  die  Reibungsarbeit  des  von  7  nach  9i  abfliessenden  Wasserteilchens 
dm  im  Integral 
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9j 


/     (cos  ipQ  ^  cos  g))  <i9 


9 

von  fp  bis  ip,  zu  erstrecken,  und  da  gemäss  unserer  Annahme  nörd- 
licher Richtangc2m  proportional  adtf>  ist,  so  wird  die  entsprecliende 
Arbeit  für  die  Gesamtreibnng  des  aasfliessenden  Stromteils  in  dem 
Integral 

/Vi  <Pi 

d(p      1   (coSyo  — COSy)rf<p 

erhalten  sein. 

Wird  integrirt,  so  folgt 
^1  —  -<*(i(9^i~  9^o)*ce8yo  — (V'i  — 9o)8in<Pi  +  cos9o  — co8  9>,) 

Um  nun  noch  die  Reibungsarbeit  des  zufliessenden  gleich  langen 
Stromteils  zn  finden,  haben  wir  im  ersten  Integral 


(C089>o  -*C089>)<^9 


/ 


die  Grenzen  von  9>e  bis  fp  zu   nehmen   und  alsdann  das  allgemeine 

Arbeitaintegral 

/^j  tp 

Vo  9>% 

Aber  den  ganzen  Stromlauf  zu  erstrecken. 

Die -Integration  ergiebt 

Pj  —  -4  ( J  (y,  —  ^o)*  cos  9>Q  +  (91—  9q)  sin  90  —  cos  tp^  -f-  cos  tp^ ) 

Diese  beiden  Arbeiten,  welche  das  rechte  Ufer  angreifen,  sind 
einander  nicht  gleich,  wie  das  auch  selbstverständlich  ist;  vielmehr 
flbertrifft  die  Reibungsarbeit  des  ansfliessenden  Stromteils  die  des 
einfliessenden  um 

A— ^1  =  2(cosg>o  — C08yi)-(9i  -9o)(8in9o  +  8in9>i) 

Wollte  man  P|  —  Pf  setzen,  so  wäre  die  Bedingungsgleichung 

2  (cos  (p^  —  cos  g>j)  =  (tpi  —  9a)  («in  9o + «n  9,) 

zu  erfüllen,  woraus  die  transcendente  Gleichung  • 

Areh.  d.  lUib.  n.  Fby«.    2.  Keih«,  T.  X.  7 
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folgen  würde.  Die  Wurzeln  der  Gleichung  «*  —  tg«  sind  ausser 
w  —  0  noch  u  =  257®  27'  12"  etc»,  fallen  demnach  ausserhalb  des 
Bereiches  unserer  Eechnung. 

Die  Gesamtarbeit  nun,  welche  von  dem  ununterbrochen  fliessen- 
den Strom  zwischen  den  Grenzen  q>Q  und  (p^  innerhalb  der  Zeit  T 
geleistet  wird,  ist  demnach  durch  Pi+Pg  oder  durch  das  Intogral 

d(p      I      (cos  9^0 """  cos  tp^)  dtp 

ausgedrückt  und  dieses  ist 

P  ==  i4  ( (9i  —  q>o)^  cos  <Pq  -  {<pi  —  <po)  (sin  9),  —  sin  9o) ) 
oder  nach  Einführung  der  Stromlänge  «  «  a  (9^  —  ^q) 

P  «  -2  COS90  —  -  (sin  9),  —  sin  90) 

Um  zu  sehen,  in  welchem  Verhältniss  die  Reibungsarbeiten  für 
verschiedene  Stromlängen  stehen,  setzen  wir  für  einen  zweiten  Strom 
s'  =ns^  also  eine  n fache  Länge  des  ersten  voraus,  verlegen  aber 
der  Einfachheit  wegen  den  Stromanfang  beider  in  den  Aequator, 
wodurch  ^n  "» f^V  wird,  dann  ist 

sinny 

-z;-  =  n'  -' also     S  nr 

p  siny  -^ 

Die  Wirkungsverhältnisse  beider  Ströme  stehen  also  in  noch 
grösserem  als  dem  quadratischen  Verhältnisse  ihrer  Längen. 

Will  man  die  Beibungsarbeiten  Q  für  eine  grössere  Zeitdauer 
ihrer  Wirksamkeit  berehhnen,  so  kann  man  setzen 

P:  Q«  TU,    also     (i-^j,P 

und  führen  wir  hierin  die  mittlere  Stromgeschwindigkeit  v  ein,  so 
ist  wegen  sz=vT 

,  Q   „   -  ^l   {-  Q0%(pQ'\-%m(pQ--9V[iq>i\ 
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Die  auf  Zerstörung  des  rechten  Ufers  durch  die  Erdrotation 
Temrsachten  Reibungsarheiten  nördlich  fliessender  Ströme  sind  dem- 
nach der  darauf  verwendeten  Zeit  und  der  flüssigen  Geschwindigkeit 
proportional. 

In  demselben  Masse  also,  wie  die  mittlere  Geschwindigkeit 
wächst,  nimmt  die  Grösse  der  Reibungsarbeit  zu,  während  fttr  variabele 
Strömlingen  nicht  in  demselben  Verhältniss  proportionale  Wirkungen 
erfolgen,  da  dieselben  auch  von  der  geographischen  Breite  ihrer  Be- 
grenzungen abhangen. 

Die  Voraussetzung  rein  nördlich  oder  südlich  fliessender  Ströme 
findet  in  der  Natur  nicht  statt  Die  obigen  Ableitungen  gelten  also 
nur  für  einen  idealen  Fall.  Um  nun  auch  für  Ströme  veränderlicher 
Richtung  die  bezüglichen  Integrale  aufzustellen,  wollen  wir  zuerst 
wieder  die  Arbeit  eines  Massenteilchens  dm  für  die  Dauer  seiner 
Wirksamkeit  bestimmen. 

Die  Wirkung  der  Kraft  ^(cosg)o  —  cosqp)  ist  stets  nach  Osten 
gerichtet  Weicht  nun  die  Richtung  des  Stromteilchens  ds  um  den 
Winkel  r  von  dieser  östlichen  Richtung  ab ,  so  ist  die  Elementar- 
arbeit des  Massenteilchens  dm  für  die  Verschiebung  ds  proportional 
Itdmds^  wo  R  als  Componente  der  Kraft  normal  gegen  das  ent- 
sprechende Ufer  proportional  dem  Ausdruck  (cos?>o~'Cos<jp)<2m€/$sinr 
wirkt.  / 

Die  Reibungsarbeit  von  dm  für  eine  unbestimmte  Stromstrecke 
ist  demnach  Adm  1  (cos9o'~<^os9>)sinT^«.    Nun  ist  aber 

<£«8inr  =  adq> 
also  die  Arbeit  dieses  Stromteichens  dm  gleich 
A    I  (cos^o  —  C^O^<p)d(p 

woraus  folgt,  dass  sie  unabhängig  von  der  Stromläoge  ist,  sofern 
letztere  nur  die  festen  Grenzen  cpo  und  q>i  behält  Der  Grund  davon 
ist  übrigens  leicht  einzusehen.  Denn  nimmt  der  Strom  in  seiner 
veränderlichen  Richtung  beispielsweise  einmal  eine  südliche  Richtung 
an ,  so  findet  innerhalb  dieser  Strecke  ein  Druck  auf  das  rechte 
Ufer  nicht  mehr  statt,  und  die  Wirkung  des  jetzt  auf  das  linke  Ufer 
einwirkenden  Stromes  ist  für  das  rechte  gleich  null.  Lassen  wir  den 
Strom  wieder  zu  seinem  Ursprung  oder  zur  Breite  g?o  zurückkehren, 
so  hat  er  für  das  linke  Ufer  dieselbe  Arbeit,  wie  für  das  rechte  ge- 
leistet 

Man  kann  daher   sagen,  dass  die  Reibungsarbeit   des  Strom- 

?♦ 
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teilchens  dm  zwischen  zwei  festen  Breitenkreisen  stets  dieselbe  bleibt, 
welche  Richtung  der  Strom  auch  nehmen  mag.  Die  Parallelkreise 
der  Erde  sind  also  Niveaulinien  gleicher  Roibnngsarbeit  iliessender 
Stromteile  und  stehen  daher  in  Analogie  mit  den  Niveaulinien  der 
Schwere. 

Die  gesamte  Reibungsgrösse  des  Stromes  ist  nun 
P  —  -4  /     (cos  90  —  cos  q>)   .    / 


dm 
9o 


und  da  dm  als  Stromelement  unter  der  Bedingung  coutinuirlicben 
Zusammenhangs  dem  Diifereutial  <ls  proportional  gesetzt  werden 
kann,  auch 

P  =  u4(*i  —  *o)  ( (9i  —  9>o)  cos  tpQ  —  sin  q>^ + sin  <po) 

Die  Arbeit  der  Reibung  ist  also  der  Stromlänge  proportional»  was 
unmittelbar  einleuchtet,  weil  bei  einer  grössern  Länge  in  demselben 
Verhältniss  mehr  Wassermasson  ein  und  dieselbe  Stelle  paasiren 
und  darauf  infiuircn  müssen. 

Indessen  ist  auch  dieses  Resultat  noch  als  unvollständig  za  be- 
brachten, da  in  den  Voraussetzungen  keine  Rücksicht  auf  das  stetige 
Wachstum  durch  Zufluss  genommen  ist.  Die  Berechnung  wird  eine 
genauere  sein,  wenn  man  die  im  allgemeinen  zulässige  Annahme  macht, 
dass  das  Wasser  des  Stromes  sich  stetig  um  eine  seiner  zurückge- 
legten Strecke  proportionalen  Menge  vermehrt.  Bei  gleicher  Tiefe 
h  und  der  nunmehr  variabeln  Breite  b-^h»  ist  das  Volumen  des 
Stromes  von  «o  =  ^  bis  «  proportional  h{b-\-\hs)s^  sein  Differential 
»  h{b'\-ks)d8^  die  hiejvon  ausgeübte  Reibungsgrösse  gleich 
h{b  -{-  h  «)  (cos  9^0  -^  cos  9)  da  sin  t,  daher  die  Gesamtgrösse  der  Reibung 

/*  Vi 

d9    I     (i>+Ä;(*  — *^))(cos<)Po— C0Sy)rf9 

Wenn   nun    s  als   Function  von  tp  bekannt  ist,    so  wird  die  noch 
erfolgende  Integration  diese  Arbeitsgrösse  liefern. 

Für  einen  rein  nördlich  oder  südlich  fliessenden  Strom  ist  die- 
selbe leicht  durchzuführen.  £benso  für  die  Loxodrome,  bekannt  als 
Curve  gleicher  Richtung  gegen  die  sie  durchschneidenden  Meridiane, 
Für  2  nnendlich  nahe  aufeinander  folgende  Meridiane,  welche  von 
dieser  Curve  das  Bogeudififerential  abschneiden,  hat  man 
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fO 
f/y=  d!»C08 a  — *  fl rf<^,       <2sc  B>  r dA  -i-  a cos g>dh,      dx  =s=tga dy 

ils  einfachste  Gleichung  der  Loxodrome. 

Da  f&r  sie  die  Relation  q>  -»  jf.cosa  stattfindet,  so  würde  auch 
nir  den  Fall,  dass  ein  Strom  eine  Loxodrome  beschriebe,  die  lutc- 
^TatioD  seines  Reibangsintograls  ebensowenig  Schwierigkeiten  macheu, 
üs  die  analoge  eines  Stromes  nürdlicher  Richtung  als  Grenzfall  der- 
selben macht: 


Für  den  letztem  Fall   würde   mau  orhaltou,   wenn   man    setzt 

P=il6«/((3P,  — (PoJcosqPo  +  sinqPrt  -siny,  x 

f  H-P(i  (Vi^  —  9^0^)  cos  (Pq  —  (<f  ^—  rfo) («JPo  ^'os (Po  +  sinipi)     I 
\4-  cos  vo  ~"  cos  9j  )  / 

nad  dieser  Ausdruck  bedeutet  also    die  Reibnngsarbeit  eines  nach 
Norden  hin  sich  stetig  verbreiternden  Stromes. 

In  den  bisherigen  Berechnungen  haben  wir  immer  stillschweigend 
^ic  Yoranssetzung  gemacht,  dass  die  wirksame  Kraft  u4(co8^q— coscp) 
iü  ihrer  Stetigkeit  keine  Ein busse  erleidet,  eine  Voraussetzung  aller- 
«^Dgs,  die  in  Wirklichkeit  nicht  erfüllt  ist.  Denn,  wenn  z  B.  der 
Strom  aus  seiner  nördlichen  Richtung  plötzlich  in  eine  östliche  odee 
»wüicbe  übergeht,  so  werden  durch  Druck  oder  Stoss  der  in  ihrer 
Benregnngsrichtung  plötzlich  gehemmten  Stromwasser  gegen  die  Strom- 
Tioder  Verluste  an  lebendiger  Kraft  erfolgen,  welche  eine  Discon- 
tiuaitit  der  Bewegung  herbeiführen ,  vielleicht  mit  Ausnahme  bei 
rein  nördlich  oder  südlich  fiiessendcn  Gewässern.  Daher  können  die 
töherigcu  Entwickclungen  nur  für  Ströme  wenig  wechselnder  Rich- 
taog  gelten  und  auch  nur  unter  der  weitern  Bedingung,  dass  die 
Reibung  keine  nennenswerte  Abnahme  der  Druckkräfte  herbeiführt. 

Da  die  Reibung  im  allgemeinen  von  der  Geschwindigkeit  der 
gleitenden  Massen  unabhängig  ist,  so  haben  wir  in  den  obigen  Rech- 
Dangen  auf  die  veränderliche  Geschwindigkeit  des  Stromes  keine 
Rücksicht  genommeh.  Wollte  man  indes  die  aus  der  Reibung  her- 
vorgehende Verzögerung  der  Bewegung  annähernd  bestimmen ,  so 
*ire  als  negative  Acceleration  dieser  Geschwindigkeit  eine  dem  Druck 
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dm(cos(pQ'-co%q>)sinx  proportionale  Grösse  in  der  Gleichung  der 
lebendigen  Kraft 

jv*  —  —  /  pds 

für  p  einzusetzen,  woraus 

t,«  »  <^—2k(tpC0sq>Q  —  sin q>) 

folgt.  Das  Stromteilchen  dm  würde  also  in  seinem  wechselnden 
Laufe  in  allen  Punkten  gleicher  geographischer  Breite  stets  dieselbe 
Geschwindigkeit  haben,  entsprechend  den  gleichen  Geschwindigkeiten 
in  den  Niveaulinien  der  Schwere. 

Die  vollständige  Durchführung  und  Berechnung  aller  dieser  Ver- 
hältnisse ist  im  Grunde  eine  Aufgabe  der  Hydrodynamik,  unter 
welche  auch  die  Bewegnngsverhältnisse  der  grossen  Meeresströmungen 
fallen  dürften. 

Gräfrath,  Jan.  1889.  E.  Oe kinghaus. 


2. 
Kelation  der  Flftchenwinkel  des  Tetraeders. 

Da  ein  Tetraeder  durch  6  Stücke  bestimmt  ist,  unter  denen 
wenigstens  eine  Lineargrösse  sein  muss,  so  können  nicht  mehr  als 
5  Winkel  des  Tetraeders  unabhängig  sein ;  folglich  existirt  zwischen 
den  6  Flächcnwinkei  eine  Relation;  diese  ist  zu  ermitteln. 

Die  Flächenwinkel  seien  a,  ß,  y,  d,  £,  {;,  und  zwar  sei  die  um 
2R  vermehrte  Ecke 

A-^ß+y+d 
B  «  y  +  a  +  f 
C  =«  +  /?  + J    ^  (1) 

Die  ebenen  Winkel  seien  nach  den   Kanten  der  Flächenwinkel  be- 
nannt, so  dass 

Winkel  (/Jy)4-(ya)  +  (ö/5)  =  2R 
also 

cos(iSy)+co9[(ya)  +  (a|3)]  =-  ü 

ist.    Dies  gibt  die  Gleichung: 

cos' (/?y)4-cos^(ya)  + cos*  («/?)-[- 2  cos  (i?/)  cos  (y«)  cos  (a/J)  =  1 
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Drückt  man  die  cos  der  ebenen  Winkel  in  Flächenwinkeln  ans  und 
bezeichnet  die  cos  von  «,  ß,  y,  ö,  f,  f  durch  a,  b,  c,  d,  «,  /,  die  sin 
durch  a',  b\  c\  d\  e\  f%  so  wird  die  Gleichung: 


d^bc  e-^  ca  f  •-\-  ab 


das  ist,  entwickelt: 

a^^b*  +  c*+d^  +  c^+f^  -  (a«ri«+ftV +(?«/•») 
+  2(bcd+cae  +  abf+dc/) 
+  2{be  .  cf+ef  .  ad  +  o<^  .  6«)  =  1  (2) 

Diese  Relation  ist  symmetrisch,  sofern  darin  ad,  be,  cf  unter 
sich,  nicht  aber  abc  mit  def  vertauschbar  sind,  das  Tetraeder  also 
dasselbe  bleiben  muss. 

Sie  ist  2.  Grades  in  Bezug  auf  die  6  Cosinus  der  Flächenwiukcl. 
Lautet  sie,  entwickelt  nach  /; 

ip{f)  =  Kf*+2Lf+M==:0  (3) 

so  ist  die  Discriminante : 

Q*  =  L^-KM'^  (a«  +  6»  -l  +  2aec  +  e^)(b^  +  d^'-l  +  2bdc  +  c^) 

Damit  A  und  B  reell  sind,  müssen  /^  +  y  +  ^  ^^^  y+«  +  *>2R, 
also  die  2  Factoren  der  Discriminante  negativ  sein.  Unter  dieser 
Bedingung  ist  f  stets  reell.  Auch  für  positive  Factoren  würde  man 
ein  reelles  f  erhalten;  doch  entsprächen  die  6  Flächenwiukcl  keinem 
reellen  Tetraeder. 

Die  Bedingung  für  reelles  B  lässt  sich  schreiben: 

(l-a»)(l— c«)-(a«  — c)2>  0    oder: 
(a'cV{l  — cos«(ac)cos*(«c)}  >  0 

Sie  ist  also  von  selbst  erfüllt,  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  3 
Winkel,  deren  cos  ^  a,e^4  sind,  ein  Teteaeder  bilden ,  d.  h.  dass 
a+y  +  B  >  2R  ist. 

Ein  gleiches  gilt  für  J,  c,  d  in  Betreff  des  zweiton  Factors,  Es 
ist  zu  beweisen,  dass  auch  das  aus  Gl.  (3)  resultirende 

die  analogen  Bedingungen  in  Betreff  der  Ecken  C  und  I>,  nämlich 
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a«4&«+/-»+2a6/— 1<0 

erfüllt.    Erstere  lässt  sich  schreibeu: 

und  nach  Einsetzung  des  Wertes  (4): 

das  ist: 

■-a'b'K<abK^L±Q<a'b'K    oder: 

L-^abK-a'b'K^.  ±Q  <  L—abK+a'b' K 
Nan  findet  man: 

X  — aÄJSr-«  ab  +  de+iae+bdie--  a^(l— c«) 

—  (o<;+«)(itf4-*')  "■  a'Ä'c?'*cos(ac)co8(Äc) 
demnach  wird,  wegen  JT  -»  c'*, 
—  a'Ä'i:jl~COS(aö)c08(&c)}<±Q<a'*'Ä'{l  +  C08(ac)cos{6o)} 

Für  das  obere  Zeichen  ist  die  erste  Ungleichung,   für   das  untere 
die  letzte  von  selbst  erfüllt    Daher  bleibt  nur  zu  untersuchen,  ob 

Q  <Ca'b' K{i  +cos(ae)cos{bc)\ 

das  ist,  wenn  wir  auf  die  Ausdrücke  (4)  zurückgehen,  ob 

Q<i<i'b'K±(L'-abK)    oder 
L^^KM<::(L—abK±a'b'K)* 

ist.    Dies  entwickelt  gibt: 

0<:M  +  2L{-ab  +  a'b')  +  K{-'ab±a'b')^ 
—  (p(—ab±a*b') 

Nun  ist  61.  (2)  identisch  mit 

ab  c^ 
Substituirt  man  daselbst  '—ab-\'a'b*  für  /;  wobei 

übergeht,  so  erhält  man  sofort: 

fpi—ab±a'b')  «.  j(€/-f6c)a' !+(«+«<?)*•}*  >0 

Wenn  also  a,  ft,  c,  r/,  c,  f  Cosinus  reeller  Winkel  sind  und  die 
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GL(2)eifUleiif  so  entsprechen  je  3,  die  kein  Par  Gegenwinkel 
oOblten,  bedingongslos  einer  reellen  Ecke,  mithin  alle  zusammen 
dflem  reellen  Tetraeder. 

Es  bleibt  die  Frage,  ob  unter  Voraussetzung,  dass  5  gegebene 
latcr  ihnen,  a,  6,  c,  cf,  «,  Cosinus  sind,  d.  h.  zwischen  1  und  — 1 
üegeu,  auch  die  resnltirende  sechste,  /,  diese  Bedingung  erfüllt? 

Betrachten  wir  zuerst  den  Specialfall: 

Juo  ergibt  61.  (2)  nach  Division  durch  1-fa: 

(l+/){(l-a)/^-l  +  a  +  4a«}  -0 
loraos  (da  l+/>  0): 

Wichst  a  von  —1  bis 0,  so  wächst y  von  —1  bis  1;  darüberhinaus 
limmt  es  ab  von  1  bis  —  od  und  wird  —  —  1  für  a  —  } ,  das  ist 
■  =JR.  Daraus  geht  hervor,  dass  diis  System  der  a,  6,  c,  d,  e 
cogem  Grenzen  unterworfen  ist,  als  der  natürlichen  Begrenzung 
ivischen  —1  and  1,  um  ein  reelles  t  zu  ergeben.  Wir  müssen  also 
der  Anfiösung  (4)  die  Bedingung  hinzuführen : 

^L±Q   ^ 
-1< K~^^ 

Es  ist  mir  nicht  gelungen ,  ohne  Unterscheidung  übermässig  vieler 
F&Ile  die  Begrenzung  des  Systems  oxplicit  festzustellen. 

Betrachtet  man  jetzt  die  Grösse  der  Ecken  als  gegeben,  so  fehlt 
floch  eine  Bestimmung  für  das  Tetraeder.    Zunächst  ist  nach  den 

«1.  (1): 

|5-«  =  iW-Ä+C-D)- 2£  >  (6) 

(„+a)+(/J+0  +  (y  +  :)  «  i(Ä  +  B  +  C+D)^2S  (7) 

Mao  kennt  also  die  Differenzen  der  Gogenflächenwinkel  und  die 
Somme  ihrer  Summen.    Ist  nun 

90  lird  hiernach 

«-^;        /J^g;        y-t 
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Hiernach  haben  alle  Ecken  gleiche  Flächenwinkel,  mithin  auch  gleiche 
Seitenwinke],  und  man  hat  den  vom  fünften  Bestimmnngsstttck  un- 
abhängigen Satz: 

„Sind  die  Ecken  eines  Tetraeders  von  gleicher  Grösse ,  so  sind 
„sie  auch  congruent;  zugleich  sind  dann  auch  die  Seiten  des  Tetra- 
„eders  congruent/^ 

Sei  jetzt  allgemein 

cos  «1  —  ai ;     cos  ßi  —  b^  ;     cos  yj  ==  Cg 
cos-^  —  A ;    COS  E  =»  JKj :    cos  Z  =  F^ 

und  die  Sinus  dieser  Winkel  durch  einen  Strich  von  den  Cosinus 
unterschieden,  so  dass  S'  »  sin<p,  wenn  S  »  cos rp.  Dann  hat  man: 

a««,  +  ^;     ß^ß,+E:    y -^  Yi+ ^    1 

Die  einzigen  Unbekannten  sind  nun  noch  verbunden  durch  Gl.  (2). 
Diese  lästt  sich  leicht  umformen  in 

+  (ac;  +  Äc  +  c/)2+2(Wc+flk5c+a6/+rfc/')  =  0  (9) 

Führt  man  die  Werte  (8)  ein,  so  lautet  sie: 

2-3/+(a,»  +  V  +  Ci«-Z)»  +  2(V«i''  +  V*i''  +  cr,«o,'») 

+  8^aiÄjCi+8i:'a,'6,'c/ -0  (10) 

w^ 

J5r  «  Z),  £i  Fj',     K'  =  Di 'Ei'F^'  1 

i:,=  z),'a+j5:/«4.Fi'»  [  (11) 

gesetzt  ist. 

Die  Grössen  a^,  öj,  «,  werden  ferner  bestimmt  durch  Gl.  (7),  d.  i. 

oder,  wenn  cos  ö  —  A^, 

woraus  nach  Elimination  der  3  irrationalen  Factoren: 
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N — Oi^i^i 

fl) 

*i 

a,b,'W* 

N — aj&iC, 

Clh" 

WW 

cr<* 

N—a^h^Ci 

«,«,%'» 

*i«i'« 

«•*,'* 

Vi'* 


,  4 


iV— aji^Cj 


«0 


(12) 


Entwickelt  man  die  Determinante  und   bestimmt  Oj,  ^j,  Cj  als   die 
Wurzeln  der  Gleichung 


Bo  wird  Gl.  (12) 
wo 


(13) 
(14) 


r;«4 

F«  -4(JV«  +  2iV«Z  — jV(2-Z*  +  2m)-8/ 
>r  —  JV  *  —  2iV«(Z«  —  2m  ~  2w»«)  +  Z*  —  4^»n» 

£liminirt  man  auch  aus  Gl.  (10)   die  Irrationale,    führt   ebenso 
die  Goefficienten  Ton  Gl.  (13)  ein,  und  entwickelt  nach  n,  so  kommt: 


?/,»«+ Fin  +  W-'i  =0 


(15) 


wo 


ü  w 

i 

U  V    I 

1  V  w 

17,  W, 

"" 

UiV,  1 

i   VtWt 

u,  «64{(A:--z)«+ir'«} 

K,  =  16(jr—Z){2  — ilf+(Z»  — 2f»-i)*4-2(l«~2«*-Z*+4/«7n— 2w*)} 

+  128ir'*/ 

R^,  -  {2-3f+(/«--2i»  — X)»+2(Z«  — 2)rt-.Z*+4Z»w-2mV 

~64Ä:'«(l-Z»+2m+m«) 

und  nach  Elimination  von  n  zwischen  den  Gl.  (14)  und  (15): 

(16) 

Hiernach  gibt  eine  Gleichung  16ten  Grades  l  in  m  und  eine  Glei- 
chung 8ten  Grades  m  in  L    Das  Resultat  ist  folgendes. 

,,Betrachtet  man  die  Inhalte  der  Ecken  {Ay  B,  C,  D)  als  con- 
,,8tant,  die  Summe  der  Cosinus  der  halben  Summen  der  3  Pare  von 
„Gegenwinkeln  (Z)  als  unabhängig  variabel,  so  bestimmt  zuerst  eine 
„Gleichung  8.  Grades  (16)  m,  dann  eine  Gleichung  2.  Grades  (14) 
„n,  dann  eine  Gleichung  3.  Grades  (13)  a^,  h^.  c^^  woraus  endlich 
„nach  den  Formeln 

„und  den  analogen  für  b,  e,  c,  f  die  Cosinus  aller  6  Flächenwinkel 
,^l8  Functionen  von  l  gefunden  werden.^^ 
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Da  aus  den  Flächenwinkeln  die  Seitenwinkel,  ans  diesen  die 
Vorbältnisse  aller  Kanten  hervorgehen ,  so  istd  durch  a,  &,  c,  d^  «,  / 
die  Gestalt  des  Tetraeders  bekannt. 

Geht  man  vom  regelmässsigen  Tetraeder  aus,  wo 

ist,  deformirt  dasselbe  durch  beliebige  unendlich   kleine  Incremente, 
indem  man  für  die  genannten  6  Grössen  substituirt 

i(l  +  a),    Kl+i),    W  +  o),    etc. 

und  entwickelt  Gl    (2).  welche  nur  Terme  1.,  2.,  3.  und  4.  Ordnung 
enthält,  bis  auf  2.  Ordnung,  so  erhält  man : 

Scbiiesscn  wir  zuerst  alle  Variationen  des  Tetraeders  aus,  bei  welchen 

gleichzeitig 

ai=<i;     Ä-«;     c  =/  (17) 

ist,  so  ist  a+i+c+f^+e+Z  negativ  und  2.  Ordnung,  folglich  vor 
der  Deformation  ein  Maximum. 

In  dem  Falle  (17)  findet  man,  dass  die  Tcrmc  3.  und  4.  Ord- 
nung mit  verschwinden. 

Mögen  jetzt  a,  ä,  c,  d,  «, /wieder  ihre  frühere  Bedeutung  haben, 

so  dass 

a  «  cos«;    b  «  cos/3;    c  =  cosy;    etc. 

ist;  dann  hat  sich  ergeben: 

und  zwar  ist  u-j-Ä-fc-f  f/+6  +  /'  ein  Maximum  für  das  regelmässige 
Tetraeder,  mis  Ausschluss  dos  Falles  (17).    Da  aber 

da  =^  -  a'da\     3^  —  —  ti'dß\    de  =  — c'dy\     etc 
and 

a'  ==  0'  -^  V   =«  d'  -»«'=;=/•' 
ist,  80  folgt  auch: 

da  +  dß-i-dy  +  dö  +  di  +  di^O 
und  zwarwird  «  4.j3+y4- ^4- e  +  f=:i(^+J3  +  6'4-iD)  ein  Minimum. 

Der  Ausnahmefall  (17)  bedeutet,  dass  die  Ecken  des  Tetraeders 
congrueut  bleiben. 

Das  Resultat  ist  der  Satz: 
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„Die  Samme  der  Ecken  eines  Tetraedern  ist  fttr  das  regelmässige 
«,ein  Minimam,  wenn  bei  der  Veränderung  die  Ecken  nicht  congruent 
^bleiben/^ 

Wir  betrachten  nnn  insbesondere  das  Tetraeder  von  congrnenten 
Ecken  (oder  gleichen  Gegenflächenwinkeln). 

Nach  Elimination  ron  dj,  e,  f  geht  61.  (2)  Aber  in 

(a  +  Ä+c-l){(a+&+c+l)*(«+*  +  ^-l)  (18) 

—  4(a4-5  +  <?+l)(ic4-<:a+aÄ)+8a^c}  =0 

Es  bestätigt  sich,  daps  wenn  die  Summe  der  Flächenwinkel  ihren 
Wert  wie  beim  regelmässigen  Tetraeder  behält,  die  Gleichung  ver- 
möge des  Factors  a-f*  *+<?""!  erfüllt  bleibt. 

Den  Fall,  wo  sie  durch  Verschwinden  des  zweiten  Factors  er- 
füllt wird,  ttbergehe  ich. 

Da  jetzt 

mithin  jede  Ecke  ein  Viertel  der  Eckensumme  ist,  so  bietet  sich  die 
Frage  dar,  wie  jede  Ecke  variirt,  wenn  zwei  der  durch  die  Relation 

verbundenen  3  Grössen  beliebig  variiren.  Aus  ihr  geht  wieder  die 
Frage  hervor,  bei  welcher  Relation  zwischen  diesen  2  Grössen  die 
Ecke  constant  ist. 


Betrachtet  man  erst  a  und  h  als  unabhängig,  so  wird 


Öa  a''      &»""^'     8a  ""c''       Sa 


folglich  bei  analoger  Bestimmung 

daher  findet  für  constantes  A  die  Differentialgleichung  statt: 

Ä'(a'  — c')8a+a'(&'—  c*)^h  «  0 

wo    c**  —  1  —  (1  —  a  —  i)*  -«  (a  +&) (2—  a^h).     Diese  bietet  indes 
wegen  ihrer  complicirten  Irrationalität  wenig  Aussicht  auf  Anwendung. 

Setzt  man  hingegen 

a-|-6-}-c  =  ?;    ic-J-tfa+oÄ  =  »»;     ahc^^n 
COS^  •«  N 
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80  werden,  da  Z  -*  1  bekannt  ist,  a,  b,  c  in  2  Grössen  m^n  darge- 
stellt, und  die  obigen  Fragen  finden  sich  beide  bereits  in  primitiver 
Form  gelöst  in  der  Gleichung  (14) 

Un^  +  Vn  +  W'^0 

die  erstere,  indem  N  mittelst  biquadratischer  Gleichung  in  m  und  n 
ausgedrückt  ist ,  die  letztere  für  constantes  N  durch  quadratische 
Gleichung,  welche  n  als  Function  von  m  bestimmt 

B.  Hoppe. 


3. 

Eine  bemerkenswert«  Identität. 

Unter  der  Bedingung 


0«fl:<l 


gelten  die  Entwickelungen 


10     ,2»  ,  ,   3«  , 


y  =.  XC-"    (Schlömilch  Comp.  H.  107) 


2) 


Wird 

a 1 

genommen,   und  die  so   specialisirte  Gleichung  Nr.  2)   mit  Nr.  1) 
multipiicirt,  so  ist 

Nach  dem  Satz  der  unbestimmten  Coefficienten  ist  dann 


2> 
2!~ 

1» 

0 

3« 
31 

2» 

1!2! 

1» 
"l!  2!" 

0 

4» 

3» 

11 '21 

2»  1" 

4!~1!SI~212!      3!1!~° 
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MsceJien,  Hl 

5*  4»        3«  1»       2^  2»      1«  3» 


5!       4!  1!      3!  2!       2!  3!       1!  4! 


«0 


-0  3) 


n^-^       (n-l)H-2       (n^2)«*"»   1>  _  (n-3)«*-*    2»  (n— 4)«-5  3» 

n!    ""(«-Ijül         (n— 2)!   '2!         (»—3)!    '3!         («-4)!  •4!' 

_  2»  (n  -3)»-3       10  (n-2)^2 

2!    («—2)!         1!    (n— 1)1 

oder  weil 

(n—l)^-^       (n— 1)«*-« 

(n— 1)!    ""    («-2)!    • 
ist,  nach  Multiplication  mit  (n~l) !  auch 

«-2  -  ("Y^)  («-l)«-»+  (*2  ^)  („-2)«-« 

+  ("sO  ('»-3)"-'2*+  .  •  ■  +  Cl3)3'(«-4)- 

+  ("I2)  2«(«-3)-»+(;;iJ)  («-2)«-2  4) 

oder  n-j-l  statt  n  geschrieben 

(«+1)"-1  -'1?  Q  (n-r+l)"-r~l  (r— 1).-1  5) 

Brflnn,  September  1890. 

Franz  Rogel. 


\n^ 


Maximum  der  Ecken  eines  Tetraeders  fftr  den  Fall 
ihrer  Gleichheit. 

Im  vorigen  Aufsatze  (Mise.  2.  Seite  102)  ward  der  Fall,  wo 
alle  Ecken  einander  gleich  sind,  nur  als  der  einzige  betrachtet,  auf 
welchen  der  Beweis,  dass  die  Eckensumme  des  regelmässigen  Tetra- 
eders ein  Minimum  ist,  keine  Anwendung  hat.  Es  blieb  fraglich, 
ob  sie  ein  Minimum,  Maximum  oder  keins  von  beiden  sei.  Zur 
Ergänzung  ftlge  ich  jetzt  folgendes  hinzu. 
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Sei 

cosx=ri;    sinx  —  — q— 

und  ffi,  /?!,  ^'j  uneodlich  klein;  dann  hat  man  bis  auf  2.  Ordnnng: 

«-»  cos«  «  (l — J  cos»  — a^sinx 

und  analoge  Ausdrücke  für  b  und  c^  woraus: 

a  *4-Ä  84-v  * 

a+&  +  <?-l  "-    ^       ^  -cos<g-(«i+ft  +  yi)Binx 

Gl.  (18)  wird  erfüllt  durch 

a+b+e—l  «  0 
ferner  ist 

a+ß+y  -  3K+a,  +  ß,  +  y,  «  i« 
folglich 

oder 

Da  nun  oT],  ^i,   y^  nicht  sämtlich  null  sein  können,  so  ist  vi  »-  3x 
ein  Maximum,  und  der  vervollständigte  Satz  lautet  nun: 

^Die  Summe  der  Ecken  des  regelmässigen  Tetraeders  ist  für 
„jede  Veränderung,  bei  welcher  sie  einander  gleich  bleiben,  ein 
,,Mazimum,  für  jede  andre  ein  Minimum^'.  R.  Hoppe. 
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VII. 
Ueber  die  Reflexion  an  einer  Kugelfläche. 

Von 

Ulrich  Bigler. 


In  meinen  Vorlesungen  über  theoretische  Optik  behandelte  ich 
im  vergangenen  Winter  die  Brenn-  und  Wellenlinie  eines  rcflecti- 
renden  Kreises.  Es  gelang  mir  hiebei,  beide  Curven  mit  allen  ihren 
Singularitäten  für  jede  Lage  des  leuchtenden  Punktes  genau  anzu- 
geben und  für  besondere  Formen  derselben  merkwürdige  Eigen- 
schaften abzuleiten.  Ich  hatte  meine  Arbeit  schon  vollendet,  als  man 
mich  auf  eine  Arbeit  des  Hrn.  Hamnet  Holditsch  über  die  Brennlinie 
aufmerksam  machte.  Dieser  Aufsatz  findet  sich  im  1.  Bd.  des  Quar- 
terlj  Journals  Seite  93—111  unter  dem  Titel:  On  the  canatic  by  re- 
flection  £rom  a  spherical  surface  und  ist  im  Jahre  1857  verfasst 
worden.  Was  nun  die  Brennlinie  betrifft,  so  kann  ich  diesem  Auf- 
satze nicht  viel  Neues  beifügen.  Neu  ist  aber  die  Untersuchung 
über  die  Wellenlinie,  von  welcher  in  genannter  Abhandlung  kein 
Wort  zu  lesen  ist,  und  die  doch  ebenso  interessant  erscheint,  wie 
die  Brennlinie.  Zudem  verfolge  ich  den  Gegenstand  auf  einem  ganz 
andern  Wege  als  es  Hr.  Holditsch  tut,  so  dass  ich  es  gleich wol 
wage,  meine  ganze  Arbeit  im  Zusammenhange  der  Oeffentlichkeit  zu 
übergeben. 

Man  denke  aich  im  Räume  einen  leuchtenden  Punkt.  Durch 
denselben  und  den  Mittelpunkt  der  reflectirenden  Kugel  wird  ein 
Durchmesser  bestimmt.  Eine  durch  diese  Gerade  gelegte  Ebene 
schneidet  die  Brenn-  und  Wellenfläche  in  2  ebenen  Curven,  welche 
resp.  Brenn-  und  Wellenlinie  genannt  werden.  Wird  nun  die  Schnitt- 
ebene um  den  Durchmesser  als  Aze  gedreht,  so  beschreiben  diese 
Curven  die  zwei  genannten  Flächen.  Im  folgenden  sollen  nun  die 
Brenn-  und  Wellenlinien  einer  nähern  Betrachtung  unterzogen  werden. 

Arek.  d.  lUtli.  «.  Phji.    2.  B«Uie,  T.  X.  8 
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L    Brennlinie  eines  refleetirenden  Kreisei. 

$.  1.    Ableitung  der  Gleichnng  der  Brennlinie. 

ADCD  sei  ein  Kreis  mit  dem  Badins  a.  Der  Mittelpunkt  c 
desselben  werde  als  Ursprung  eines  rechtwinkligen  Coordinaten- 
systems  gew&hlt,  dessen  Azen  resp.  mit  den  Geraden  oA  und  oB 
zusammenfallen.  L  sei  der  leuchtende  Punkt,  und  seine  Entfernung 
Ton  o  werde  mit  /  bezeichnet  Der  einfallende  Lichtstrahl  LP^ 
bilde  mit  der  x  Axe  den  Winkel  u,  w&hrend  das  Einfallslot  oP^ 
mit  derselben  Axe  den  Winkel  9  bilden  soll.  Weil  nun  der  Ein- 
fallswinkel gleich  dem  Ausfallswinkel  ist,  und  jeder  9«-««  beträgt,  so 
bildet  der  reflectirte  Strahl  EP^  mit  der  x  Axe  den  Winkel  2fp—n. 
Werden  nun  die  laufenden  Coordinaten  eines  Punktes  P  dieses 
Strahles  mit  x^  y  bezeichnet,  diejenigen  des  Punktes  Po  &^^  ™^^ 
x^  y«,  so  ergibt  sich  aus  dem  Dreieck  P^PG  sofort  die  Proportion 

1)  «— flB^  2y— yp  —  Zcos(29)— tt)  :/sin(29— «) 

wo  l  die  Strecke  LP^  bezeichnet.    Weil  nun  also 

flB^  =  acos9,     yfi'^a%m%     Iconu  ^  f'\'aco%tp^      Zsinu  «  asin^) 
so  ist 

2cob(29  — a)  -»  cos29.Zcostt4-sin29./8]ntt 

»  /cos  29  -{-  a  (cos  2^)  cos  9  4*  ^^  ^9  sin  9)  »  /cos  2<p  -j-  ^  cos  fp 
und 

/sin(29— tt)  -»/sin2!gD-{-aBin9> 

Die  61.  1)  verwandelt  sich  somit  in 

gv  I  «— acosqp,    /cos29-{-acos9  I      /x 

^  I  y— asiny,    /sin29-j-asin9    |  "" 

Wird  dieser  Determinant  an^elöst,  so  erhält  man 

3)         «C/sin29  +  asin9)— y(/cos29+acos9)  —  a/sin^ 

als   Gleichung    des   reflectirten  Strahles   oder  der  Tangente  der 
Brennlinie. 

Wir  wollen  derselben  noch  eine  andere  Gestalt  geben  und  setzen 

«  =- e*^,    l>  =  a?-|"*y>    ?— »  —  iy 

dann  folgt  aus  Gleichung  2) 
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fl— 


«♦     t* 


+  ^ 


=  0 


and  man  erh&lt 


4) 


fqi^+aiq--nfi+0.t^^a(p  -/)«-.p/-0 


Denkt  man  sich  nun  für  einen  Augenblick  x  und  y,  also  auch 
*-p  und  q  gegeben,  so  gibt  es  4  Werte  von  <,  welche  der  Gleichung 
4)  g^nflgen. 

Man  hat  also  den  Satz  gewonnen:  „Von  einem  Punkte  der 
JSbene  ans  lassen  sich  im  allgemeinen  4  Tangenten  an  die  Brenn- 
,4inie  ziehen.  Dieselbe  ist  also  von  der  4.  Classe/^  Um  nun  von 
hier  aus  auf  dem  kürzesten  Wege  zu  der  Gleichung  der  Brenn- 
linie in  rechtwinkligen  Coordinaten  zu  gelangen,  bedenke  man,  dass 
sich  in  einem  Punkte  der  Cnrve  zwei  von  den  4  Tangenten  mit  der 
Tangente  in  dem  Punkte  selber  vereinigen ,  so  dass  also  von  einem 
solchen  Punkte  aus  nur  drei  verschiedene  Tangenten  möglich  sind, . 
von  welchen  aber  eine  doppelt  zu  zählen  ist.  Liegt  also  der  Punkt 
Xj  y  in  Gleichung  4)  auf  der  Curve ,  so  muss  dieselbe  in  Bezug  auf 
t  zwei  gleiche  Wurzeln  haben.  Hat  man  nun  im  allgemeinen  die 
Gleichung 

ai*+4ft<»+6c««  +  4Ji{+«'—  0 
und  setzt  abktlrzend 


^  — 


a  ,  h  .  e 
b  ,  e  ,  d 
e   .  d  .  € 


a  e  e-^2h  cd  —  a  d*  —  e  b*  —  ü' 


/  =  ä7— 4*  d+3c« 

SO  muss  bekanntlich  die  Bedingung 

b)  27^«— i»  — 0 

erfallt  sein,  wenn  das  Polynom  4.  Grades  in  t  zwei  gleiche  Wurzeln 
haben  soll. 

Die  Bedingung  5)  wollen  wir  nun  auf  unsere  Gleichung  4)  über- 
tragen. 

Um  Brüche  zu  vermeiden,  multipl  man  dieselbe  mit  dem  Factor 
4)  und  hat  dann 

s* 
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ZU  setzen.    Man  findet  so,  dass 

ist,  folglich 

/-.  4[(a«— iZ-^Xa?«  — y«)-2aya;+aV*] 
und 

^ 4a«/^[5(p-/)t_p(g-/)«]  «  -  4ay(p2-/«)(p-g) 

somit  nach  Gleichung  5) 

6)     [(a«-4/«)(a:«+y«)  -2aVic+aV»J»+27aY«[y(a:«+y«-/^)J«=0 

Diese  Gleichung  stellt  nun  die  Brennlinie  dar,  welche  somit  eine 
Curve  6.  Grades  ist.  Ich  lasse  hier  noch  eine  andere  Ableitung  der 
Brennlinie  folgen. 

Als  Gleichung  des  reflectirtcn  Strahles  haben  wir 

«(/sin  29  +  a  sin  9)  — y  (/cos  2^  +  «  cos  9)  —  «/sin  9 

erhalten.  Der  Schnittpunkt  desselben  mit  der  unmittelbar  nach- 
folgenden Tangente  ist  ein  Punkt  der  Curve  selber  und  für  diesen 
gelten  somit  die  zwei  Gleichungen 

o)    «(/sin  2g)  -|-  a  sin  9)  —  y(  /"cos  29  +  «  cos  9)  •■  «  /sin  q> 
ß)    »(2/cos29+acoS9)  +  y(2/sin29-|-a  sin^)  —  a/cosg) 

durch  welche  nun  die  Coordinaten  «,  y  genau  bestimmt  werden. 
Setzt  man  zur  Abkürzung 

iV—  2/«4-a«4-3a/c089 
so  findet  man 

Nx  —  a/(a  -f  3/COB  9  —  2/COS  V) 
Ny  —  2a/*  sin  V 

Aus  diesen  zwei  Gleichungen  soll  nun  der  Winkel  9  eliminirt  werden. 
Man  findet 

aV* 

«*  —  -^(a«4-6a/COSg>+9/*COsV— WC0S»9--12/«C08*g)-f4/*C08V 

y«  -  ^(-.  4/*(l-cos«g))'  -  ^r  (4/^-12/« cos«9+12/«coB*g> 

~i/*cosV 
somit  ist  auch 
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JB«+y«  —  ^^(a«+4/«+6a/costp  — 3/»C08«^  — WcosV) 
Man  kann  diese  Formel  auch  so  schreiben 

x»+^  -  ^(a*  +  4ay»+(6ay4.12a/»)C0S9.  +  9a«/«C08V+4/* 

—  4/*  — .12a/3  cos  (p  —  12aV*  cos  ^  —  4aVco8*  ip 

4/* 
—  /*  -^,(/*+3/«acos  ^+3ayco8V  +  ö'cos» 

UBd  findet  also 

wonns  folgt,  dass 

7)  m^SH^+y^-n^  -  y,      -^ .  {/+acos 9)6    ist 

Ferner  ist 

(a«-4?)(««+y»)  =  ^¥(a*-16/*+(6aV-24a/3)cosg> 

+  (12/*  —  3a«/^)  cos  V  +  (16a/^  -  4aV)  COS  V) 

2«Va?+ay«  -  ^-{-  (->a*  +  4/*— 6aVces<p-9aV*COS»y 


vnd 


H-  (4aV4-8a/»)cos»9  +  12ay»cos*y) 
Werden  diese  zwei  Gleichnngeo  addirt,  so  erhält  man 

12flV* 
{a»-4/>)(x«4.y«)-2aV«  +  ay« ^{/•  +  2a/C08y 

H-  (/•  -  a*)  cosV + 2<^cos  V + «fl  cos*<p) 

12a*(*sinV,^  ,  ^ 

« ^^, (/+acoS9>)« 

folglich  ist 

8)    [(a«~4r*){»«+y«)~2ay«+a«/^» 

27.64.oV'«siDV    ,^  ,  vg 
-^^ '  .  (/+aC0S9)« 

md  ans  den  Gleichungen  7)  und  8)  ergibt  sich  sofort  die  Gleichnog 
der  Kennlinie. 
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§.  2.    Die  unendlich  fernen  Punkte  der  Cnrve 
und  die  Asymptoten. 

Die  Brennlinie  wird  von  einer  Geraden  im  allgemeinen  in  6 
Punkten  geschnitten.  Somit  liegen  auf  der  unendlich  fernen  Ge- 
raden auch  6  Schnittpunkte,  und  die  Cnrve  wflrde  demnach  6  ver- 
schiedene Asymptoten  aufweisen.  Es  wird  sich  aher  zeigen,  dass 
zwei  von  diesen  Schnittpunkten  ROckkehrpunkte  sind,  und  dass  somit 
die  Zal  der  Asymptoten  nicht  6,  sondern  nur  i  ist.  Um  die  Schnitt- 
punkte aufzusuchen,  mache  man  die  Gleichung  6)  homogen,  ersetze 
also  die  rechtwinkligen  Coordinaten  x  und  y  durch  die  Verhältnisse 

^t  -f   wo  «  ->  0  die  unendlich  ferne  Gerade  darstellen  soll.    Wird 

z    z 

nun  die  Curve 

[(a«-4/^(x«+y«)-2aV«H-«y*«*]'+27a*/«i>(a;»+y«  -^/^)]«  -  0 

mit  der  Geraden  z  -»  0  geschnitten,   so  erhält  man  zur  Bestimmung 
der  Schnittpunkte  die  Gleichung 

Der  erste  Factor  gleich  null  gesetzt,  liefert  die  Kreispnnkte 

a  —  O,    «+»y  — 0;    a  =  0,    a?  — iy  — 0 

von  welchen  jeder  doppelt  zu  zählen  ist.    Dem  zweiten  Factor  kann 
man  die  Gestalt 

gehen,  woraus  folgt 

Diese  2  Schnittpunkte  sind  aher  nur  dann  reell,  wenn  ^  <  /  <  <>• 

Wir  wollen  nun  das  Polynom  der  Curve  in  der  Nähe  dieser  4 
Schnittpunkte  noch  etwas  genauer  untersuchen.    Ich  setze  abkürzend 

A  =  '^hHx^+y^)-2a^fxz+a*nz\      B  -  y(a!«-fy«  -/V) 
folglich  ist 

^  «  -2Ä»«-2aV^,       ^  -  -2äV    ^  -  2a»/^.-2aV* 
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^-».   ^--«.  ^.^n  1^=0 

&si--2«*^'  &y,-o;   ä?-2*'  v"^" 

a*£  .       d*£  d*£  d>A 

Weil  nun  jetzt* 
so  hat  man 

Fflr  die  Coordinaten  der  Kreispankte  verschwinden  aber  A^  B^ 

dB 

^,  somit  auch  die  ersten  Abgeleiteten  der  Function  und  das  Polynom 

nimmt  in  der  Nähe  dieser  Punkte  folgende  Gestalt  an 

oder  also 

Diese  Formel  lässt  nun  sofort  erkennen,  dass  die  Kreispankte  Rttck- 
kehrpnnkte  sind  mit  den  RQckkehrtangenten 
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x-]-iy  «0,       «  — ty  «  0 

Wir  Buchen  die  Asymptoten  in  den  zwei  andern  Schnittpunkten. 
Für  die  Coordinaten  dieser  Punkte  hat  man 

|£  -  2xo(V+yo*)[3(a*-4/-«)»(xo*+yo*)  +  54a*/^yo*] 

nnd  weil  nun 
ist,  80  folgt 

|£«-54aY«^oyo^(V+yo^) 

ebenso  findet  man 

Werden  nau  diese  Werte  in  die  bekannte  Gleichung  der  Tangeute 

eingesetzt,  so  erhält  man  nach  einigen  Reductionen  die  Gleichung 

—yQ^x+xoyoy+    ^^  =  0 
£s  ist  nun 

uod  wenn  die  Werte  für    -*,  die  sich  aus  dieser  Gleichung  ergeben, 

yo 

oben  eingesetzt  werden,  so  erhält  mau  für  die  Asymptoten  die  Glei- 
chungen 

2)  —  h^x +g  (Sn+  a«)y  -  Sa^fh  -  0 

3)  — Ä»«— ^(8/'«4-a«)y  — 3«Vä=  0 

Diese  beiden   letzten  Asymptoten   können   auch  wie  folgt  abgeleitet 
werden : 

Als  Gleichung  dos  reflectirten  Strahles  hatten  wir  erhalten 

ar(/sin2g)  +  «sin9)  —  y(/'cos29+acoS9))  «  af%iu<p 

Für  den  Durchschnitt  dieser  Tangente  mit  der  unmittelbar  nach- 
folgenden gelten  die  beiden  Gleichungen 
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ß)    j<2/'co8  2g)+acosy)+y(Vtin29+aBin^)  =  a/comp 

Soll  noD  dieser  Darchschnitt  im  UnendlicheD  liegen ,  so   mass  die 

BediDgnog 

'  fs\u  29  ^^  a  nn  y ,  —  (2/*C08  29  -}~  ^  ^<^^  V) 

fcos  29  -f  ^  cos  9,    2fBin  29  -f  <>  >id  9 

—  2/*4-a>4-3a/C08  9  —  0 

erfUIt  sein.    Diese  BedioguDg  ergibt  niin 

lad  die  Realität  des  Winkels  9  erfordert,  dass  a*+2/''  <^  3a/,  oder 

(a~/)(a-2/)  <0 

n 
*as  der  Fall  ist,  sobald  5  <  /*  <  o  ist     Aas  Gl.  4)  folgt  nun  auch 

3a/(l  +  C0S9)  =  (a  ^/)(2/-.ii) 
od  3aAl-C0S9)  =  (a+/*)(2/'4-a) 


die  Multipl.  dieser  61.  ergibt  sofort 

9a*/^8in*9=^*A* 

also 

3)  3a/'8in9  —  ^Ä    oder  anch    =  —  ^/A 

MiD  schreibe  nan  die  Gleichung  der  Tangente  auf  folgende  Art: 

«8iu9(a+2/'cos9)  — y(/'+aC089  — 2/'8in*9)  "•  «/sin  9 
Aqs  4)  und  5)  folgt  nan 


a-|- 2/0089  =  ~ 


3a 


9' 


/+aco8  9-2/8inV oi^^C^'+Ö/"') 

^eD  diese  Ansdrtkcke  and  die  Werte  für  sin  9  aus  Gl.  5)  oben 
<i>8eiet2t,  so  erbftlt  man 

^  GleichoBgen  ftlr  die  Asjmptoten, 
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f.    Siognlaritäten  der  Breanlinie. 
a)     DoppelpurJae. 

Wir  haben  oben  gesehen,  dass  man  von  einem  Punkte  der  £ben< 
ans  im  allgemeinen  4  Tangenten  an  die  Cnrve  ziehen  kann.  Isi 
nnn  aber  der  Punkt,  von  dem  ans  die  Tangenten  zu  ziehen  sind 
ein  Doppelpunkt  der  Cnrve,  so  vereinigen  sich  je  2  Tangeuten  mii 
je  einer  Tangente  im  Punkte  selber,  so  dass  also  nur  2  verschieden« 
Tangenten  möglich  sind,  die  aber  doppelt  gezählt  werden  mttssen. 

Für  einen  solchen  Punkt  muss  also  das  Polynom  4  ein  voll 
stäudiges  Quadrat  sein.    Ich  setze  nun 

wo  a  und  ß  noch  unbestimmte  Goefficienten  sind.    Die  Identität  diesei 
Gleichung  verlangt  nun 

ifga  =  a(«-/),       ?/?  «  -o«,      2/qaß a(p-/)       qß^ p 

woraus  folgt 

1)     2fqa^a(q--f)',         2)    fqa^ '^  a(p  ^f),  3)     qa^=^4p 

Wird  nun  1)  mit  2)  muliiplicirt,  so  folgt  nach  Gl.  3) 

4)    a«(p-/)(fl-/)+8/^pg-0 
Ferner  ist 

2fqa        a(q-f) 


fqa^      a{p  —  /) 


=  0 


also  auch 

„>(5-/)-.2(/j-/)    oder    «*(«-/)»- 4(p-/)« 

somit  nach  Gl.  3) 

5)   q(p-fy+p(q-n''0 

Wir  wollen  die  Gleichung  5),  die  in  Bezug  auf  die  Coordinaten 
X  nun  y  vom  dritten  Grade  ist,  durch  eine  einfachere  zu  ersetzen 
suchen.    Wir  haben 

4')     (a«  +  8/>)M-aV(i»  +  fl)+«V>-0       X  (p+a) 

5*)   (p+q)pq  -  ^fm+f'(p+q)  -  0         X  («>+8/^«) 

wird  4')  mit  (p+q)  und  5')  mit  (a«+8/'«)  multiplicirt  und  5')  von 
4')  Bubtrahirt,  so  folgt 
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wenn  ferner  61.  4')  mit  4)  mnltipUcirt  wird  nnd  dann  Gl.  6)  davon 
sobtrahirt,  so  erhftlt  man  schliesslich 

7)    a*(p-\-q)'+i(2f*-a*)f(p+q)-\.4a'r~0 

so  dass  nnn  die  Doppelpunkte  der  Brennlioie  durch  folgendes  System 
bestimmt  werden: 

8)     { 

Die  Cnrre  hat  also  4  Doppdponkte.    Dieselben  liegen  auf  dem  ima* 
ginären  Kreise 

tiiid  zwar  in  den  Punkten,  wo  derselbe  von  den  Geraden 

x^-- Tt 


»  —  — 


geschnitten  wird.    Diese  Geraden  werden  reell,  sobald  /  >>  a  ist. 


b)     Riickkehrpunkte. 

Ist  der  Pnnkt,  von  dem  aus  die  Tangenten  an  die  Curve  ge- 
zogen werden  sollen,  ein  Rackkehrpunkt  der  Gnrve,  so  vereinigen 
sich  3  '.Tangenten  zu  der  Rückkebrtangente.  Von  einem  solchen 
Punkte  aus  sind  also  nur  zwei  verschiedene  Tangenton  zu  ziehen 
möglich,  von  welchen  aber  eine  dreifach  zu  zählen  ist  Denkt  man 
sich  demnach  die  Coordinaten  eines  sulcben  Punktes  in  das  Polynom 
4  eingesetzt,  so  muss  dasselbe  in  Bezug  auf  t  drei  gleiche  Wurzeln 
enthalten.    Damit  nun  das  der  Fall  sei,  müssen  die  3  Gleichungen 

gleichzeitig  erfüllt  sein.    Wird  nun  das  Polynom  4   oder  f(t)  —  0 
homogen  gemacht,    indem  man  die  Variable  t  durch  das  Verhältniss 

'  ersetzt,  so  lassen  sich  die  obigen  drei  Bedingungsgleichungen  durch 

die  drei  folgenden  ersetzen: 
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a«»  ~"'    &.8u  ""'    ~8ii»      " 

Man  findet  nun 

?^-6l[2/'ar«+a(fl-/)«] 

^^^-3«[(a-/)«»-(p-o«''] 

?j!gL!0=  _  6[a(p -/)««+2/>,«»] 

denkt  man  sich  u  —  1  gesetzt,  so  erhält  man  folgendes  System : 

(1)  2/-,t»+a(g-f)«-0 

(2)  («-/)»» -(!»-/•) -0 

(3)  a{p-f)t-\-^ff  -  0 


Ans  (1)  and  (2)  soll  t*  eliminirt  werden.    Es  ist 

=  0 


also  auch 


tfomit 


2/a««4-o(«-^)t        a/g 
(q-nfl-(p—f)      q-f 


a{q-nt      2fq 
-(p-n      {.q-f) 


-  0 


(4)  <»{q-f)U-\-2fq(p-f)  =  0 

Mach  (3)  and  (4)  ist  nun 


«(«-/)•<+ 2/g(p-/)      (q-n*  I       f. 


folglich  auch 
oder 


=  0 


q(p-n     (fl  -/)* 

P      (p-n 

(5)  q(p-f)*-p(q-n*  =  0 

Ferner  folgt  aas  (1)  und  (3) 

'    2fqt-\-a(q-/)       Vq 
»(p-nt  +  2fp       a{p-f) 


demnach  aacb 
oder 


-0 


«(q-f)        Vq 
-Ifp  a(p-/) 


-0 


(6)        a»(p-/)(«-n-4/'»p«  =  0 
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nnd  wir  erhalten  demnach  znr  Bestimmung  der  Rttckkehrpankte  der 
Corve  das  System 

(pq-f*)(p-q)  -  2^(*»+»»-/») 

(7)    : 

—  (o«— 4/»)(«»+y»)  — 2o«/e+aV»  -  0 
die  Cnrve  bat  also  6  Bflckkehrpnnkte,  die  alle  anf  dem  Kreise 

liegen  und  zwar  in  den  Pnnkten,  wo  derselbe  Ton  der  Geraden  y—0 
nnd  dem  Kreise  d^-f-y*=r/s  geschnitten  wird.  Die  zwei  Kreis- 
pnnkte  im  Unendlichen  haben  wir  schon  als  Rflckkehrpnnkte  erkannt 
und  ihre  Tangenten  dargestellt,  nnd  es  bleibt  nns  jetzt  noch  flbrig, 
die  Coordinaten  der  4  Rackkehrpnnkte  im  Endlichen  zn  finden  nnd 
die  Tangenten  abzuleiten.  Die  Gerade  y  =  0  schneidet  obigen  Kreis 
in  den  zwei  Punkten 

und  man  erkennt,  dass  diese  zwei  Schnittpunkte  fflr  alle  Lagen  des 
leuchtenden   Punktes  reell  sind  und  anf  der  östlichen  Seite   der 

Absdssenaze  liegen,  so  lange  0<<^<C2  ^^^*    "^^   ^^  Coordinaten 

der  zwei  andern  Rflckkehrpnnkte  zu  erhalten,  setze  ich  den  Wert 
von  9^  aus  der  Gleichung 

in  obige  Kreisgleichung  ein  und  erhalte 

a« 
Wird  dieser  Wert  in  die  Gleichung 

eingesetzt,  so  folgt 

somit  die  zwei  andern  Rflckkehrpnnkte 

f(a*--2n  2f^g 
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Diese  sind  nur  so  lauge  reell,  als  0  <  /*  <  a  ist  Um  die  Bttck- 
kehrtangenten  zu  finden,  entwickle  man  die  Gleicbnog  der  Cnrve  in 
der  Nahe  dieser  Punkte  und  entnehme  auf  Seite  118  und  119  die 
Werte  fttr  die  ersten  und  zweiten  Abgeleiteten  für  diese  Punkte, 
Für  die  Bttckkehrpnnkte  (o^,  y^)  nnd  («i,  y^  findet  man 

und  somit  ist  die  Gleichung  der  Curve  in  n&chster  Nähe  dieser 
Punkte  _ 

folglich  die  Gerade  y  —  0  gemeinsame  Bückkehrtangente.  Fttr  die 
Rackkehrtangente  (ap,,  y^\  (x^,  y^)  hingegen  folgt 

^  =  4.54«V«V,     ^^-4.54«*/^,* 
somit  die  Gleichung  der  Gurve  in  n&chster  Nähe  dieser  zwei  Punkte 

Werden  die  Differentiale  durch  die  Unterschie  9^x  und  y-^y  er- 
setzt, so  folgt 

(8)       ix+iy  =  f^ 

und  man  erkennt  sogleich ,  dass  die  Bflckkehrtangen  der  Curve  in 
diesen  Punkten  zugleich  Tangenten  an  dem  Kreise 

sind.  Aus  Gl.  (7)  ergeben  sich  nun  diese  Tangenten  in  folgender 
Gestalt: 

(9)  (a»-.2/*)«+2/^y-^aV=  0 

aO)        (a«  — 2/*)«-2^yy-aV-0 


C)     Wtndepurikie  der  Curve. 

Die  Tangente  der  Brennlinie  bildet  mit  der  «  Axe  den  Winkel 
29— t«,  wo  «  eine  Function  von  fp  ist  Ist  nun  diese  Tangente  eine 
Wendungstangente,  so  muss 
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8(2»-««)  ^Q 

B9,i]ao  der  Winkel  2tf—u  ein  Max.  od.  Min.    Ans  Fig.  1  folgt, 

asincp 
^  Z+aCOBy 

du  6fp  q(a+/cosy) 

89»  ■"  l+tg«tt  ""  ?~ 

10 

i*=5  a*+/*+2a/'C08  V 
teiit  fisdet  man  auch 

I  /t^         Sl2ip-u)  _  (a«+2r«+3a/C08y) 

^^^  dip       -  ? 

Bd  tdl  iiiin  /  nicht  co  werden  kann,  so  nrnss 

(2)        a^+2f*+3afcx)Bip  -  0 

BB,  woin  der  dem  Winkel  9  entsprechende  refleetirte  Strahl  eine 
feadmigttangente  sein  soll.  Wir  haben  aber  in  $.  2.  gesehen,  da^s 
k  Bedhkgang  (2)  die  beiden  Asymptoten 

(3)        -Ä»»+y(a>+8/')jf-3ayÄ  -  0 
I  (4)         -AV:— y(a«+8/«)y— 3aVÄ-0 

^ert^Qiid  es  ist  nur  noch  zn  entscheiden,  ob  diese  Asymptoten 
fendongsasymptoten  sind  oder  nicht.  Wäre  nun  z.  B.  die  Tangente 
13)  eine  Wendongsasymptote ,  so  mUssten  die  beiden  Cnrvenzweige 
a ÜDendlichen  aaf  derselben  Seit«  der  Geraden  liegen;  dann  aber 
t^itsder  Winkel  ^9— «  weder  Max.  noch  Min.  sein,  d.  h.  es 
üBte  nicht  nur 

g(2y-tt) 

^  londem  aacb  noch 

8«(2y>i>)   _, 

^v  fiadeo  aber,  dass 

8»(2y-u)„      <^f9'.^ 

<t  «sd  ftr  obigen  Wert  Ton  9  nicht  Terschwindet     Die  beiden 
j  ^sjuptoten  sind  demnach  keine  Wendnngsasymptoten  nnd  die  Cnnre 
^  somit  keine  Wendepunkte. 
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d)     Doppcltangentn  der  Curve. 

Ich  nehme  an,  den  beiden  Winkeln  ip  nad  tp'   entsprechen  die 
beiden  Tangenten 

(1)  fl;(/'8in2<)i>-{-a8in9) — ^(/'cos29-|-ac08  9)— a/sin^  —0 

(2)  xif  hin  2<p' + a  sin  g>')—y(  /"cos  2^'  -f  o  cos  (p')  —  af  sin  ^'  —  0 

Dietelaen  fallen  nnr  zusammen,   wenn  folgende  Bedingungen  erfQllt 
sind: 

f3m2ip'\-asiug>  sin^    1  ^ 

/"sin  2g>''{-asinip'  sin^'  | 

/*co8  29-|-^^8  9>     sin^ 
fcos29^'{-acoEif'    sin  7' 

/8in29*'-f~ABin<)p.    /cos  29>-f- 00089 
/•8in2y+a8in9'.   /C0829'4-«c08g)' 

Die  Lösong 

9  —  / 

ist  zn  verwerfen;  hingegen  ist 

^  q)  ^  0    und    9'  —  « 

eine  richtige  Lösung  und  gibt 


=  0 


als  Doppeltangente.     Weil  die   erste  Bedingungsgleichung  auch  in 
der  Form 

sin  ff  sin  (p'  (cos  tp — cos  9')  =  0 


geschrieben  werden  kann,  80  darf  man 

cos  7  »  cosgp' 
setzen  und  mnss 

9' =-9 

annehmen.  Setzt  man  nun  diesen  Wert  Ton  tp'  in  die  zweite  Be- 
dingungsgleichung  ein,  so  erhält  mau  zur  Bestimmung  des  Winkels 
folgende  Gleichung: 


woraus  folgt 


(3)        2fcos^g>+a  cos  (p  — /  —  0 


cos^o  —  — 


4/- 


cos  <pi  — -j^ 
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and  die  Gleichnngen  der  beiden  andern  Ooppeltangenten  sind  somit: 

(4)  (a+ya«+8/^)a— 20/-=  0 

(5)  (a  —  y^+8P)  »—  2af  ~  0 

die  Doppeltangente  (4)  berührt  die  Corre  in  den  zwei  Punkten 


2af 


^0"       l  W  J 


r2(/.«+aya«+8/-*)|3 
*''  "■       L  16/-*  J 

ond  die  Doppeltangente  (5)  in  den  Punkten 


2af 


{2(h»-aVa*+SPm 


r2(A*-aVaH-8/^)]| 

y^  =  -[ — 16^5 J 

Bern.    Bei  den  Ordinaten  ist  der  Factor 

Sap 

Va»  +Sp  (Va^  +8/^  —  3a) 
weggelassen  worden. 

§.  4.    Darstellung  der  Brennlinie  in 
Linienco  ordinaten. 

Wir  haben  als  Gleichung  der  Tangente  den  Ausdruck 

x(fsin  2(p-\-a  sin  y)  —  y(f cos  2qp  -|-  a  cos  (p)  —  afsin  gp  -=  0 

gefunden.    Soll  demnach  auch  die  Gerade 

/as  +  my  +  n»  ««  0 

Tangente  an  der  Curve  sein,  so  müssen  folgende  Bedingungen  statt- 
finden : 

l  /'sin2<p4-«sin<p 


(1) 

(2) 


71  afsinq> 

m       /cos29>-^  acoSijp 
n  af  sin  q> 

Arch.  d.  lUtli.  n.  Phyi.    2.  Eeilie,  T.  X. 
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Aus  (1)  folgt  nun 

2 fn  cos  q>  —  —aifl+n) 

nnd  wenn  man  mit  am  maltiplicirt   and  beide  Seiten   in's  Quadrat 
erbebt,  so  ist 

(3)  4a«  f^n^ m«  cos-(p  «  a*  »»«(/"r + «)« 

ferner  folgt  ans  (2) 

a/msin9>  =  n(2/cos*9)+«c08  9--/) 
somit  ist  anch 

2apmn  sin  tp  =»  4/**n*  cos*  cp  +  2fn^ cos  qo  X  «  —  2/* n*     oder 

«  a*(fl-]-n)^  —  a«(/-Z+ n)  n  —  2/*«n«,    also 
2a/*mn8in9  «-  a^l(fl+n)  -  2/n» 

folglich 

(4)  4ay«m««2sinV  -  [a* V^  +  n)  —  2/n«]« 
Die  Addition  von  (3)  und  (4)  ergibt  sofort  die  Gleichung 

4aV^w«n8  «  a*(i2+w8)  (/•/+»»)«  — 4a«//n»(//+n)+4/^n* 
welche  auch  auf  folgende  Weise  geschrieben  werden  kann: 

(5)  a\l^+m^)[aVH^  +  2a^fln  +  (a^-U)n^]--Aa^fln^+4.f^n*'  -0 


§.  5.    Brennlinien  für  besondere  Lagen  des 
leuchtenden  Punktes. 


(I)       ^</*<| 
Gleichung  der  Curve: 

[(a»-4/'«)(a:«+y2)  -  2o«/i  +  aV*?  +  27aV*[y(x«+j/« -/«)]«  «  0 

In  diesem  Falle  ist  der  Factor   (a*  — 4/^)   positiv;    alle  reellen 
Punkte  der  Curve  liegen  somit  innerhalb  des  Kreises 


(«^-^2^.)  +y'  -  (ä^) 


2a/* 
welcher  um  den  Punkt  m  mit  dem  Radius  -s — 73  beschrieben  wird. 

a' — 4/" 

(Fig.  2).    Weil 

negativ  ist,  so  werden  auch  die  beiden  Asymptoten 


Digitized  by 


Google 


Big l er:   üeber  die  Reflexion  an  einer  Kugelfläche,  131 

imaginär,  and  die  Gnrve  hat  keine  reellen  Pankte  im  Unendlichen. 

Die  4  Rückkehrpunkte  im  Endlichen  (in  der  Fignr  mit  A^   J?, 
C\  Z>  bezeichnet)  sind  alle  reell  und  haben  die  Coordinaten 


of                  /(a*-2/») 

A:                            B: 

C: 

.     0         >  —  'C' 

y-0 

/•(«*- 2/«) 

D: 

-^? 

Ferner  siod 

(a«  -'2f*)x-2jgy-aV  -=0 
(a*  -  2/«)»+ 2/py -««/-=  0 

die   Gleichangen     der     beiden     Backkehrtangenten     BF  und  Z>F, 
welche  die  x  Axe  im  Punkte  J^  schneiden,  dem  die  Coordinaten 


(^-aÄ/5'       J'  =  0) 


zukommen.    Die   beiden    Doppeltangeuten    GH   und  JA"  haben  die 
Gleichangen 

2af  _ 

"^'^  a  +  l/a^+Sf^ 
und 

2a/ 

"^  ""  a  —  ya«+8/^ 

Die  Tangente  ö-fiT  berührt  die  Carve  in  den  zwei  Punkten  p  und  p'' 
denen  die  Coordinaten 

'  ^ 2a/ 

a  +  Va^"+8/^ 
P:  

^  _  r2(A^  +  aya^+8/^1i 
^        L  16/*       "     J 

2a/ 


a+-|/a«+8/» 

P':  

y  =  _  r2(/^^+ayas+8/'li 
^  I  16/-*  "J 
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(Bern.    Anch  hier  ist  bei  den  Ordinaten  der  Factor 

8«/^ 

l/a^+S/^CVa^+S/^— 3a) 
weggelassen.) 

estsprechen,  während  die  Berührnngspunkte  der  andern  Doppeltan- 
gente imaginär  sind.  In  Figur  2  ist  L  der  leuchtende  Punkt,  welcher 
auf  dem  Kreise  «^-j-y*«/*  liegt.  Der  Anfangspunkt  der  Coor- 
dinaten  ist  0,  und  dieser  Punkt  ist  zugleich  Mittelpunkt  des  reflecti- 
renden  Kreises  mit  dem  Radius  a.  Die  Curve  muss  die  in  Fig.  2. 
gezeichnete  Form  haben. 

(II)  /•-!• 

Gleichung  der  Curve: 

a}(^ - a)»- 432  \yL^  +  y«   -  ~  )]'  «  0 

Der  Kreis  der  Rückkehrpunkte 

(a«  —  4/«)  (x*  +  y«)  -  2aVx  +  a«/  *  «  0 
verwandelt  sich  in  die  Gerade 

a  < 

oder  BD  (Fig.  3.),  und  alle  reellen  Punkte  der  Curve  liegen  auf  der 
östlichen  Seite  derselben.  Weil  A  =  0,  so  fliessen  beide  bis  dahin 
imaginären  Asymptoten  mit  der  reellen  Geraden  y  —  0  zusammen. 
Die  Rückkehrpunkte  -4,  B^  C\  D  haben  rj3sp.  die  Coordinaten 

a  a 

4  4 

A:  B:  C: 

y«0  y=  — |V3  y^O 

a 


y-lV^ 


D: 

und  die  Gleichungen  der  Rückkehrtangenten  BI'  und  DF  sind 
x  — v3y— a  =  0 
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und  ihr  Schnittpunkt  F  bat  die  Goordinaton  (a;  »  a,  ^  »  0).    Ferner 
sind 

x  =  ^(V3  -1)«0,3  .  .  .  a 
aj-- ^(1/3+1)  «-1,3  .  ..  a 

die  Gleicbangen  der  beiden  Doppeltangenten  GH  und  JA.    Die  Be- 
rührungspunkte p  und  p'  haben  die  Goordinaten 

aj  —  0,3  .  .  .  a  X  =      0,3  ...  a 

p:  P': 

(1/3  +  3)0  (V3  +  3)a 

y  ^'       4 5  y  ^        4 

yi2»  yi23 

während  die  Tangente  JiT  die  Curve  imaginär  berfthrt.    Die  Brenn- 
linie mu8s  die  in  Fig.  3.  dargestellte  Form  haben. 


(III)    ^-</<« 

Der  Factor  (a*  —  4/*)  in  der  Gleichung  der  Gurve  wird  nun 
negativ,  und  in  Folge  dessen  liegen  alle  reellen  Punkte  ausserhalb 
des  Kreises 

dessen  Mittelpunkt  nun  auf  der  negativen  Seite  der  x  Axe  liegt. 
Weil  sowoL  Ä*  =  4/**  — a^,  als  auch  g^^c^—f^  positiv  ist,  so 
werden  nun  die  beiden  Asymptoten 

—  Ä»a;+^(a«  +  8/*)y  — 3ay/i  =  0 
— /i»«  -^(a*-|-8/«)y  — 3a«A  =  0 

reell,  und  die  Gurve  hat  somit  auch  im  Unendlichen  reelle  Punkte. 
Hingegen  bleiben  immer  noch  die  Berührungspunkte  der  Doppel- 
tangente   

[a — y  a«+  %P)x  --^af^O 

imaginär.  Die  Gurve  hat  die  in  Figur  4.  dargestellte  Gestalt.  GM 
und  GN  sind  die  beiden  Asymptoten. 


(IV)    /=« 
Gleichung  der  Gurve: 

f  (3«:  -  a)  (aj  +  a) -f  3y«]»  -  27y*  [  (x«  —  a«) + s/*]«  =  0 
oder 
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(1)        (a.+a)*[27y*+18(3x«-aV+(3aJ-a)8(«+a)]  -  0 
die  Garye  enthält  also  in  diesem  Falle  die  Gerade 


doppelt;  der  übrige  Teil  ist  eine  Cnrve  4.  Grades  and  hat  dio 
Gleichung 

(2)  27(a;*+y«)«—  18(a:«+y«)  +  8a»x— a*  -  0 

Weil  in  diesem  Falle  g^  ^  0,  so  vereinigen  sich  die  beiden  Asymp- 
toten mit  der  Geraden 

X  c«  — a 

Der  Rückkehrpnnkt  A  (Fig.  5.)  hat  die  Coordinaten 

(«=|,      y-o) 

während  die  drei  andern  Rückkehrpunkte  B,  C  und  D  im  Licht- 
punkte f=a  zusammenfliessen.  Die  Doppeltangente  GH  hat  die 
Gleichung 

a 

und  die  andere  fällt  mit  der  Geraden 

X  =  — a 

zusammen.    Die  Curve  ist  in  Figur  5.  dargestellt. 

Wir  wollen  die  Curve  vom  4.  Grade,  also  Gleichung  (2)  noch 
etwas  genauer  untersuchen.  Zu  diesem  Zwecke  transformire  ich  sie 
zu  dem  Punkte  A  als  Goordinatenanfangspunkte,  setze  also 

«  =-  3  +«'»   y  -=-  y' 
und  finde 

(3)  [3(a:*+y«)+  2aa;]8~-4a»(x«+3^«)  =  0 

Man  ziehe  nun  vom  Punkte  Ä  aus   (Fig.  6.)  einen  Strahl,  der 

mit  der  negativen  x  Axe  den  Winkel  g>  bildet  und  den  Ereis  mit 

a 
dem  Radius  ö  ^^  ^^^  Punkt  B  beschrieben  in  P  schneidet.    Wird 

nun  von  hier  aus  auf  dieser  Geraden  die  Strecke  r  abgetragen,  so 
sind  die  Coordinaten  von  Pq  resp. 


a;  =  —  ö  (1  +  C0s2qp)  —  rcosgp 
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a  .    ^      , 
y  «»  ö  Sin  29)  4"**  Sin  <P 

Liegt  nun  dieser  Punkt  aaf  der  Curve,  so  müssen  seine  Coordinateo 
der  Gleichung  (2)  genttgen.    Man  findet 

.^+.«  =  ('"»+.•)* 

folglich 

(4)  .-  =  ^^* 

„Die  Curve  kann  somit  auch  erhalten  werden,  indem  man  von 
„dem  festen  Punkte  A  aus  (Fig.  6.)  nach  einem  variabeln  Punkte 
„P  des  Grundkreises  B  einen  Strahl  zieht  und  von  hier  aus  nach 

„beiden  Seiten  die  constante  Länge  -^  ,    also    gleich    dem    Durch- 

,,me8ser  des  Gnmdkreises,  abträgt.*'  Die  Curve  ist  somit  eine  Kreis- 
conchoide. 

Für  die  Coordinaten  des  Punktes  1\  erhalten  wir  nun  die  Aus- 
drücke : 

a       /2a  ,   a        ^    \ 

a;  =  —  ö  —  I  V  cos^  +  ö  <i08  2<p| 

2a  ci 

y  =       .3  siuy-}-.,sin2<p 

Um  zu  diesem  Punkte  zu  gelangen,  ziehe  man  von  B  aus  eine 

—  2a 

Parallele  mit  ^P],  mache  BC  ^  ^  und  beschreibe  um   C  mit  dem 

Radius  »  einen  Kreis.    Von  C  aus  ziehe  man  unter  dem  Azimute 

n  —  2(p  einen  Strahl,  so  ist  der  Schnittpunkt  desselben  mit  dem 
Kreise  C  der  verlangte  Punkt  der  Curve.  „Lässt  man  nun  den  Kreis 
„C  auf  dem  Grundkreise  B  rollen,  so  beschreibt  dee  mit  dem  rollen- 
„den  Kreise  fest  verbundene  Punkt  Po  die  Curve  4.  Grades." 

Der  Rttckkehrpunktbnkreis ,  dessen  Mittelpunkt  in  D  liegt,  hat 
in  Bezug  auf  A  als  Coordinatenanfangspnnkt  die  Gleichung: 

und 
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ist  die  Gleichung  der  Tangente  im  Punkte  (x^^  yo).  Vom  Punkte  A 
aus  fälle  man  auf  diese  Tangente  eine  Senkrechte  und  für  den 
Schnittpunkt  («,  y)  gelten  nun  die  zwei  Gleichungen 

(6)  ^o(^+j)+yoy+^^^-o 

er/\  I        2a  _ 

aus  welchen  folgt 


•(^-1)+,»'     **"^(H-f)+r 


Setzt  man  nun  diese  Werte  für  x^  und  y^  in  Gleichung  (5)  ein, 
so  folgt 

[3(x«+y«)  +  2ax]«  «  4a»(aj«+y«) 

Der  Fusspunkt  der  Normalen  liegt  somit  auf  der  Curve  4.  Grades. 

„Die  Curve  ist  somit  auch  der  Ort  der  Fusspunkte  der  Nor- 
„malen,  die  vom  Punkle  A  aus  auf  die  variabeln  Tangenten  des 
„Rückkehrpunktenkreises  gefällt  werden. 


(V)    a<y 
Gleichung  der  Curve: 

[(a»~4/*)(a:«  +  3^2)-2ayx  +  a«/«J3  +  27aV«[y(a:»+/-/»]«  =  0 

Nach  Voraussetzung  ist 

negativ;   die  beiden  Asymptoten  werden  somit  wieder  imaginär  und 

die  Curve   hat   keine  reellen  Punkte   mehr   im  Unendlichen.    Weil 

ferner 

/       gy       ,        2a/g     \        a(f-a) 

"*       \4/"  — o*"'"ä7*— '«*/         2/— a 

positiv  ist,  so  liegt  der  Kreis  der  RUckkehrpunkte  innerhalb  des  re- 
flectirenden  Kreises,  somit  auch  innerhalb  des  Kreises  mit  dem 
Radius  /  und  die  Curve  hat  nur  2  reelle  RUckkehrpunkte  mehr, 
nämlich  die  Punkte  A  und  B  (Fig.  7.).  Hingegen  hat  nicht  nur  die 
Doppeltangente  GH  oder 
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_  2a/- 

"""a  +  Va^  +  S/« 
reelle  Berührungspankte,  sondern  auch  die  Tangente 

2af 

oder  JK.  Weil  ferner  die  von  L  aus  an  den  reflectirenden  Kreis 
gezogenen  Tangenten  zugleich  Tangenten  der  Brennlinie  sind,  so  muss 
dieselbe  genannten  Kreis  in  den  Bertlhrungspunkten  der  Tangenten 
bertthren,  und  da  sie  keine  Wendepunkte  bat,  so  liegt  sie  ganz  inner- 
halb dieses  Kreises. 

(VI)     /«OD 

Gleichung  der  Gurve: 

Die  beiden  Asymptoten 

—  Ä«a:+^(a«  +  8/»)y-3aVA  «  0 
und 

—  Poj  -i7(««+8/«)y  — 3aVA  «  0 

werden  resp.  zu 

X—  iy  '^  0    und    x-}-ty  =  0 

fallen  also  mit  den  Asymptoten  nach  den  Kreispunkten  zusammen. 
Ferner  ist 

der  Kreis  der  Rückkehrpunkte  und 

a-  «.  ^ V2    oder    GH  (Fig.  8.)    und    x  =  ^~\/2    oder    JK 

sind  die  Gleichungen  der  Doppeltangenten,  welche  die  Gurve  in  den 
Punkten  (p,  p*)  und  (p^y  Ps)  berühren.  Diesen  Punkten  entsprechen 
nach  der  allgemeinen  Formel  die  Goordinaten: 


P2' 


«  =  ?V2 

«-      ^V2 

\l 

P': 

y  =  |V2, 

y=-\v2 

;r--JV2 

93  •■ 

a 
x=-2^2 

y-     fv2, 

y  =  -iV2 
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Wir  woIleD  noch  zeigen,   dass  auch  diese  Form  der  Brennlinio 
als  RoUcarve  aufgefasst  werden  kann.    Es  war 

»(/sin  2(p  +  «  sio  v)  —  y{/co8  2g>  -f-  a  cos  cp)  —  a/sin  qo  «  0 

die  Gleichnng  des  refl.  Strahles.    Denkt  man  sich  hier  /  sehr  gross, 

so  geht  diese  in 

xs\n2<p  —  ^cos2c)p  -»  asin^ 

über.    Fttr  den    Schnittpunkt  dieser  Tangente  mit  der  anmittelbar 
nachfolgenden  gelten  semit  die  zwei  Gleichungen 

(1)  a;sin2<p  —  ycos2qp  =  asin<p 

(2)  a;2co829)-{-^2sin29)  ^  acoS(p 

aus  diesen  folgt 

a  _  3a  a        ^ 

X  =o  acosip  -5C08<3PCOs2<jp  «  -j-  cos  <p  —  tC0s3^ 


«  .        .    .  3a    .  ö  .    , 

1/  =  a  sin  <p  —  ^  sin  4JP  siu  2(p  =«  -j  sin  g>  —  j  sm  3y 


somit  auch 


I    .  3a         1    a   .,    , «  ^ 


Um  diesen  Punkt  zu  erhalten,  ziehe  man  von  S  aus  unter  dem 
Azimute  q>  einen  Strahl  und  mache  PC  gleich  -j-i    um  den  Punkt 

C  beschreibe  man  ferner  mit  dem  Radius  ^  einen  Kreis,   ziehe  von 

C  ans  unter  dem  Azimute  n-\-S<p  einen  Strahl,  und  der  Punkt,  wo 
derselbe  den  Kreis  C  schneidet,  ist  der  verlangte  Punkt.  „Lässt 
„man  nun  den  Kreis  C  auf  dem  Kreise  der  Rtlckkehrpunkte  rollen, 
„so  beschreibt  der  mit  dem  rollenden  Kreise  fest  verbundene  Punkt 
P  die  Brennlinie. 


n.    Wellenlinie  eines  refiectirenden  Kreises, 

Die  Flächen,  auf  denen  die  Aetherteilchen  sich  in  gleichen 
Schwingungszuständen  befinden,  sollen  Wellenflächen  genannt  werden. 
Diese  sind  fQr  einen  Lichtpunkt,  von  dem  aus  die  Aetherschwingungen 
sich  ungestört  fortpflanzen  können,  bekanntlich  Kugelflächen.  Wird 
nun  aber  'der  freien  Ausbreitung  des  Lichtes  ein  Hindernits  ent- 
gegengebracht, so  erleiden  die  einfallenden  Aetherwellen  eine  Re- 
flexion und  es  entsteht  die  Frage  nach  der  Beschaffenheit  derWellen- 
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fläche  des  reflectirten  Lichtes.  Dass  diese  von  der  Gestalt  der 
refiectirenden  Fläche  and  der  Lage  des  leuchtenden  Punktes  zu 
derselben  abhängig  ist,  sieht  man  unmittelbar  ein.  Ich  denke  mir 
nun  als  reflectirende  Fläche  eine  Kugel  und  will  im  folgenden  die 
Wellenfläche  des  reflectirten  Lichtes  etwas  genauer  untersuchen. 
Diese  ist  offenbar  eine  Umdrehungsfläche,  welche  den  Durchmesser 
der  reflectirenden  Kugel  durch  den  leuchtenden  Punkt  zur  Um- 
drehungsaxe  hat.  Man  hat  demnach  nur  nötig ,  den  Durchschnitt 
einer  durch  diese  Axe  gelegten  Ebene  mit  der  Wellenfläche  einer 
Betrachtung  zu  unterziehen.  Denkt  man  sich  nun  eine  ganz  beliebig 
gestaltete  Curve  als  Wellenlinie,  errichtet  in  jedem  Punkte  derselben 
die  Normale  und  trägt  auf  dieser  die  constante  Länge  a  ab,  so  bilden 
die  Endpunkte  eine  neue  Curve,  welche  die  Wellenlinie  für  einen 
andern  Zeitaugenblick  darstellt.  Lässt  man  nun  die  Constante  a 
variiren,  so  erhält  man  das  ganze  System  von  Wellenlinien.  Auch 
die  Schnittpunkte  der  unmittelbar  aufeinander  folgenden  Normalen 
bilden  eine  Curve,  welche  die  Evolute  der  Wellenlinie  oder  die  Brenn- 
linie genannt  wird.  Wir  haben  nun  im  ersten  Abschnitt  die  Brenn- 
linie einer  nähern  Betrachtung  unterzogen  und  jetzt  fragen  wir  nach 
der  Evolvente  derselben. 


§.  6.    Ableitung  einer  elementaren  Construction 
der  Wellenlinie. 

Für  einen  Punkt  (a;,  y)  der  Brennlinie  gelten   bekanntlich  die 
zwei  Gleichungen 

1)  a;(/sin24jp+asin<p)  — y(/cos2<p+acos<p)  =  af^mtp 

2)  fl'(2/cos  2(p'\-a  cos  9) + y(2  /  sin  2^ + «  ™  9^)  ""  «/cos  q> 

aus  welchen  nun  folgt,  dass 

3)  g^  (/sin2qt)-|-asin^)  —  #  (/cos29)-|-aeos9))  -«  0 

4)  ^(2/cos2gj  +  acosqt))  +  g-(2/8in29-f  asin^p) 

6a/2s)n<p 
« -^ (acos<p  +  0 

ist,  folglich  hat  man 

dx  6a/*  sing»,  .   ^.  .  ,       .^      • 

5)  g-  «=  —  -^ — -  (aC0S9+/)(/C0s2qp+aC0S9) 

6)  ||  "  ^  ''C» '"  ^  (^  ^Q^  y  +  ^^  (•^^^'^  2y +fl  Sin  y) 
wenn 
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iV=  a»+2/*+3fl/C089 

gesetzt   wird.    Für   das   LinieDelement  der   Brennlinie   ergibt    sich 
demnach  der  Ausdruck : 

6  a/*  sin  <p 
7)  da '-^  (aC0Sq>+f)ldq> 

wenn  l  die  Lauge  des  einfallenden  Lichtstrahles  LPq  bezeichnet,  also 

fl  =  a*+f^  +  2af  cos  (p 

gesetzt  wird  (Fig.  9.).    Man  mache  nun  PqP  «  l  und  setze 

r-Q  +  l 


WO  Q  die  Strecke  i\i^o»  ^^^  ^^^  Länge  des  reflectirten  Lichtstrahles 
bedeutet.    Weil  nun  aber 

Q*  »  (rc— acosy)*+(y"~«8i^V)* 
und 

x—aCOSfp  =  ^(a+/C08c)p)(/— acosy  — 2/cosV) 


'  N 


asin<p  ,     ,    -         \/     I  o^         V 
y  —  osinqo  = TT—  (a+/C08  4jp)(a-|-2/C0Sy) 


so  findet  man 
also 


a« 


9*=  ^(a+/co89))««» 
r  c=  Q+l  -  ^(a+/C0S<p+iV) 


oder 

2Z» 

Aus  dieser  Formel  ergibt  sich  nun,  dass 

d<p ^v»     ^^     '^' 

ist,  somit 

8)  rf,__65^^(^+„eo8,)Z.J^ 

Aus  den  Gleichungen  (7)  und  (8)  geht  nun  hervor,  dass  die 
Zu-  oder  Abnahme  des  Strahles  P^F  mit  der  Länge  des  Linien- 
elementes  der  Brennlinie  im  Punkte  P^  tibereinstimmt.  ,,Zieht  mau 
„demnach  von  L  aus  nach  einem  yariabeln  Punkte  Po  ^^^  reflecti- 
,,renden  Kreises  einen  Strahl  und  trägt  von  hier  aus  auf  dem  re- 
„flectirten  Strahle  die  veränderliche  Länge  l  ab,  so  ist  der  Ort  des 
„Punktes  P  die  Evolvente  der  Brennlinie  oder  die  Wellenlinie.*^ 
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J.  7.    Ableitung  der  GleichnDg  der  Wellenlinie. 

Aqs  obiger  Constrnction  der  Wellenlinie  ergeben   sich  nun  für 
I?  Coordinaten  (ar,  y)  des  Punktes  P  die  Werte 

\  y  ^  2a8inqp+/'8in2y 
>:tzt  man  nun  t  «  «•»,  so  folgt 

f         2n 

p  =  x  +  iy=ft*+2at,    (?«x— »y  =  ^i+^ 
NuD  ist  aber 


alioanch 
Ferner  ist  auch 


-=  0 


2a(q+f)t^pq+f^^0 

-0 


ft^+2at-p,  ft+2a 


'M  ans  dieser  Gleichung  folgt  sogleich 
Nach  (2)  und  (3)  ist  nun  auch 


folgUch 


(M-/«)«-2a(p+/),    (;>3~/*) 


«0 


(M~/")*-4a«(p+y)(9+/)  -=  0 


>tut  mau  nun  in  diesem  Ausdrucke  für  p  und  q  obige  Werte  ein, 
:u  erhält  man 

>is  Gleichung  der  Wellenlinie. 

§•  8.   Die  uneadlicih  fernen  Punkte  der  Curve  und 
die  Asymptoten. 

Um  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Curve  zu  finden,  schreibe 
"^  ihre  Gleichung  in  der  Form 

^  welcher  z  das  Längenmass  bedeutet.  Wird  nun  diese  Curve  mit 
<^r  Geraden  s«0  geschnitten,  so  erhält  man  zur  Bestimmung 
ter  Schnittpunkte  die  Gleichung 
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a:8  +  y2  -  0 
und  findet 

a'+^y  — 0,    2  —  0,        aj— jy  =  0,    ««0 

als  unendlich  ferne  Punkte  der  Cnrve.  Diese  fallen  also  mit  den 
Kreispunkten  zusammen.  Wir  wollen  nun  diese  Punkte  noch  näher 
untersuchen.    Es  sei 

A  =  x^+y^^z^/\      B  -  (^+/)«+y« 

dann  ist  die  Gleichung  der  Curve,   die  mit  f{x,  y,  z)   bezeichnet 

werden  soll, 

/(x,y,i8)  =  ^«+4aVÄ 
Man  findet  nun 

Q    =  2A  -Q 4a« Ä«  ö-,     K-  ^  2A  -r, ^^z^  ^- 

ax  dx  ox      oy  oy  öy 

oz  oz  oz 


+<L^)"-*-4?— -1'-«"*- 


etc.  und  die  Gleichung  der  Curve  in  nächster  Nähe  der  Kreispunkte 
ist  somit 

XQ^ilx^-\-  2xQyQ(2xdy+yo^{ly^  «  0 
oder 

ixodx  +  y^dy)^^0 

Die  beiden  Kreispunkte  sind  somit  Rückkehrpunkte  der  Gurre  und 

X'\-iy  —  0,     a;  —  iy  =  0 

sind  die  Rttckkehrtangenten. 

§.  9.    Die  Singularitäten  der  Curve  im  Endlichen. 

a)     Doppelpunkte  und  Räckkehrpunl'te. 
Es  ist 

^£«  Mx^  +  y^-zV^)-Sa^!:^{x  +  zf) 
^  «  4y(x«+  y«  -  z^f^)  -  8a^z^y 
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setzt  man  nan  hier  z  ^  1,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  der 
Doppelpunkte  und  Rückkehrpunkte  der  Curve  das  System  von 
Gleichungen 

1)    »(x«+i^-/«)-2a*(x+/)-0 

3)  /*(**+y»-/*)+2a«((x+/')«  +  y«)  +  2aV(aJ+/)  -  0 

dem  aber  nur  der  Punkt  («;  —  —/,  y  =  0)  genügt.  Öie  Gleichung 
der  Curve  in  der  Nähe  dieses  Punktes  hat  nun  die  Form 

4)  (y  •  -  a«)  dx^  —  (a«  +/«)  dy«  -  0 

und  wir  erkennen,  dass  der  Punkt  (««=•--/,  y  =  0)  ein  Doppel- 
punkt der  Curve  ist,  der  sich  aber  für  /-*  0  in  einen  Rückkehr- 
punkt  verwandelt.    Ferner  sind 

5)  xg+yVd^~+J^+fg=0 

6)  ^g-yV^i^^+J^+fg="0 

die  Gleichungen  der  beiden  Doppelpunktstangenten.  Diese  Tangenten 
sind  imaginär  und  conjugirt,  so  lange  f<ia  ist;'  ihr  Schnittpunkt 
ist  somit  ein  von  der  Curve  isolirter,  reeller  Punkt.  Ist  f=a^  so 
vereinigen  sich  beide  mit  der  reellen  Geraden  y  «  0,  und  /  >  a 
fahren  sie  fort,  reell  zu  bleiben.  „Die  Curve  hat  also  im  Endlichen 
,.einen  Doppelpunkt,  der  mit  dem  leuchtenden  Punkte  zusammen- 
fallt und  null  Rückkehrpunkte. 


b)     Wendfpunkte  der  Curve. 

Um  die  Gleichung  der  Curve  auf  ihre  Wendepunkte  und  Wen- 
dungstangenten untersuchen  zu  können,  müssen  wir  zuerst  die  Glei- 
chung der  Taugente  im  allgemeinen  ableiten.  Die  Gerade,  welche 
im  Punkte  P  (Fig.  9.)  die  Wellenlinie  berührt,  muss  auf  der  Linie 
PPj,  also  auf  der  Tangente  der  Brenniinie,  senkrecht  stehen.  Nun 
hat  aber  die  Gerade  PP^  die  Gleichung 

a:(/Bin29)  +  asinqt))— y(/cos2y+acosg>)  «=  afsmq> 
und 

X  »  2acos9>-f-/cos29),    y  =  2asingo>|-y8in29> 

sind  die  Coordinaten  des  Punktes  P,  somit  ist 

1)     x(fcoB2q>'\-acoBq>)+y{Jsin2fp'\'aBin(p)  —  2a*-{- /■*+3a/'C08g> 
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die  Gleichang  der  Tangente  der  Wellenlinie.    Diese  Tangente  bildet 
mit  der  x  Axe  den  Winkel  (2<p— «+2  )  und  dieser  muss  ein  Maxi- 

mnm  oder  Minimum  sein,   sobald   die  Tangente  eine  Wendnngstan- 
gente  ist,  d.  h.  es  muss  sein 


Man  findet  aber,  dass 


3afco^(p 


dtp  f* 

somit  muss  für  die  Wendnngstangente 

a*+2/^+3a/cosy  «  0 

sein,  woraus  folgt,  dass 

3  a/cos  <p (a«  +  2/«),      9  a V»  sin V  -  9^  /*^ 

also  auch 

/cos  29+«  cos  qp  «  —  — ö^i^ — 

Mn2cp  +  asmq>  «  (^~  g^,  ^^J 
und 

2)  i7(a»+ 8/^«)aj+ Ä83/ +;9aV<7  -  0 

3)  p(a2  +  8y  «)aj  -  Ä^j^  +  9  a«/flr  =  0 

sind  die  Gleichungen  der  beiden  Wendungstangenten  der  Curve.    Sie 
stehen  auf  den  Asymptoten  der  Brennlinie   senkrecht  und  sind  nur 

für  das  Intervall  ^<f<a  reell. 

c)     Doppeltangenten. 
Wenn  man  zur  Abkürzung 

setzt,  so  geht  die  Gleichung  der  Tangente 

a;(/cos2(p  +  acos(p)  +  y(./sin2<;p  +  asin9))  =  2a'^+J^-\-^a/C0S(p 
über  in 
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Üb 


und  man  erkennt  ans  dieser  Formel,  dass  die  Wellenlinie  von  der 
4.  Classe  ist  Ton  einem  Punkte  der  Ebene  ans  lassen  sich  dem- 
nadi  im  allgemeinen  4  verschiedene  Tangenten  an  die  Gnrve  ziehen. 

Die  allgemeine  Form  derselben  ist 

lp'^mq-{'n  •=»  0 
wenn 

l  =  at+A      «»  -  /■<*+««*,      «  =  —3a/«»—  (4a«4-2/«)«2-.3aA 

gesetzt  wird.  Man  verlangt  nan,  dass  für  zwei  verschiedene  Werte 
von  <  dieselben  zusammenfallen  sollen.    Wird  ferner 

l'^a «'+  /,    m'  -  /<'* + at'^,    n' 3a jt'^  —  (4a« + 2J «)«'«- 3a  fi* 

gesetzt,  so  erfordert  die  Identität  der  beiden  Gleichungen 

Ip+mq  +  n  —  0,       Z'p  +  m'g  +  n'  =  0 

die  drei  Bedingungen 


l        m 


-0, 


:  I  =  0, 


m        n 
m'        n* 


-  0 


Nun  ist 


m        n 


^itf^t)vA, 


=  (t'--t)B 


V  :'h(^"*>^ 


wo 


A  =  3a/«»8+(/-(4a«+2/^)tt-f.a(4a«— /•«))t;+3a/-«tt«+3aVt* 
B  «  (3aytt+a(4a«  — /^))t;  +  3a/^tt«4-A4a«  +  2/'«)tt+3a/« 

und  wenn 

gesetzt  wird.    Die  Lösung   «'  — «  «  0   ist  zu  verwerfen,  und  ebenso 
ist  t?  ==  0  unmöglich,  weil  die  beiden  Ausdrücke 

3a/'tt«+(4a«4-2nM+3a/'    und    tt«(/-|*+a) 

keinen  Factor  gemein  haben.    Man  kann  daher  die  Betrachtung  auf 
das  System  (^  —  0,  ^  «  0,  C  »  0)  beschränken.    Setzt  man 

D  «  (3a/tt+4(a«  -/«))t;+3a/'(/i*  +  a),      E  -  3afv+{a^-2P)u 
80  ist 

Areh.  4.  lUth.  m.  Pkjt.    2.  Rtih«.  T.  X.  1^ 
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und  das  System    (il  «  0,  Ä  «=  0,  C  =  0)   kann  durch  das  folgende 
ersetzt  werden: 

IB==0 
(fu+a)D=:0 
(ü— i)is; «  0 

dieses  System  zerfällt  nun  in  die  4  folgenden  Systeme: 

I.  (Ä  =  0,  Ju+a  =  0,    t;  — 1-0) 

IL  (B«0,  yu+a-0,     £  =  0) 

IIL  (B  — 0,  Z>  — 0,    v~l— 0) 

IV.  (5  =  0,  i>«0,    ^-0) 

welche  nun  auf  ihre  Existenzfähigkeit  n&her  untersucht  werden  sollen. 

I.    Durch  /tt  -=.  —  a  wird 

^«a(a«— /«)(ü— 1) 

und  System  I.  ist  erfüllt,    n.    Durch  /«  «  —  a  wird 

^  «o(a» -/«)(»-- 1),    7£«  a(3/^*o-a«  +  2/«) 

und  System  II.  enth&lt  somit  einen  Widerspruch.  III.  Durch  v  =  1 
wird 

B  «  (/u  +  a)(3a/tt  +  4a*  +  2/«),       Z>  «  3/«n«  +  6a/tt+4(a«— /^«) 

und  weil  B  und  D  keinen  gemeinschaftlichen  Factor  haben,  so  ist 
auch  System  III.  unmöglich.  IV.  Durch  3a/t?  — -(a«— 2y«)w 
werden 

—  3/J5  =  3a/(a*— /*)tt«+(4a*  — 2laV«  — 4/*)tt  — 90/-» 
Sa/D  = u[3a/-{a2-5/'«)tt+4a*  -21a«/ «  + 8/*] 

und  weil  auch  diese  Ausdrücke  für  B  und  D  keinen  gemeinschaft- 
lichen Factor  haben,  so  führt  auch  System  IV.  auf  einen  Wider- 
spruch.   Es  kann  somit  nur  System  I.  bestehen  und 

/u  =  —  a,      ©  =  1 

ist  die  einzig  mögliche  Lösung  des  Systems  I. 

<  X  «'  -  1 

Terlangt 

tp'  »  —  (p^   und    t'-\-t  —  —  - 
gibt  dann 
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a 


a 

G089  = 


und  man  erhält 

2)  2/«+a«  +  2/«  =  0 

als  Gleichang  der  einzigen  Doppeltangente  der  Cnrve. 

§.  10.    Besondere  Eigenschaften  der  Wellenlinie. 

Man  beschreibe  nm  den  Anfangspankt  der  Goordinaten  einen 
Kreis  mit  dem  Radins  /,  ziehe  vom  Punkte  L  ans  (Fig.  9.)  nach 
einem  veränderlichen  Punkte  P^  dieses  Kreises  einen  Strahl  nnd 
trage  von  hier  ans  die  Strecke  m  ab.  Wird  nan  das  Azlmnt  dieses 
Strahles  mit  u  bezeichnet,  so  sind 

X  «-  /'cos2u4-*'COStt,     y  — /sin2tt-f  rsinu 

die  Goordinaten  des  Punktes  P4,  somit  ist 

aj«+y«--y  »  =  r(r  +  2/costi) 
was  auch  die  Figur  9.  sofort  zeigt.    Ferner  ist  auch 

(x+/)«+y«  -  (r  +  2/cosu)« 

nnd  man  erhält  zur  Bestimmung  der  Länge  m,  wenn  der  Punkt  P4 
aaf  der  Wellenlinie  liegt,  die  Gleichung 

(r«-4a«)(r+2/CQStt)«  -  0 
also 

1)  TO«  —  4a« 

,,Die  Wellenlinie  ist  somit  eine  Kreisconchoide  und  wird  erhalten, 
„wenn  man  vom  leuchtenden  Punkte  L  aus  nach  einem  veränder- 
„lichen  Punkte  P^  des  Kreises  /;  den  ich  im  folgenden  Grundkreis 
„der  Gonchoide  nennen  will,  einen  Strahl  zieht  und  von  hier  ans 
„nach  beiden  Seiten  die  constante  Länge  2a  abträgt 

Wir  bemerken  hier  die  eigentflmliche  Erscheinung,  dass  die 
Länge  dieser  Strecke  für  alle  Lagen  des  leuchtenden  Punktes  die- 
selbe bleibt. 

Die  X  Axe  schneidet  die  Gurve  in  den  zwei  gewöhnlichen  Punkten 

i;  =  2a-|-/'.    a?— —  2a4-/" 

und  in  dem  Doppelpunkte 

X f 
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Ein  Kreis,  mit  dem  Radius  2a  nm  den  Pankt  (x  »  /;  y  «-  0)  be- 
schrieben, hat  die  Gleichnng 

und  schneidet  die  x  Axe  in  den  beiden  oben  angegebenen  Punkten. 
Die  Tangente  dieses  Kreises  im  Punkte  (xo,  Va)  hat  die  Gleichung 

a^(«'o-/')+yyo-[(a^t-/)/+4«»]  =  0 
und  ebenso  ist 

—  ajyo  +y(a*o  -  /)  —fva  «  0 

die  Gleichung  der  vom  leuchtenden  Punkte  aus  auf  diese  Tangente 
gefällten  Normalen.  Für  ihren  Schnittpunkt  gelten  somit  die  zwei 
Gleichungen 

2)  (^o-/)(a^-/)+yoy-4a* 

aus  welchen  nun  folgt,  dass 

4a*y 


*0         /""«.»J    «SI__/8 


ist,  und  weil  nun 


(a^-n*+yo»-4a» 


ist,  so  erhält  man  für  die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  P«  (Fig.  9) 
die  Gleichung 

4)  [x«+y«-/*?-4a«[(ar+^)*+y*]  -  0 

Derselbe  liegt  also  auf  unserer  Curve  4.  Grades,  und  wir  können 
nun  die  Wellenlinie  auch  auf  folgende  Weise  definiren:  „Die  Wellen- 
„liuie  ist  der  Ort  der  Fusspunkte  der  Normalen ,  die  vom  leuchten- 
„den  Punkte  aus  auf  die  variabeln  Tangenten  des  Kreises  gefällt 
„werden,  der  mit  dem  Radius  2a  um  den  Punkt  (a;  =/,  y  =  0)  be- 
„schrieben  wird^^  Dieser  Kreis  soll  im  Folgenden  Leitkreis  genannt 
werden.  Sein  Radius  ist  f&r  alle  Lagen  des  leuchtenden  Punktes 
derselbe  und  gleich  dem  Durchmesser  des  reflectirenden  Kreises. 

Wir  wollen  femer  zeigen,  dass  die  Wellenlinie  auch  als  Roll- 
curve  aufgefasst  werden  kann.  Aus  der  in  §.  6.  angegebenen  Con- 
struction  der  Wellenlinie  geht  hervor,  dass 

X  -=  2a cos 9  +  /^cüs 2qp,     y  =  2a sin 9 -|- /sin 2<jp 

die  Coordinaten  des  Punktes  P  sind,  somit  ist 

a  +  iy  —  2ac^+/«»^*' 
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Um  diesen  Pankt  za  constrniren,  ziehe  man  vom  Pankte  Ä  aas 
(Fig.  9.)  anter  dem  Winkel  tp  einen  Strahl,  mache  AD  =  2a  and 
beschreibe  am  den  Pankt  D  mit  dem  Radias  a  einen  Kreis.  Von 
D  aas  ziehe  man  anter  dem  Azimnte  2q>  einen  zweiten  Strahl  und 
mache  DP  —  /,  so  ist  P  der  verlangte  Pankt  der  Curve.  Wie  auch 
der  Winkel  tp  sich  ändert,  so  ist  doch  immer  Bogen  P^^B  gleich  dem 
Bogen  PqC  und  man  erkennt,  dass  der  „mit  dem  Kreise  D  fest  ver- 
„bundene  Punkt  P  die  Wellenlinie  beschreibt,  wenn  dieser  Kreis  auf 
„dem  festen  Kreise  A  toWV^ 

Es  scheint  mir  nicht  überflüssig,  am  Ende  dieses  Abschnittes 
noch  eine  andere  Definition  der  Brennlinie  abzuleiten.  Dieselbe  er- 
giebt  sich  leicht  aus  der  in  §.  6.  angegebenen  Construction  der 
Wellenlinie,  nach  welcher  man  vom  Punkle  Pq  aus  (Fig.  9.)  auf 
dem  rückwärts  verl&ngeiten,  reflectirten  Strahle  die  Länge  des  ein- 
fallenden Lichtstrahles  abträgt.  Aus  dieser  Construction  der  Gon- 
choide  oder  Wellenlinie  geht  sogleich  hervor ,  dass  die  Summe  des 
einfallenden  und  reflectirten  Lichtstrahles  gleich  der  Länge  des 
Krttmmnnngshalbmessers  der  Wellenlinie  im  Pankte  P  ist.  Verlangt 
man  demnach  einen  Kegelschnitt,  dessen  grosse  Axe  gleich  dem 
Krümmungshalbmesser  PP^  ist,  und  dessen  Brennpunkte  der  leuch- 
tende Punkt  E  und  P^  sind,  so  muss  dieser  Kegelschnitt  durch  den 
Punkt  Po  gehen  und  hat  hier  die  Tangente  des  reflectirenden  Kreises 
za  seiner  Tangente,  berührt  also  denselben  in  diesem  Pankte.  „Die 
,'Brennlinie  ist  somit  der  geometrische  Ort  des  einen  Brennpunktes 
„eines  den  reflectirenden  Kreis  berührenden  Kegelschnittes,  dessen 
„anderer  Brennpunkt  der  leuchtende  Punkt  ist,  und  dessen  variable 
,^08se  Axe  gleich  der  Länge  des  Krümmungshalbmessers  der  Wellen- 
,4ini6  ist^^ 


§.  11.    Länge  der  Wellenlinie  und  Grösse  der  von  ihr 
eingeschossenen  Fläche. 

Die  Länge  des  Bogenelementes  ds  der  Wellenlinie  ergibt  sich 
aas  den  Werten  der  Coordinaten  eines  Curvenpunktes.  Nach  früherem 
sind  dieselben 

fl*  »  2a  cos  (f  +/COS  2^,  y  «-  2a  sin  <jp  -f  /"sin  2q> 

und  hieraus  folgt  nun 

dx  —  —  2(asin^+/8in29)d9,  dy  -=»  2(acoBip-{-fcoB2ip)d(p 

somit  ist 
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1)  (1«  —  2  ya>+f*-\-2a/cMq>d9 

folglich  auch 


2) 


a«+/*+2a/C08g? 


Va«4-/«+2a/-C08^ 

0 


Dieses  Integral,  das  die  Länge  des  Bogens  der  Wellenlinie  von 
C  an  gerechnet  darstellt,  ist  ein  elliptisches  Integral  IL  Art.  Denn 
setze  man  abkürzend 

sin  am  (T  «  Sx^      cesam«  —  Cx^      Jkcblx  —  Dxy 

so  geht  dieses  Integral  durch  die  Substitution 

1  —  008^  «=»25« 
über  in 

2')    t  -  4(a+/)  y    gdS  -  4(a+/)£(am«0 

0 

wenn 

4a/ 


k^  - 


(a+n« 


gesetzt  wird.    Weil  der  Winkel  PLP^  in  Fig.  10.  auch  gleich  ^  ist, 
so  ist  der  Umfang  U  der  Wellenlinie 


n 


3)  ü-4  r4±£±M^^a^ 

J  Va»+A«4-2a/c089) 

0 

1 
=  8(«+/)  A^^'S  -  8(«+/)£ 

Bezeichnet  n  eine  positive  ganze  Zahl  und  setzt  man 

/—  na 
so  wird 


(n+l)» 

Diesen  Wert  von  k*  erh&lt  man  aber  anch,  wenn 

a 


/■ 


n 


gesetzt  wird.    Wird  nun  der  Umfang  der  Wellenlinie  fflr 
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a 

n 

I    mit  U  und  deijenige  fttr 
!  /  =  iui 

'    ait  ü*  bezeichnet,  so  hat  m&n 

«  '  (»•+1)* 

^  4» 

ü'=8a(n+i)E,    fttr    **  -  (^^^ 

»mit  ist 

4)  ü'  =  nü 

Es  bleibt  ans  jetzt  noch  übrig,   die  von   der  Wellenlinie  ein- 
psciüossene  Fläche  zn  berechnen.    Bezeichnet  r  den  Leitstrabi  der 
'    Corre,  also  die  Strecke  LP  (Fig.  12.),  so  hat  man 

r«  —  (/+2acosg>+/co82^)*+(2asin9+/8in29)« 
—  4(a+/co8^)* 

lud  somit  ist  eer  Inhalt  tiS  des  infinitesimalen  Sectors  FP^L  gleich 

3)  rfiS  —  2(a + fcoB  fp^dtp 

also 

6)      S  «  2   /     la+/C08  (p)*  dtp  =  (2a«+ /«)qpi 

0 

+ (4a  f+f*  cos  qpj)  sin  qj' 
folglich  der  Gesamtinhalt  J  der  Fläche 


" '-/ 


TT 

(o+/C0S^)«rfy  -  (2a)«»+2./V 


^er  Inhalt  der  von  der  Wellenlinie  eingeschlossenen  Fläche  ist 
^deh  dem  Inhalte  des  Leitkreises  plns  dem  doppelten  Inhalte  des 
.Gnmdkreises  der  Conchoide.^*  Femer  ist  der  Inhalt  der  schraffirten 
zweieekigen  Fignr  CD  gleich  dem  Inhalte  des  Ornndkreises. 

i  12.    Die  Wellenlinie  für  besondere  Lagen   des 
leuchtenden  Punktes. 

Wir  haben  gesehen,  dass  die  Wellenlinie  eine  Function  von  f 
itt;,  das  heissty  Yom  Abstände  des  leuchtenden  Punktes  vom  Mittel- 
ponkte  des  refleetirenden   Kreises.    Jeder  Lage  des  Lichtpunkte« 
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entspricht  demnach  aach  eine  besondere  Form  der  Wellenlinie.  Für 
/  —  0  ist 

ihre  Gleichung. 

I.  o</<l 

Die  Corvo  mnss  die  in  Fig.  11.  gezeichnete  Form  haben.  Der 
leuchtende  Pnnkt  L  ist  ein  von  der  Cnrve  isolirter  reeller  Doppel- 
punkt.   Die  beiden  Wendepunktstangenten 

^(a*+8/»)x+Ä»y  +  9ay^  -  0,    g(a^+Sr*)x--h^tf+9a*fg  -  0 

sind  imaginär  und  die  Wellenlinie  hat  somit  in  diesem  Falle  keine 
reellen  Wendepunkte.    Hingegen  ist  die  Doppeltangente 

reell,  berührt  aber  die  Gurve  in  imaginären  Punkten.    Femer  ist 

ü=B(a+f)E 
und 


Die  Gestalt  der  Curve  zeigt  Fig.  12.    Der  Doppelpunkt 

bleibt  von  der  Gurve  isolirt  und  die  beiden  Wendungstangenten  ver- 
einigen sich  mit  der  reellen  Geraden 


3 
fallen  also  mit  der  Doppeltaugente 


X ga 


3 
2 

zusammen.    Der  Umfang  ü  ist  gleich 


X 2« 


und 


U=12aE,     wenn     Jfc' ==  | 
J  — »  s .  arn 
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III.    l<f<a 

Fig.  13.  zeigt  ans  die  Gestalt  der  Carve  für  diesen  Fall.  Auch 
hier  bleibt  der  Doppelpunkt  («=-—/;  y  —  0)  von  der  Cnrve  isolirt. 
Hingegen  werden  die  beiden  Wendnngstangenten  EF  nnd  FG  reell 
und  auch  die  Doppeltangente 

berührt  die  Cnrve  in  den  zwei  reellen  Punkten  P  und  Pq. 

IV.   y  =  a 

Die  Gestalt  der  Wellenlinie  zeigt  Fig.  14.  Der  bis  dahin  von 
der  Cnrve  isolirt  gelegene  Doppelpunkt  (x  =  ^f.  y  »  0)  hat  sich 
in  einen  Rückkehrpunkt  verwandelt  uud  die  beiden  Wendepunkts- 
tangenten haben  sich  mit  der  Rückkehrtangeute  y  =  0  vereinigt. 
Die  Doppeltaugente 

berührt  auch  in  diesem  Falle  die  Cnrve  in  den  zwei  reellen  Punkten 
P  nnd  Pq.    Weil  hier  Ar«  «  1  ist,  so  ist 

U^Ua    und    J^^a^Tt 

Die  Gestalt  der  Cnrve  ist  aus  Fig.  15,  erkennbar.  Der  Doppel- 
punkt (x  «»  — /,  y  =  0)  liegt  nun  auf  der  Curvo  selber,  und 

gx+Va^+f^y  +  fg^O,     gx-V^^f^y +fg  ==0 

sind  die  beiden  j  reellen  Doppelpunktstangenten.  Hingegen  sind  die 
Wendungstangenten  wieder  imaginär  geworden,  und  die  reelle  Doppel- 
tangente berührt  die  Curve  in  den  beiden  reellen  Punkten  P  und  P«. 

Zum  Schlüsse  der  Abhandlung  will  ich  noch  bemerken,  dass 
Herr  Pro£  Sidler  in  Bern  bei  Anlass  eines  Aufsatzes  über  die  Tri- 
section  des  Winkels  die  Kreisconcboide  und  deren  Evolute  für  den 
speciellen  Fall  /* »  2a  einer  sehr  eingehenden  Betrachtung  unter- 
zogen hat.  Diese  in  der  Litteratur  schon  mehrfach  erwähnte  Arbeit 
findet  sich  als  Separatabdruck  aus  den  Mitteilungen  der  natur- 
forschenden Gesellschaft  zu  Bern  und  ist  am  11.  Januar  1873  vor- 
getragen worden. 

Bern,  den  24.  April  1884. 
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VIII. 

Ueber  congruente  Raumteilungen. 

Von 

V.  Schlegel. 


Die  Aufgabe,  einen  beliebig  gekrümmten  dreidimensionalen  Banm 
dorcb  Yoliständige  ^^Ebenen'^  (d.  h.  Fl&cben  von  constanter  Krflm- 
mung)  in  congruente  Teile  zn  zerlegen,  ist  für  positive  Krümmung 
von  Hrn.  Hossfeld  (Scblöm.  Ztschr.  XXXI,  310),  für  negative  von 
Hrn.  Dyck  (Yerh.  d.  Egl.  S&chs.  Ges.  d.  Wissensch.  1883)  behandelt 
worden.  —  Auf  wesentlich  anderem  Wege  gelangt  man,  wie  im 
Folgenden  gezeigt  werden  soll,  zur  Lösung  dieser  Aufgabe,  wenn 
man  von  den  elf  homogenen  Ausfüllungen  dreidimensionaler  Räume 
durch  homogene  Polyeder  ausgeht,  wie  ich  sie  in  meiner  „Theorie 
der  homogen  zusammengesetzten  Raumgebilde^^  (Nova  Acta  Acad. 
Leop.  XLIY,  440  ff.) ')  dargestellt  habe.  —  Dieser  Weg  lässt  gleich- 
zeitig die  Gruppirung  der  Teilkörper  und  die  Beziehungen  der  ein- 
zelnen Fftlle  .zu  den  regelmässigen  Körpern  des  vierdimensionalen 
Baumes  besonders  deutlich  hervortreten. 

Ein  Polyeder  nenne  ich  homogen,  wenn  alle  seine  Seiten- 
flächen von  gleich  vielen  Kanten  begrenzt  sind,  und  auch  in  allen 
Ecken  gleichviele  Kanten  zusammenstossen.  (Das  regelmässige  Poly- 
eder ist  also  ein  specieller  Fall  des  homogenen.).  —  Unter  homo- 
gener Ausfüllung  eines  Baumes  mit  homogenen  Polyedern  ver- 
stehe ich  diejenige,  bei  welcher  in  jeder  Ecke  sowie  in  jeder  Kante 
gleichviele  Körper  zusammenstossen.  Solcher  homogener  Ausfüllungen 
giebt  es  nun  elf.    Es  kann  nämlich  der  positiv  gekrümmte  Baum  in 


1)  Ick  citire  diese  Abhaadlang  im  Folgenden  knn  alt  „Nora  Acta*'. 
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5,  16,  600  Tetraeder,  8  Hexaeder,  24  Oktaeder  und  120  Dodekaeder 
geteilt  werden,  der  ebene  Banm  in  nnendUch  viele  Hexaeder,  der 
negatiT  gekrfimmte  in  nnendlich  viele  Hexaeder,  Ikosaeder,  nnd  anf 
iwd  verschiedene  Arten  in  nnendlich  viele  Dodekaeder.  (Nova  Acta 
8.  443  ff.  S&tze  YIU,  IX,  X).  In  jedem  dieser  elf  Fälle  kann  man 
non  die  Teilkörper  als  congmente  regelmässige  Polyeder  annehmen, 
nnd  erhält  hierdorch  bereits  ebensoviele  congmente  Ranmteilnngen. 
—  Diese  Ranmteilnngen  sind  einerseits  specieller  als  die  Eingangs 
erwähnten,  insofern  sie  homogen  sind  (im  oben  erklärten  Sinne), 
andrerseits  aber  allgemeiner,  insofern  sie  auch  solche  Fälle  um- 
fassen, bei  welchen  die  Teilung  nicht  durch  vollständige  Ebenen, 
sondern  nur  durch  Stocke  derselben  bewirkt  wird. 

Ein  analoges  anschauliches  Beispiel  gewähren  für  positive  Krüm- 
mung die  congmenten  und  homogenen  Teilungen  der  Kugelfläche 
mit  Hilfe  der  Ecken  der  einbeschriebenen  regelmässigen  Polyeder. 
Aus  diesen  Teilungen  gehen  congmente  (nicht  homogene)  Teilungen 
in  dem  Eingangs  festgestellten  Sinne  dadurch  hervor,  dass  die  Teil- 
bogen zu  ganzen  Kreisen  vervollständigt  werden.  Man  bemerkt  dabei 
erstens,  dass  die  Maximalzahlen  von  congmenten  Kugeldreiecken  in 
dei^enigen  Fällen  erreicht  werden,  wo  diese  Dreiecke  nicht  gleich- 
schenklig sind,  während  andernfalls  die  Teilung  durch  weitere  grösste 
Kugelkreise  fortgesetzt  werden  kann,  zweitens,  dass  im  Falle  des 
Oktaeders  die  drei  vorhandenen  grössten  Kugelkreise  bereits  eine 
congmente  Teilung  der  verlangten  Art  liefern,  drittens,  dass  man  in 
mehreren  Fällen  von  verschiedenen  Anfangsfignren  aus  zu  gleichen 
Teilungen  gelangt  (Tetraeder  und  Hexaeder  liefern  das  24-teilige^ 
Dodekaeder  nnd  Ikosaeder  das  120- teilige  Netz  durch  einfache  Ver- 
vollständigung der  grössten  Kugelkreise,  Oktaeder  und  Hexaeder  zu- 
sammen das  48-teilige,  wenn  man  die  grössten  Kngelkreise  des  einen 
durch  die  des  andern  vervollständigt),  viertens,  dass  diejenigen  beiden 
Arten  der  congmenten  Kugelteilung  fehlen,  welche  aus  den  beiden 
Arten  uneigentlicher  regelmässiger  Polyeder  hervorgehen  ^). 


1)  Bedeuten  «,  e,  h  der  Reihe  nAch  die  Ansahl  der  Seiten,  Ecken  nnd 
Kanten  eines  regelmiisigen  Polyeders,  bei  welchem  die  Anzahl  der  in  jeder 
Ecke  rasammenstofsenden  n-£cke  gleich  p  ist,  so  ist  (Nora  Acta  S.  867): 

4p  An  2np 

'■"2(n+p)-«p»    *""2(»+p)-«p5    *"2(«+p)-np 
In  diesen  Formeln  ist  Ar  die  nneigentlichen  Polyeder  p  =  2  oder  n  =:  2   sn 


Fftr  p  =  2  erhält  man  «  =  2,  «  =  n,  ib  =  n;  d.  h.  das  entsprechende 
Polyeder  hat  als  Boken  nnd  Kanten  die  Ecken  nnd  Seiten  eines  regelmässi- 
gen, einem  grössten  Kngelkreise  einbeschriebenen  n-Ecks,  nnd  als  Flächen  die 
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Ans  den  oben  erwähnten  elf  Arten  congrnenter  Baamteilung 
lassen  sich  nun  zahlreiche  andere  ableiten,  indem  man  das  Princip 
der  Homogenität  anfgiebt,  nnd  jeden  Teilkörper  anf  alle  möglichen 
Arten  in  congrnente  Körper  zerlegt.  Unter  diesen  Zerlegungen  sind 
diejenigen  die  wichtigsten,  bei  welchen  ein  Körper  in  die  grösst- 
mög liehe  Anzahl  congrnenter  Körper  geteilt  wird.  Denn  alle 
übrigen  Zerlegungsarten  lassen  sich  aus  diesen  durch  gruppenweise 
Zusammenfassung  der  Teilkörper  herstellen.  Bei  jenen  Zer- 
legungen maximaler  Teiizahl,  die  wir  „Hauptteilnngen^^  nennen 
wollen,  gruppiren  sich  nun  die  teilenden  Flächenstttcke  notwendig  zu 
vollständigen  „Ebenen'^  Denn  andernfalls  würde  die  Vervollstän- 
digung der  etwa  vorhandenen  Flächenstücke  zu  vollständigen  Ebenen 
eine  weitere  Teilung  der  bereits  gebildeten  Teilkörper  bewirken,  bei 
welcher  vermöge  der  allseitigen  Symmetrie  des  ganzen  Raumgebildes 
alle  Körper  nochmals  in  congrnente  Teile  zerfallen  müssten,  gegen 
die  Annahme  einer  bereits  vorhandenen  Maximalteilung.  —  Es  werden 
hiernach  die  Hauptteilungen  zu  den  im  Eingang  dieses  Aufsatzes 
erwähnten  congruenten  Raumteilungen  durch  vollständige  Flächen 
gehören.  —  Andrerseits  werden  neben  diesen  Hauptteilungen  noch 
andere  congrnente  Teilungen  durch  vollständige  Flächen  aus  den  un- 
eigentlichen regelmässigen  vierdimensionalen  Körpern  hervorgehen, 
analog  wie  wir  es  bei  der  Teilung  der  Kugelfläche  gesehen  haben. 

Im  Folgenden  sollen  nun  zunächst  die  Hauptteilungen  der  hier 
in  Betracht  kommenden  regelmässigen  Polygone  und  der  regel- 
mässigen Polyeder  zusammengestellt  werden,  alsdann  die  homogenen 
Teilungen  des  positiv  und  des  negativ  gekrümmten  Raumes.  Nach 
diesen  Vorbereitungen  werden  dann  die  congruenten  Teilungen  dieser 
Räume  (Hauptteilungen)  durch  vollständige  Flächen  abgeleitet  werden. 

Die  Hauptteilung  des  gleichseitigen  Dreiecks  wird,  wie 
man  leicht  findet,  durch  die  Mittellinien  bewirkt  und  liefert  6  con- 
grnente Dreiecke.  —  Die  des  Quadrates  erfordert  streng 
genommen  unendlich  viele  Constructionen ,   da  jedes  der  durch  die 


doppelt  za  denkende  Fläche  dieses  Polygons.  Die  swischen  den  Bcken  des- 
selben liegenden  Teilbogen  des  grössten  Kagelkreises  teilen  xusammen  die 
Kugelfl&che  in  2  Halbkngelflächen. 

Für  n  =:  2  folgt :  «  =  p,  «  =  2,  Ic  =  p.  Das  entsprechende  (dem  vorigen 
conjugirte)  Foljeder  hat  als  Ecken  die  Endpunkte  eines  Durchmessers,  als 
Kanten  den  p-fach    xn    denkenden  Durchmesser  selbst.     Die   durch   die  Eiid- 

360^ 
punkte  dieses  Durchmessers  gehenden,  im  Winkelabstand  auf   einander 

P 
folgenden  grOssten  Kngelkreiso   teilen   die  Kngelfliche  in  p  congmente  Zwei- 
ecke,   (Vgl.  hierüber  auch  Hess,  Lehre  von  der  Eugelteilung,  S.  SS.) 
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Diagonalen  entstehenden  gleichschenklig-rechtwinkligen  Dreiecke  be- 
ständig in  nene  ccfngmente  Dreiecke  derselben  Art  geteilt  werden 
kann.  Da  aber  das  Quadrat  in  unserem  Falle  nur  als  Grundfläche 
einer  vierseitigen  Pyramide  (der  Bestimmungspyramide  des  Würfels) 
vorkommt,  so  können,  wie  man  leicht  sieht,  nur  diejenigen  congru- 
enten  Quadratteilungeu  in  Betracht  kommen,  bei  welchen  alle  Tei- 
Inngslinien  durch  den  Mittelpunkt  gehen;  denn  nur  diese  führen  zu 
congruenten  Teilungen  der  eben  erwähnten  Pyramide.  Es  ist  also 
für  unseren  Zweck,  die  Hauptteilung  des  Quadrates  diejenige 
durch  die  Diagonalen  und  Mittellinien.  Dieselbe  liefert  8  congru- 
ente Dreiecke*).  —  Beim  regelmässigen  Fünfeck  endlich 
wird  (was  auch  für  die  beiden  vorhergehenden  Figuren  gilt)  die 
Hauptteilnng  durch  die  grossen  und  die  kleinen  Radien  bewirkt; 
man  erhält  10  congruente  Dreiecke. 

Nunmehr  können  zunächst  die  Bestimmungspyramiden  der  regel- 
mässigen Polyeder  mittelst  Ebenen  durch  die  Höhe  und  die  Hanpt- 
teilongslinien  der  Grundfläche  in  ebensoviele  congruente  Teile  zer- 
legt werdftn  wie  die  Grundfläche.  Demnach  zerfällt  durch  die 
Hauptteilnng: 


Tabelle    A. 

1) 

das  Tetraeder    in     4  .   6  =s   24  congmente  Tetraeder 

2) 

„    Oktaeder     „      8.   6-   48 

9»                            91 

3) 

„    Ikosaeder    „     2Q  .    6  —  120 

W                            1» 

4) 

„    Hexaeder    „      6 .   8  —   48 

99                            99 

5) 

„   Dodekaeder  „     12  .  10  -  120 

99                             99 

Esisei  jetzt  daran  erinnert,  dass  dieselben  Ebenen,  welche,  durch 
den  Mittelpunkt,  die  Kanten,  und  die  Hanptteilungslinien  der  Flächen 
gelegt,  die  Hauptteilung  eines  regelmässigen  Polyeders  bewerkstel- 
ligen, auch  die  dem  Polyeder  umbeschriebene  Kugelfläche  in  Linien 
einer  Hauptteilung  schneiden  und  die  Kugelfläehe  in  ebensoviele 
congruente  Teile  (sphärische  Dreiecke)  zerlegen,  wie  das  Polyeder*). 


1)  Für  das  Quadrat  exiatirt  noch  eine  andere  Art  von  Haaptteilangen, 
nämlich  mittelst  zweier  auf  einander  senkrechter  darch  den  Mittelpunkt  geben- 
der Linien,  Da  jedoch  hier  die  letzten  Teile  Vierecke  sind,  so  kann  auf  diese 
Teilung  nicht,  wie  in  den  sonstigen  F&llen,  eine  Banmteilnng  in  Tetraeder 
gegründet  werden,  wir  schliessen  sie  daher  hier  ans. 

2)  Durch  dieses  Verfahren  geht  im  Einzelnen  aus  dem  Tetraeder  das 
Tetrakishezaedemetz  (X  bei  Hess  a.  a.  O«),  aus  Oktaeder  und  Hexaeder  das 
Hexakisoktaedemetz  (XV),  aus  Ikosaeder  und  Dodekaeder  das  Diakishexe« 
kontaedernetz  (XVI)  henror. 
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In  durchaus  analoger  Weise  entsprechen  nun  (wie  ich  Nova 
Acta  S.  440  ff.  gezeigt  habe)  zunächst  den  sechs  4iomogenen  Körpern 
des  yierdimensionalen  Raumes  eine  gleiche  Anzahl  homogener  Aus- 
füllungen (oder  Teilungen)  des  positiv  gekrümmten  dreidimensionalen 
Raumes.  Speciell  gehen  aus  den  „regelmässigen  Körpern  des  yier- 
dimensionalen Raumes^^  homogene  congruente  Teilungen  des  positiv 
gekrümmten  dreidimensionalen  Raumes  hervor,  und  aus  diesen  wieder 
die  Hauptteilungen,  indem  jeder  dreidimensionale  Grenzkörper  eines 
solchen  yierdimensionalen  Körpers  der  Hauptteilung  unterworfen  und 
diese  Hauptteilung  auf  den  dem  yierdimensionalen  Körper  umbe- 
schriebenen  positiv  gekrümmten  Raum  in  analoger  Weise  wie  oben 
übertragen  wird. 

In  analoger  Weise  entstehen  auch  für  den  negativ  gekrümmten 
Raam  zunächst  die  homogenen  Teilungen  (von  denen  schon  in  der 
Einleitung  die  Rede  war),  sodann  die  congruenten,  endlich  die  Haupt- 
teilungen. Da  der  negativ  gekrümmte  Raum,  ebenso  wie  der  ebene, 
in  unendlich  viele  congruente  Teile  zerlegt  werden  kann,  so  bilden 
hier  nur  die  Hauptteilungen  der  regelmässigen  Polyeder  das^Kriterium 
für  die  Hauptteilungen  des  Raumes. 

Zunächst  ist  nun  die  Anzahl  der  Körper  (c),  Flächen  (/),  Kanten 
(k)  und  Ecken  (e)  in  einem  regelmässigen  yierdimensionalen  Körper, 
und  demnach  auch  gleichzeitig  in  der  mit  seiner  Hilfe  bewirkten 
„homogenen  Teilung  des  positiv  gekrümmten  dreidimensionalen  Rau- 
mes^' aus  folgender  Tabelle  ersichtiich  (vgl.  Nova  Acta  S.  434): 


Ta 

bellt 

>    B. 

1      ' 

f 

k 

« 

1)    Fan&ell 

5 

10 

10 

6 

2)    SechszehnzeU 

16 

32 

24 

8 

3)    Sechshnndertzell 

6(X) 

1200 

723 

120 

4)    Achtzell 

8 

24 

32 

16 

5)    Yierandzwanzigzell 

24 

96 

96 

24 

6)    Handertzwanzigzell 

120 

720 

1200 

600 

Es  möge  femer  für  „sämtliche  Fälle  homogener  Raumteilung^ 
'(also  Teilung  des  positiv  gekrümmten,  ebenen  und  negativ  gekrümmten 
Raumes)  P  die  Anzahl  der  in  jeder  Ecke  und  x  die  Anzahl  der  in 
jeder  Kante  zusammenstossenden  Körper  bedeuten  (in  jeder  Fläche 
stossen  natürlich  2  Körper  zusammen),   ausserdem  p  die  Anzahl  der 
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in  jeder  Ecke  eines  einzelnen  Körpers  znsammenstossenden  Kanten 
(oder  Flächen).    Dann  ist  Nova  Acta  S.  401,  Formel  34a) 

2pF 


mithin  gelten  fttr  die  elf  Fälle  der  Teilung  folgende  Zahlen: 


Tabelle    C. 


4) 

p 

X 

KrflmmuBf  des 

P   i 

geteilton  Benmes 

1)  Fünfzelligetetraedrische  Teilung 

3 

4 

3 

+ 

2)  Sechszehnzellige  tetraedr.  Teilung 

3 

8 

4 

+ 

3)  Sechshundertzellige  tetraedr.  Tlg. 

3 

20 

5 

+ 

4)  Achtzellige  hexaedrische  Teilung 

3 

4 

3 

+  • 

5)  Vierundzwanzigzelligeoktaedr.Tl. 

4 

6 

3 

+ 

6)  Hnndertzwanzigz.  dodekaedr.  Tl. 

3 

4 

3 

+ 

7)  Unendliche  hexaedrische  Teilung 

3 

8 

4 

0 

8)  Unendliche  ikosaedrische  Teilung 

5 

12 

3 

— 

9)  Unendliche  hexaedrische  Teilung 

3 

20 

5 

-- 

10)  Unendliche  dodekaedr.  T.  1.  Art 

3 

8 

4 

— 

11)  Unendliche  dodekaedr.  T.  2.  Art 

3 

20 

5 

— 

Bei  der  nun  vorzunehmenden  Aufstellung  aller  Hauptteilungen 
des  positiv  und  des  negativ  gekrümmten  Baumes  soll  zur  besseren 
Yeranschanlichung  d^r  den  Baum  ausfüllenden  Zellgewebe  in  jedem 
der  Fälle  1  —  6  und  8—11  die  Anzahl  der  Körper  'mitbestimmt 
werden,  welche  in  einem  Eckpunkte,  Kanten-,  Flächen-  und  Körper- 
mittelpunkte  der  der  Teilung  zu  Grunde  liegenden  regelmässigen 
Polyeder  zusammenstossen.  —  Alle  Teilkörper  sind  Tetraeder,  die 
von  constant  gekrümmten  Flächen  begrenzt  werden,  und  schliessen 
einen  Teil  des  (positiv  oder  negativ)  gekrümmten  Baumes  in  sich. 


I.    Congrnente  Teilungen  des  positiv  gekrümmten  Raumes« 

1.  Die  fünfzellige  tetraedrische  Teilung  liefert,  wenn 
jedes  der  fünf  regelmässigen  congruenten  Tetraeder  der  Hauptteilung 
in  24  congruente  Tetraeder  (s.  Tabelle  A.)  unterworfen  wird,  eine 
Zerlegung  des  Baumes  in  5.24  = 
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1)  120  congruente  Tetraeder 
(Hossfeld  a.  a.  0.  S.  315,  Fall  4.) 

An  jedem  der  5  Körpermittelpunkte  liegen  24  Tetraeder, 
an  jedem  der  10  Flächenmittelpunkte  (s.  Tabelle  B.)  2.6«12 
Tetraeder,  an  jedem  der  10  Kantenmittelpunkte  3.4  -=  12  Te- 
traeder (da  X  —  3,  nach  Tabelle  C),  endlich  an  jedem  der  5  Eck  - 
punkte  4.6  =  24  Tetraeder  (da  P  —  4,  nach  Tabelle  C.) 

Anm.  Bei  der  Hauptteilung  eines  regelmässigen  Tetraeders 
liegen  nämlich,  wie  man  unmittelbar  erkennt,  an  jedem  Flächen- 
mittelpunkte 6,  an  jedem  Kantenmittelpunkte  4,  an  jedem' Eckpunkte 
6  Tetraeder.  Diese  Zahlen  sind  noch  bzhw.  mit  der  Zahl  der  in 
einer  Fläche,  Kante  oder  Ecke  znsammenstossenden  regelmässigen 
Tetraeder  zu  multipliciren. 

2.  Die  sechszehnzellige  tetraedrische  Teilung  liefert 
durch  Hauptteilung  jedes  Tetraeders  eine  Zerlegung  des  Raumes  in 
16.24  « 

2)  384  congruente  Tetraeder 

(Hossfeld  a.  a.  0.  Fall  5.)i) 

An  jedem  der  16  Körper  mittel  punkte  liegen  24  Tetraeder, 
an  jedem  der  32Flächenmittelpunkte  2.6  «»  12  Tetraeder,  an 
jedem  der  24  Kantenmittelpnnkte  4.4  =  16  Tetraeder,  an 
jedem  der  8  Eckpunkte  8.6  —  48  Tetraeder. 

3.  Die  sechshundertzellige  tetraedrische  Teilung 
liefert  durch  Hauptteilung  jedes  Tetraeders  eine  Zerlegung  des  Baumes 
in  600.24  — 

3)    14400  congruente  Tetraeder 

(Hossfeld  a.  a.  0.  Fall  7.) 

An  jedem  der  600  Körpermittelpunkte  liegen  24  Tetraeder, 
an  jedem  der  1200  Flächenmittelpunkte  2.6  «-  12  Tetraeder, 
an  jedem  der  720  Kantenmittelpnnkte  5 . 4  s=  20  Tetraeder,  an 
jedem  der  120  Eckpunkte  20.6  =  120  Tetraeder. 

4.  Die  achtzollige  hexaedrische  Teilung  liefert  durch 
Hauptteilnng  jedes  Hexaeders  eine  Zerlegung  des  Raumes  in  8.48 
—  384  congruente  Tetraeder. 


1)  Zu  dieser  Teilung  gelangt  auch  (vom  Standpunkte  der  Substitut! onagroppen 
ans)  Gouraat.  (Etüde  des  surfaces  qni  admettent  tons  les  plans  de  sym^trie 
d'nn  polyMre  regulier  HI.  Ann.  seient.  de  TEcole  norm.  sup.  (8).  IV.  335 
(1887).) 


Digitized  by  VjOOQIC 


Schlegel:   Ueber  conyruenie  Raumteilungen.  \&\ 

As  jedem  der  8  Körpermittelpunkte  liegen  48  Tetraeder, 
an  jedem  der  24  Flächenmittelponkte  2.8=16  Tetraeder,  an 
jedem  der  32   Eantenmittelpunkte    3.4  «12    Tetraeder,    an 
jedem  der  16  Eckpunkte  4.6  =  24  Tetraeder. 
• 

Anm.  Denn  bei  der  Hauptteilung  eines  regelmässigen  Hexa- 
eders liegen  an  jedem  Flächenmittelpunkte  8,  an  jedem  Eanten- 
mittelpunkte 4,  an  jedem  Eckpunkte  6  Tetraeder. 

Hiernach  ist  die  eben  erhaltene  Teilung  identisch  mit  der  in 
Nr.  2.  beschriebeDen,  da  nur  die  Benennung  der  Punkte  in  beiden 
verschieden  ist. 

5.  Die  vierundzwanzigzellige  oktaedrischo  Teilung 
liefert  durch  Hauptteilung  jedes  Oktaeders  eine  Zerlegung  des  Raumes 
in  24.48  = 

4)    1152  congruente  Tetraeder 

(Hossfeld  a.  a.  0.  Fall  6.) 

An  jedem  der  24  KOrpermittelpunkte  liegen  48  Tetraeder, 
an  jedem  der  96  Flächenmittelpunkte  2.6  —  12  Tetraeder,  an 
jedem  der  96  .Kantenmittelpunkte  3.4  »12  Tetraeder,*  an 
jedem  der  24  Eckpunkte  6.8  «  48  Tetraeder. 

Anm.  Denn  bei  der  HauptteiluDg  eines  regelmässigen  Okta- 
eders liegen  an  jedem  Flächenmittelpunkte  6,  an  jedem  Kanten- 
mittelpunkte 4,  an  jedem  Eckpunkte  8  Tetraeder. 

6.  Die  hundertzwanzigzellige  dodekaedrische  Tei- 
lung liefert  durch  Hauptteilung  jedes  Dodekaeders  eine  Zerlegung 
des  Raumes  in  120.120  =  14400  congruente  Tetraeder. 

An  jedem  der  120  Körpermittelpunkte  liegen  120  Tetra- 
eder, an  jedem  der  720  Flächenmittelpunkte  2.10  «»  20  Te- 
traeder, an  jedem  der  1200  Kantenmittelpunkte  3.4  =  12 
Tetraeder,  an  jedem  der  6U0  Eckpunkte  4.6  —  24  Tetraeder. 

Anm.  Denn  bei  der  Hauptteilung  eines  regelmässigen  Dodeka- 
eders liegen  an  jedem  Flächenmittelpunkte  10,  an  jedem  Kanten- 
mittelpunkte 4,  an  jedem  Eckpunkte  6  Tetraeder. 

Die  eben  gefundene  Teilung  ist  also  identisch  mit  der  in  Nr.  3. 
beschriebenen,  da  wiederum  nur  die  Benennung  der  Punkte  in  beiden 
verschieden  ist. 

Es  sind  hiernach  im  ganzen  aus  den  6  regelmässigen  vier- 
dimensionalen  Körpern  4   congruente  Maximalteiluugen   des    positiv 

Arcli.  d.  Malli.  u.  Phya.    2.  Reihe,  T.  X.  *  1 
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gekrümmten  Raumes  hervorgegangen.  ~  Um  zu  weiteren  derartigen 
Teilungen  zu  gelangen,  sind  zunächst  die  uneigentlichen  regel- 
mässigen Tierdimensionalen  Körper  zu  ermitteln.  Denn 
auch  auf  der  Eugeliiäche  geht  eine  analoge  Teilung  aus  den  beiden 
uneigentlichen  regelmässigen  Polyedern  hervor. 

Es  sei  nun  zunächst  daran  erinnert,  dass  unter  den  regel- 
mässigen Polygonen  ein  uneigentliches  existirt,  das  von  der 
doppelt  gedachten  Strecke  (AB)  begrenzte  Zweieck,  welches  2  ein- 
fache Eckpunkte  und  2  sich  deckende  Seiten  enthält,  aber  keine 
Fläche  einschliesst.  Seine  Endpunkte  teilen  die  über  AB  als  Durch- 
messer beschriebene  Kreislinie  in  zwei  congruente  Bogen.  —  Unter 
den  regelmässigen  Polyedern  giebt  es  zwei  uneigentliche, 
nämlich  erstens  die  p- fache  Strecke  (AB)  mit  2  Eckpunkten,  p  zu- 
sammenfallenden Kanten  und  p  zusammenfallenden  Nullflächen 
(Zweiecken),  welche  keinen  Körper  einschliessen,  zweitens  das  doppelt 
gedachte  regelmässige  Polygon  mit  n  Ecken ,  n  Kanten  und  2  zu- 
sammenfallenden Flächen,  welches  ebenfalls  keinen  Körper  einschliesst. 
(Beide  genügen  offenbar  der  Bedingung  der  Euler'schen  Polyeder 
g-f-/«.  A?-|-2).  —  Donken  wir  uns  das  erste  dieser  Polyeder  als 
Durchmesser  (Axe)  einer  Kugelfläche ,  A  und  B  als  Pole ,  und  das 
zweite  Polyeder  dem  zugehörigen  Aeqnator  ein  beschrieben,  so  geht 
durch  Uebertragung  der  Kanten  des  ersten  auf  die  Kugelfläche  eine 
Teilung  derselben  in  n  congruente  Zweiecke  (Meridianteilung)  her- 
vor, und  durch  Uebertragung  der  Kanten  des  zweiten  auf  die  Kugel- 
fläche eine  Teilung  derselben  in  2  Halbkugeln  (Aequatorteilung). 
Beide  zusammen  geben  eine  Maximalteilung  der  Kugelfläche  in  2n 
congruente  Dreiecke.    (Vgl.  auch  die  Fussnote  S.  155). 

Um  nun  in  analoger  Weise  die  uneigentlichen  regelmässigen 

vierdimensionalen   Körper  und   ihren  Zusammenhang   mit  der 

Teilung  des   positiv  gekrümmten  Raumes   zu  ermitteln,   haben  wir 

nur  in  der  Formel 

_         2pP  

'-  P(p-2)+4 

(S.  159)  die  Annahme  p  <  3  oder  a;  <  3  oder  P  <  4  zu  machen^ 
da  j>  «  a;  —  3,  P  =  4  die  Minimalwerte  sind,  welche  zu  eigentlichen 
Körpern  jener  Art  führen  (Nova  Acta  S.  401).  —  Man  erhält  hierbei 
nur  2  Gombinationen,  nämlich 

p  «  2,    «  =  P    und    P  =  2,    «  =  2 

Im  ersten  Falle  kann  x  (oder  P),  im  zweiten  ;>  jeden  beliebigen 
Wert  annehmen. 
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Im  ersten  Falle  wird  der  yierdimensionale  Körper  von  beliebig 
yielen  (n)  zusammenfallenden  regelmässigen  Polygonen  begrenzt,  da 
die  Annahme  ;>  »  2  die  Bedeutung  hat,  dass  an  die  Stelle  der  den 
Körper  begrenzenden  regelmässigen  Polyeder  ebensolche  (doppelte) 
•Polygone  treten,  und  die  Annahme  x  ^  P  festsetzt,  dass  in  jeder 
Ecke  und  jeder  Kante  eine  beliebige  aber  gleiche  Anzahl  solcher 
Polygone  zusammenstösst.  Diese  Polygone  sind  Nullkörper  und 
schliessen  keinen  vierdimeusionalen  Raum  ein.  Das  ganze  Gebilde 
ist  hiemach  vollkommen  analog  zu  dem  ersten  der  nneigentlichen 
regelmässigen  Polyeder. 

Im  zweiten  Falle  wird  der  vierdimensionale  Körper  von  zwei 
zusammen  fallenden  regelmässigen  Polyedern  beliebiger  Art  (da  p  be- 
liebig ist)  begrenzt.  Es  stossen  dann  in  der  Tat,  wie  die  Bedingungen 
P  «  2  und  X  —  2  verlangen,  in  jeder  Ecke  und  jeder  Kante  2  Poly- 
eder zusammen.  Auch  hier  ist  der  von  den  beiden  Körpern  begrenzte 
vierdimensionale  Kaum  null,  und  das  ganze  Gebilde  ist  analog  dem 
zweiten  nneigentlichen  regelmässigen  Polyeder  0. 

Im  ersten  Falle  gelangt  man  durch  üebertragung  der  Polygon- 
kanten auf  den  umbeschriebenen  Kreis  und' durch  Uebertraguug  der 
»ich  deckenden  beliebig  vielen  (a)  Kreisflächen  in  den  positiv  ge- 
krümmten Raum  zu  einem  Systeme  cougruenter  Kugelflächen,  die 
sich  alle  in  demselben  grössten  Kreise  schneiden  und  halbircn,  und 
von  denen  je  zwei  benachbarte  immer  gleiche  Winkelabstände  haben. 
Dieselben  teilen  den  Raum  in  2a  congruente  Teile.  —  Man  kann 
dieses  System  in  analoger  Weise  in  den  ebenen  dreidimensionalen 
Raum  projiciren,  wie  die  gewöhnlichen  Kartendarstellungen  der  öst- 
lichen oder  westlichen  Erdhalbkugel  das  analoge  System  der  Meridiane 
auf  die  Ebene  projicirt  zeigen.  Zu  diesem  Zwecke  denke  man  sich 
in  einem  rechtwinkligen  dreiaxigen  Coordinatensysteme  die  Kugel- 
fläche 

construirt,  und  innerhalb  derselben  über  und  unter  dem  Kreise 


1)  Beide  Körper  genügen  der  zum  Enler'schen  Polyedersatz  analogen  Be- 
dingung der  Tierdimensionalen  Körper 

(S.  NoTa  Acta  S.  397,  Fusanote).     Es  ist  nämlich  im  ersten  Falle 

£  =  Ä  =  n,     5  =  C 
im  zweiten 

JS-f  5==Ä^-|-2     und     C=2 

wobei  die  Zahl  der  Ecken,  Kanten,   Fl&chen  und  Körper  bzhw.  mit  E,  A",  S, 
C  bezeichnet  ist. 

11» 
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aj«  +  y«  «=  r» 

beliebig  viele  Kugelkappen,  deren  Eagelmittelpunkte  sämtlich  auf 
der  a-Axe  liegen.  Dieselben  teilen  den  Kugelraum  in  eine  Reihe 
von  Schalen,  deren  jede  von  zwei  in  dem  Kreise 

sich  schneidenden  Kappen  begrenzt  ist. 

Ein  zweites  System  von  KugelHächen  (Anzahl  t),  die  unter  sich 
und  mit  denen  des  vorigen  Systems  congruent  sind,  ebenfalls  in 
gleichen  Winkelabständen  auf  einander  folgen  und  die  letzteren 
Flächen  rechtwinklig  schneiden,  vollendet  die  Teilung  des  positiv  ge- 
krümmten Raumes  in  eine  Maximalzahl  von  2a.2T  = 

5)    4aT  cogruenten  Tetraedern 
(Hossfeld  a.  a.  0.  Fall  3). 

In  dem  soeben  beschriebenen  Projectionsgebilde  wird  diese 
Teilung  durch  ein  System  an  die  Stelle  grösster  Kugelilächen  treten- 
der Ebenen  vollendet,  die  alle  durch  die  s-Axe  gehen  und  in  gleichen 
Winkelabständen  auf  einander  folgen,  ebenso  wie  in  der  oben  er- 
wähnten Darstellung  der  Halbkugel  auf  der  Ebene  die  Maximal- 
teilung in  2n  sphärische  Dreiecke  durch  den  als  Gerade  erscheinenden 
Aequator  vollendet  wird. 

Bestehen  die  beiden  Kugelsysteme  nur  aus  je  2  Orthogonal- 
kugeln, so  ist 

(J  =»  T  =»  2 

und  man  erhält  als  speciellen  Fall  die  (schon  Nova  Acta  S.  442 
unter  1)  beschriebene)  Maximal teilung  des  positiv  gekrümmten 
Raumes  in  16  congmente  Tetraeder  mittelst  vier  auf  einander  senk- 
rechter Kugelflächen  (auch  hervorgehend  aus  dem  Sechszehnzell).  — 
Das  Analo£;on  hierzu  ist  die  Kugelteilung  mittelst  zweier  sich  senk- 
recht schneidenden  Meridiankreise  und  des  Aequators. 

Im  zweiten  Falle  gelangt  man  zunächst  durch  Uebertragnng 
der  Polyederflächen  auf  die  umbeschriebeue  Kugel  zu  einer  Teilung 
des  positiv  gekrümmten  Raumes  in  zwei  congmente  Hälften  mittelst 
dieser  Kugelfläche  selbst.  Legt  man  nun,  orthogonal  zu  dieser 
Kugelfläche,  diejenigen  ebenen  Räume,  welche  das  zu  Grunde  gelegte 
regelmässige  Polyeder  in  den  Ebenen  schneiden,  die  seine  Haupt- 
teilung bewirken,  so  schneiden  dieselben  ebenen  Räume  den  positiv 
gekrümmten  Raum  in  Kugelflächen,  welche  jede  der  vorher  erhaltenen 
Hälften  dieses  Raumes  in  eine  der  Hauptteilung  des  Polyeders  ent- 
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Bprechende  Anzahl  von  Tetraedern  zerlegen.  —  Hierbei  ist  das 
Tetraeder  als  Ausgangskörper  auszuschliessen ,  da  seine  Teilüngs- 
ebenen  dasselbe  Resultat  (24  Tetraeder)  ergeben,  wie  die  Teilung 
des  Hexaeders  durch  die  6  Ebenen,  welche  durch  je  zwei  gegenüber- 
liegende Kanten  gehen,  eine  Teilung,  die  erst  durch  das  Hinzutreten 
dreier  durch  den  Mittelpunkt  gehenden  und  den  Seitenflächen  des 
Hexaeders  parallelen  Ebenen  zu  einer  Maximalteilung  wird.  (Vgl. 
Fnssnote  S.  157). 

Im  Uebrigen  ist  der  eben  entwickelte  Gedankengang  durchaus 
analog  demjenigen,  welcher  von  der  Teilung  der  Kugelfläche  in  zwei 
Ualbkugelu  zu  derjenigen  in  2n  congruente  sphärische  Dreiecke 
führt  (d.  h.  zu  der  8. 162  besprochenen  combinirten  Aequator-  und 
Meridianteilung). 

Unter  Zugrundelegung  des  Oktaeders  oder  Hexaeders  er- 
giebt  sich  demnach  eine  Teilung  jeder  Hälfte  des  constant  positiv 
gekrümmten  Raumes  in  48  congruente  Tetraeder  (vgl.  Tabelle  A.), 
und  eine  Teilung  des  ganzen  Raumes  in  2.48  — 

6)  96  congruente  Tetraeder 
(Hossfeld  a.  a.  0.  Fall  1). 

Unter  Zugrundelegung  des  Dodekaeders  oder  Ikosaeders 
ergiebt  sich  eine  Teilung  jeder  Hälfte  des  constant  positiv  gekrümmten 
Raumes  in  120  congruente  Tetraeder,  demnach  eine  Teilung  des 
ganzen  Raumes  in  2.120  ^ 

7)  240  congruente  Tetraeder 
(Hossfeld  a.  a.  0.  Fall  2). 

Hiermit  sind  die  7  von  Hrn.  Hossfeld  ermittelten  Fälle  erschöpft. 
—  In  den  drei  hier  zuletzt  behandelten  Fällen  ist  übrigens  die  Tei- 
lung des  Raumes  durch  vollständige,  Flächen  unmittelbar  ein- 
leuchtend. 


n.    Congruente  Teilungen  4es  negativ  gekrilmmten  Raumes. 

1.  Die  unendliche  ikosaedrische  Teilung  liefert,  wenn 
jedes  Ikosaeder  der  Hauptteilung  in  120  Tetraeder  unterworfen  wird 
(S.  Tabelle  A.),  eine  Zerlegung  des  Raumes  in  congruente  Te- 
traeder, die  durch  folgende  Eigenschaften  charakterisirt  ist 
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An  jedem  Körpormittelpankte  liegen  120  Tetraeder,  an 
jedem  Flächenmittelpunkte 

2.6  «12  Tetraeder 

an  jedem  Kantenmittelpunkte 

3.4«  12  Tetraeder 

(da  x  »  3,  nach  Tabelle  C),  endlich  an  jedem  Eckpunkte 

12 .  10  «  120  Tetraeder 

(da  P—  12,  nach  Tabelle  C.) 

Anm.  Denn  bei  der  Hauptteilung  eines  regelmässigen  Ikosa- 
eders  liegen  an  jedem  Flächenmittelpunkte  6,  an  jedem  Kanten- 
mittelpunkte 4,  an  jedem  Eckpunkte  10  Tetraeder. 

2.  Die  unendliche  hexaedrische  Teilung  liefert  durch 
Hauptteilung  jedes  Hexaeders  eine  Zerlegung  des  Raumes  in  con- 
gruente  Tetraeder,  für  welche  folgende  Zahlen  gelten. 

An  jedem  Körpermittelpunkte  liegen 

48  Tetraeder 

an  jedem  Flächenmittelpunkte 

2.8  =  16  Tetraeder 

an  jedem  Kantenmittelpunkte 

5.4«  20  Tetraeder 

(da  a;  =  5,  nach  Tabelle  C),  an  jedem  Eckpunkte 

20.6  =-  120  Tetraeder 

(da  P—  20,  nach  Tabelle  C).    (Vgl.  Anm.  zu  Nr.  4,  S.  161). 

3.  Die  unendliche  dodekaedrische  Teilung  1.  Art 
liefert  durch  Hauptteilung  jedes  Dodekaeders  eine  Zerlegung  des 
Raumes  in  congruente  Tetraeder,  für  welche  folgende  Zahlen 
gelten. 

Au  jedem  Körpermittelpunkte  liegen 
120  Tetraeder 
an  jedem  Flächenmittelpunkte 
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2.10  —  20  Tetraeder 
an  jedem  Eantenmittelpunkte 

4.4  =  16  Tetraeder 
(da  X  =  4,  nach  Tabelle  C),  an  jedem  Eckpunkte 

8.6  «-  48  Tetraeder 
(da  P=8,  nach  TabeUe  C),    (Vgl.  Anm.  zu  Nr.  6,  S.  161). 

Hiernach  ist  die  eben  erhaltene  Teilung  identisch  mit  der  unter 
Nr.  2.  beschriebenen ,  da  nur  die  Benennung  der  Punkte  in  beiden 
verschieden  ist. 

Die  Mitten  der  bei  Teilung  2  um  einen  Punkt  herum  liegenden 
20  Hexaeder  sind  die  Ecken  eines  Dodekaeders  der  Teilung  3.  Und 
die  Mitten  der  bei  Teilung  3  um  einen  Punkt  herum  liegenden  8 
Dodekaeder  sind  die  Ecken  eines  Hexaeders  der  Teilung  2. 

4.  Die  unendliche  dodekaedrische  Teilung  2.  Art 
liefert  folgende  Zerlegung  des  Raumes  in  eongruente  Tetra- 
eder. 

An  jedem  Eörpermittelpunkte  liegen 

120  Tetraeder 

an  jedem  Flächenmittelpunkte 

2.10«  20  Tetraeder 

an  jedem  Eantenmittelpunkte 

5.4  =  20  Tetraeder 

(da  a; «  5,  nach  Tabelle  C),  an  jedem  Eckpunkte 

20.6  «  120  Tetraeder 

(da  P  «  20,  nach  Tabelle  C). 

Wir  haben  hiernach  im  ganzen  drei  eongruente  Maximalteilungen 
des  constant  negativ  gekrümmten  Raumes  erhalten. 

Diese  letzteren  Teilungen  sind,  wie  ich  einer  gef.  brieflichen 
Mitteilung  des  Herrn  Prof.  Dyck  entnehme,  nicht  die  einzigen  ihrer 
Art.  Es  giebt  neben  denselben  noch  andere,  deren  Eckpunkte  ent- 
weder innerhalb  oder  auf  der  „Fundamentalkugel''  der  Massbestim- 
mung (vgl.  z.  B.  den  Eingangs  citirten  Aufsatz  des  Hrn.  Dyck  p.  70. 
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Fall  3)  gelegen  sind.  Um  zu  diesen  zn  gelangen,  müssten  die  homo- 
genen Teilungen  des  negativ  gekrümmten  Raumes  eine  ähnliche 
Vervollständigung  erfahren,  wie  es  oben  mit  denen  des  positiv  ge- 
krümmten Raumes  geschehen  ist.  Doch  mag  im  Interosse  der  Kürze 
dieser  Hinweis  genügen. 

Es  sei  schliesslich  bemerkt,  dass  die  oben  mit  1)  bis  4)  bezeich- 
neten Teilungen  des  positiv  gekrümmten  Raumes  an  den  von  mir 
hergestellten  Projectionsmodellen  der  regelmässigen  vierdimensionalen 
Körper  (Verlag  von  Brill  in  Darmstadt)  veranschaulicht  werden 
können,  indem  es  nur  erübrigt,  die  in  jenen  Modollen  auftretenden 
Polyeder  den  oben  erwähnten  Hauptteilungen  unterworfen  zu  denken, 
was  der  geometrischen  Vorstellungskraft  keine  Schwierigkeit  be- 
reitet. 

Hagen  i./W. 
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IX. 

Transformationen  der  Potenzreihen  ganzer  und 
reciproker  Zalen. 

Von 

Franz  Rogel. 


^.     ^       .  sinn®        ,  cosnqp  ,  .  .        .        .    ,  .  »   , 

Die  Quotienten  —. und lassen  sich  auf  zweierlei  Arten 

^  sin  q)  cos  q> 

in  endliche  Reihen  verwandeln.     Durch  wiederholtes  Differentiiren 

und  Integriren  und  Spccialisiruugen  des  Bogcns  entstehen  eigenartige 

mit  den  Potenzreihen  der  ganzen  und  der  reciproken  Zalen  hzhw. 

gleichwertige  Reihen ,    welche  die  Bernoulli'schen  resp.  Euler'schen 

Zalen  nicht  enthalten. 


I.    Reihen  mit  geradem  Exponenten  und  Zeithenfolge 
und  Reihen  mit  ungeradem  Exponenten  und  Zeichenwechsel 

1.    Transformation  der  Reihen. 

Sin  «  12h  +  22»+  .  .  .   +i2n 

T2n  -  l-'~  +  32»»+   .  .  .    +Ä:2h 

A;  — 1 

K2.,+l  «  l2n+l-32H+l  +  52«+l+    .  .  .   +(-1)     ^     Ä;2«+l 

V2n  =  l2»»-22"  +  32"+  .  .  .   +(  -l)y+l/i« 

Durch  2n  und  2n -f-l  maliges  Differentiiren  der  für  jeden  Wert 
von  ip  und  für  ungerade  m  giltigen  Formel: 
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O  =  cos2qp  +  cos49+  . .  .  +cos(m  — l)qp  =>  — i+  ^-!^ 

=  OT ^— ^  j smV+  -^^ ^ji ^'sin*9  .  .  . 

m-1 


'  •    •  ml  ^ 

entsteht,  wenn 


gesetzt  wird 


<P  —  0,     «  ^-    und     -=•  ^- 


.,2_i  2  (m2— I2)(m«— 32) 

»4 


mf       m2-l«         ,    (m2-l2)(ir 

"2L"  ■~3T"^2  + öT 


m— 1 


(m2~l2)  ...    [m^^m-^2^]  1 


TS 


2 

m 
■^  2_ 

m— 1 
2 


[      '^*-l\     ,    (m2-l»)(mt-3«), 

i — 2r  ^2  + 5! ** 


2>y2n+l  (I>  =  (_l)n  22H+1  J73„+ 1 


m\      m»— 1»        ,    (m«— 1*K«**— 3«) 


m  r     m»— 1» 
"2  L"""*3"r'^*+  5! 

(m2-l«)(m«--32)(m»--52) 
7! 

Die  Coefficienten  a,  2«,  c,  c/  zu  bestimmen,  dient 

r 
(—1)    2''-lsin''^  —  COSry  —  (    j  C08(r— 2)g)  .  .  . 


....] 


2) 


4) 


5) 
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. .  .  +  (-1)^       (-2-lJco82g>  +  (-l)^  \~  )    (r  gerade)  .5) 

es  ist  dann 

-+-2 
-  (  -1)  'F=i[^-  fi)  (••-2)*'+  (2)  (r-4)»»  .  .  . 


(-1^'  'ü-vH 


ff 


-  ^  ['^"+  (0  <'-2)'"  +  (2)  ('■-4)2« 


r— 2 


(-1)  * 


|^,3«+l  _  Q  (r-4)2»+l+  Q  (r-8)*.+» . .  .J 


—      2r-l 

r  ^  2  mod  4 

9  =  4 

»+!+'■ 
(-1) 


2r-l 


(i)  (r-2)2»+»  -  (3)  (r-6)2»f  1  . .  .] 


r  ^  0  mod  4 
und 
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"'»-1 '—  2>»-2 


,   m — 1 
«+-.7- 
(-1) 


..+(- 


(*^+(J)22«) 


C  = 

r4r+2  =  |"4v+2)2"+i-  (**'^^)  (4v-2)2"+i 
+  (*'f),4,-6,-.....] 
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d»- 


( -  1)"+^  //8' 


2' 


^\l^nn-{^^^»{Ä 


^.='^((?)'»---C,>-+C>") 

■^ -'-5£*[(V)("-«-f-Ca')<*'«'-" 

+  (*')(4.+6)W...] 
Nach  Einsetzung  dieser  Werte  in  1)  ergiebt  sich 

^"""4    L~~3!  ""•  5!  2! 


^  7! 


(n-l)g''       i<m-l\(m-3)2"  "2^~(m-3  h 

f»     m*—V^  _  (m''-l'0(m»-3«)  ^^+ (ij 
*'~'4L     3!  5!  2! 


il* 


.*..l»)(m«-3*)(«»*-5*)     3^"+ (1)2'"+© 


7! 
»n+1 


2     (m«-l«)    ..^[«^-(m_2)«| 


/to— 1\2"  ,    /m-l\/m-3\2»         ,    (m— 3)-l 
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'^*""  4  L     3!  5!  •  'W 

3-.1  -  Q) 


7!  2* 


^  (m'-l«)    ■  .  .  (m«-7»)    (i)3^*+''      (3) 


+ 


9!  li« 

2»  •  •  J 


X ^-^755 -■■ ■••I  8) 

m  -  2*-j-l 


'  2         -4   13!  5!"      "'   2»    '^ 

^@    1 

2«         •     J 


32n  + 


(m«-lg)(mg-3^)(m^-5g) ^^  1 

71  '         2*  ■  *J  ^ 

m  —  2it  +  l 


•n  -4—1 

Sämtliche  mit  dem  — 0—  tea  Gliede  abbrechende  Reihen  lassen 


sich  mit  Rücksicht  anf 


2*  3!    ""*l 

2 


H-3> 

(m»-l»)(m^->3«)  _  1  /      2       \  ^10) 

2*.51  ""H  /  [ 


(m«-l«)(m«-3»)(m»-6g)  _      /       2' 
2«. 7!  ""^^ 
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2^.9!  ""  * 


auch  schreiben 


— Kw«ii"j(--(t)) 

■|)(--G)-+G))- 
■  ■•+  i(:i;)(("rT-(T')(TT-- 

±  (4))] 

m+l 

■•+<-'"^  i(:::)((TT+rr')(=f-T- 


11) 


12) 
m  =  2j,-f  1 


/m+5N 


13) 
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+.Ci;(G)»--®) 

2.    Transformation   der  Reihen. 


-S2„-= 

l2»i  +  22«  "^  •  •  •  ~f".7^'»»' 

T2„  = 

I2n  "T  32«  "T  •  •  •  ^  Ißn 

k—1 

Ü2H+1 

__1 1.    .     .!_ 

—  12« fl         32»i+l^  52fif 

,...+' 

-1)     --i 

Vi„  = 

l2«          22»    •     32»''  *      "^ 

Durch  Intcgrireu  der  Gleichung  1)  ( 

entsteht 

9> 
P                 sin  2?-       sin4(p 

0 

8in(»i— l)<jp 

0      0 

COS  2qp       cos  4t; 
=           2^  ~  "■      4«     *  •  • 

cos(n»- 

ly  "*'2* 

und  die  2n  und  2»  +  !  fachen  Integrale 
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2n     q> 

0 

^  (2n— 2) !  2»  ^  (2n— 4) !  2*  ^        ^  (2n-6)  l  2«  *  '  ' 

2n4-l      9> 

/_,^  ,     .,    /8in2g>  ,    Bin4<p         ,  8in(m— Ij^X 


»2n^ 


^  (2n~l)!  2»^  (2n— 3)!  2*  ^ 

^  (2n-5)l  2«^         •  •  •  ^^     ^^       2««  ^ 

Für  qp  —  2 '  '^^^P*  ~  T  *^^ 
2n      7 

•     (-1) 

(2n— 4) !  2*  \2  /         •  '  '  -t"  ^     ^>       2 !  22«-«  V2  /      ^^^ 
2»+l       9) 

(2n-3)  i  2«  U y        ■  ■  ■  "^  ^    ^    31  22»-«V4/ 
+  (-l)"-^^-f  16) 


Es  ist  aber  aach 
2n      q> 


-1    /n\^       f»(m«-.2«) 


2.3!      "» 


m(i^«-^l»)(m2-^3») 
+  2.5!  *  ^'^ 


Aieh.  d.  Math.  n.  Phyi.    2.  Reihe,  T.  X.  IS 
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2n-}-l      9 

J     ^^^  -2(2H=l)!i4)        --^3!-^^ 


TT 

9"- 4 


hierin  ist 


und 


+ 2:5] ^4  18) 

2n      9) 
«r  -^     /     sin*'^^^ 

^2 


TT 


2n+l      <p 
/3r  —  /    sin^'^rf^  r  gerade 


0 
15)  mit  17)  and  16)  mit  18)  verglichen,  ergiebt ; 


-1 
w-1    /«y«        m(m«~l«)  ?n(fit^— l«)(mg^3^) 


Uy  "^    2.31  '^«^ 


2(2n)!  V2y     "~       2.31      "«  ^  2.5!  «4  •  •  • 

w-1  

2    m(m«-l«)...(m«-m->2') 

•  •  +  (-i>      2^;^ «-^  ^^^ 

22;rfr^2n+i  +  (2n^l)I25V4/        •••  +  (-1)"'    2^4 

m— 1       /^Y«+i        m(m»-l^)  m(m«— l«)(m^— 3«) 

""2(2»+l)!    Uy         ""      2.3!      P?"*"  2.5!  *^*" 

in-l  

.  /     1^     2     >»(m«--l«)  .  .  .  (m»-m~2^). 

Zur  Bestimmung  der  a  und  /S  dient  wieder  die  Formel  5) ;  es  ist 


0 
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?-> 


/U.,-Q),^,+  (;-02|^- 


*>  »       x-\  cosry 


-K-Oi.-Q-Oi,... 


0 

r  r 


"i"      /^\    fl,n  f(p 


l-./JX^-  Q)  5^+Q-.)  S2|^'  + 

0 

-[Q-')i.-Q-Oi.... 


12» 


Digitized  by 


Google 


130  Rogel:    Tranfformationen  der  Pottnzreihtn 

+K-.)^-Q-Oi... 


6 


2n     <p  /^^\ 

0 

f*  9"  t* 

...+(V(;)i;:V,+(-.r'j.] 

(-l)»-'2!  [(:_J    2^^  -  (r  _2)  4'"-'  "  "  " 

*■  --1  1 

2  /r\  1  2  1 

-  r— 1      1 

•  •  •  +  (-1)^  (i)  (;n|)2-«+(-i)^      ^J 
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2«-f-l 
2^ 


.     +1)! 

0 


(2n— 1)!'-^2      ^'2*       \     ^'    4,*-- 
^^  (2«-3)!  '-^2^''  2*       ^2     ^^  \*     ■• 


(- 1)«-»  f-' [ (-2 -\)  ääJrä -  H-a/ ^2  •  •  • 
■  •  •  +  (-i>^  (i)  ö:zi^2+(-i)^      ^i 

+(-i)-^i(i-i)^-(E-2)i-- 

.••+(-l)^(;)(-;:^+(V       ;i;J 

0(|)%(-l)»[rrJi 


2»'-iar  — 


2(2n)! 
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(2n-2)!\2/        '^2     ^''2»       ^2     '^    4»-- 


1  r      /»\2»+i 

2'-''-2-(2H:iri(.)U) 

+  (_l)»-i  [  (r_i)  _!__  Q_3)  plp  ..  J 


,2;  (r-2)> 


-  -+1      1 


42h' 


Nach  Einsetzung  der  sich  für  r  =  2,  4,  6  .  .  .  ergebenden  Werte 
in  19)  and  20)  gehen  sofort  Relationen  zwischen  T  und  8  einer- 
seits and  U  and  S  andrerseits  hervor,  deren  charakteristische  Eigen- 
schaft —  die  Verknüpfung  der  Transcendenten  n  mit  rationalen 
Zalen  ~  zur  Trennung  der  T  von  S  und  V  von  8  Torteilhaft  aus- 
gebeutet werden  kann. 
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Da  es  nämlich  in  der  Natur  der  Sache  liegt,  dass  eine  Transcendente 
nicht  dnrch  eine  endliche  Anzal  rationaler  Zalen  ausgedrückt 
werden  kann,  so  können  die  Gleichungen  19)  und  20)  in  ihrer  vollen- 
deten Form  nur  bestehen,  wenn  der  in  irgend  eine  Potenz  multi- 
plicirte  Factor  der  einen  Seite  gleich  ist  dem  in  dieselbe  Potenz 
mnltiplicirten  Factor  der  andern  Seite  der  Gleichung  19)  bzhw.  20). 

Aus  der  Yergleichung  der  Ton  n  freien  Glieder  ergeben  sich  Tbn 
and  ü^n-k^i'  Nun  ist  der  von  n  freie  Bestandteil  von  ar  nach  leichter 
Redaction 

(-1)"  hGi)  \2^    a)  1 

...        Vg     *'  2*»         2     ^^  42»       •  •  ••' 
daher  der  von 

(-l)«'2/2\ 
•  •••  2.22»  \q) 

—^^  r  (2)  ■'"^  \o)  ¥^  ~  Vi)  2«'») 

T^  \   W  ^    \1/  3*«      \2/  2»»      \q)  4?») 


•2» 
•27 


m-\  m-1 

(-1)»      (2U-3)        (»»-7)    1 
«•»-1  =  2m-a.22»   >>V2"^"T"^^2^  S*"" ' " 

m — 1  m — 1  . 

(m—b)    1^        (m-9)  2.  _        ) 
• .  —  \    2    '  22"         •    2    '  4*»      ■  ■  ■' 

somit  folgt  aas  19) 

m(m»-l«)rHo)      «»»-3»C2/4\       (o))  2n 

a^b.  =  8~~   L"3r  -  "5!""^^   \l)  -  ^S^^  ^^^ 
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(m*-3»)(m«-6«)  (2  /6\   ,   Ho)       (l)) 
■*■  7!  2*  ^    w"^   3*"    "2»»' 

(m«-3«)(m«-5«)(m*-7«)/^  /8\   ,  .  /8\  1 
~  912«  V'^W"^   \l/32» 

m—1  ,  

,    .    ,,~2~  (»»«-3«)(m«-6«)  . . .  (m«-n>-2*)  ,, 

,1»— 1  m — 1, 


xK==?)+.Mi... 

(m-5)    JL^       (m--^9)    JL       \  1 
•  •  •  —  \    2    '^    22»""  ^    2    "^    42»-  '  vj  ^^^ 


m  —  2ft  +  1 


Der  Yon  9r  freie  Bestandteil  von  ßr  ist 


(-^"-'  [(!:_i)-(!:..3)  J_4._    1 

daher  der  von 

(^l)n~l    (o) 

Pa  •    •    22»+i       2 
(-l)n~i    /4\ 

(~l)n^l     //6\         /6\        1      \ 

P6  •    •  2^  22~+i  \V2/       \0/  32H+1/ 

(--l)»-i    //8\       /6\      1    \ 
Ps    •  •  27 .  22«+i  \V3/       \0/  32*»+V 

(^l)n-I       [(m-s)  (m-7)    _1_  1 

Pm-1   .  .  .  2III-2    22n4-l     L\     2     -^  ^     2     "^     32h+1  *  *  '  J 

es  folgt  ans  20) 
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TO(m«— l«)ri   /2\       m«-3«M\ 
Qln+l  =  — i [3,  [^)-  ypär  [ij  . 


71  2*  VV2, 


71  2*  ((2/        \0/  32~+V 


9!  2» 
m— 1  

.»» — 1.  TO — 1 


(1/  32»+i)  • 


m  =  2*4-1 


ff 


Die  YergleichaDg  der  7-  enthaltenden  Glieder   in    20)    ergiebt 


7C 

S2a.    Der  Goefficient  von  j  in  ßr  ist 


2r— 1.  22»  »-  ^2      ^  l^»         ^2       ^  2^  '  * ' 
mithin  der  von 


2.22«  VO 


ft    •  2^22^  ((2/     \iy ^"^ \oy  ¥^) 

A  •  •  277^  vv3y    (2/  225i+  Vi)  32^ ""  \o)  4^j 

Pm-1   .  .  .    2m-2 ,  22ii  L  \     2     -^    12»  ^      2  22»»     *  * 
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m+1 

1 


2 


(-1) 


ans  20)  folgt  somit 

w(m«-l«)ri     /2\       nt*-^/(^\       /4\     1  \ 

^ 4  [3 !  W  ~  2».5!    UV  ~  \0/  22»; 

(n.»-3»)(m«-5«)  //6\       /6\  JL  ,    /6\  JL^ 
•"^  2*.  7!  V\2;       U/  2«""f'V0/3«"/ 

(w«-3«)(m«-5«)(i»*-7«) ,  , 
""  2«.9I  ^ 


m  —  2; -I-  1 


.  . .  +  (-1) 


((3)  ~  (2)  2»»  +  (1)  3»»  ~  W  42-) 

2») 


TO-l 

2      (m»-3«)  ...  (i»«- 
m!  2*-« 


X 
2 


«_1  «_i  (_i) I 

(M-M24-+(^T^J 


X 


23) 


Mit  Berücksichtiaung  der  Formeln  10)  kann  auch  geschrieben 
werden : 

,üd:5w     g      2Q     (J)\ 

-f(T)W3VK!)f-G)^-(o)i) 


+ 


. .  +  ( 
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.w^l  I»  —1 

2^2*»       ^    2     '^  4*» 


w^l  I»  — 1  .^ 


24)- 
w  =  2*  +  1 


OT+1^  ,m-f3 


+4(T)(®-£)-»(T)(©-S>- 


25) 
m  —  2fe  4- 1 


~*  ^    8    ^  Ha)  ~  (2)  pi«+ (ij  Pü  "~  P^'' 

Ä  U-1/  ^  ^"2"''  ~  ^~2    '^  2» 


m—1  .  ,»»— Iv  .«— 1 

...+(-1)  » 


/«-l\2»yj  26) 

V  2  ;  «-%•+ 1 

Ansser  diesen  Beziehnngen  lässt  sich  noch  eine  hemerkenswerte 
Identität,  welche  sich  nur  auf  eine  angerade  Zal  n  bezieht,  ans 
den  7^  enthaltenden  Gliedern  in  19)  ableiten. 

Die  linke  Seite  enthält  kein  mit  »^  behaftetes  Glied;   die  n^ 
«of  der  rechten  Seite  enthaltenden  Bestandteile  sind  allgemein  in 
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«r  .  .  .  2^(2i 


In  Q 


somit  in 


1 


">  •••  2»(2n)!  Vi, 
*"♦•••  2*(2^  \2 


«6 


2«(2n)!  \Sj 
28(2n)l  W 


1 /m— 1\ 

«m-i  ..  •2«-i(2^{m— 1  I 


1^ 

2(2n) 
jedes  ungerade  m 


Nach  Unterdrückang  des   gemeinsamen  Factors  öTöTu  ^^^  daher  ftlr 


7!  2«  V3. 

m+1  /m  -  3N 

"2      mim^-V)  .  .  .  (m»-m-4')  / 
+  ^     ^  (m'2)!  2*«-3  l  w-3 


m — 1  /tn — 1\ 

Eine  einfachere  Form  erhält  diese  Identität,   wenn   die  Einheit  auf 
die  rechte  Seite  geschafft  nnd  durch  m  dividirt  wird: 


^       3!  2^ 


/2\        (m«--l»)(m«-3«)  /4\ 


7!  2«  V3y  * 
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-rl    Aj  (m-2)!  2«-a  l  Ü1L~'^ 

Die  Differenzen  der  Quadrate  in  ihre  Factoren  aufgelöst   und  nach  * 
ihrer  Grösse  geordnet,  gibt 

1^  mj-l   fn+l/2\       1    m-3   w^-l    m+l    »»-f3/4\ 
^'3!      2      •     2      \1/"^5I      2     '     2"'     2      *     2      \2/ 

-l:("-f-^  ■•(=-?-')©■■■■ 

»—1  /m— 1\ 

+(-1)  ^   i.,(i...(«_i))L  J-i 

Im  zweiten  Giiede  treten  die  zwei  mittleren  Zalen  der  Reihe  1,  2, 
3, .  .  .  m— 2,  m— 1,  im  dritten  die  4  mittleren,  im  vierten  die  6 
mittleren  .  .  .  und  im  letzten  sämtliche  als  Factoren  auf. 

Mit  Hilfe    der  Formeln  10)  ist  eine  weitere  Vereinfachung   in 
der  Anschreibnng  möglich ;  es  ist 

?+k  ^^^^.  ^"H^N 

i-ii 


,0  ( r)+ia)  ( r)-*0  ( o 

m+l  m  — 3 

2  1      ^w-3^  /m-2\ 

m  --1         f»  —1 


29) 


Nicht  alle  der  hier  erscheinenden  Binomial-Coefficienten 
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haben  die  einfachste  Form;  sie  kann  jedoch  mit  Anwendung  der 
Formel 

W=(^   ) 

wenn  P<C^  ist,  erzielt  werden.  Hiednrch  entsteht  ein  einziges 
mittleres  Glied  von  einer  der  Formen 

Dasselbe  zn  erhalten,  müssen  vor  allem  3  Fälle  unterschieden 
werden,  für  welche  die  folgenden,  ans  dem  Gesetze  der  Fortschreitang 
dieser  CoefGcienten  sich  ergebenden  Gleichungen  gelten 

a)    m  — fi  ■=-  2lm  -  2fi+l),     fi  «  — ^ — 

^2w--2> 

Mittleres  Glied   ' 


Cm-2f*  +  l)  ■"  I  ^^1 


3 

Bedingung    m  =  1  mod  3 

m-4-  3 
b)    w-ft-2(m-2fA +1)4-1,     ^-— ^ 


3 
Mittleres  Glied 

m--3 

3 
Bedingung    m  =  0  mod  3 

c)    m-^«2(m-2fi+l)~l,    fi-^^ 


3 

Mittleres  Glied 

\    3 
Bedingung    m  ^  2  mod  3 
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ÜB  alle  drei  Fälle  in  einen  einzigen  zosammenznfassen,  sei 

«1  =  e  mod  8,    £  <C  3 
dann  ist  das  mittlere  Glied 

3 
m — e 

Die  einiMhste  Gestalt  der  vorliegenden  Identität  ist  daher: 
m-f.l_  m+a^  ^w+5. 


»OCT)+iQ)CT)-,.(|)CT) 


I  m — c  I  1       m  — g 
\~6~/    \     ""3" 

m — 3  /  m — 3  \ 

+'-..~^,(  JCrO 

»angerade  ^  c  mod  3 

.-.,.=0.  wCDCD+i(DO-'(DCD 

-CÖCDCD+»CDCO-,Kn-n 
.-■, .-.,  .-»(D(D+ia)(D-*CDCD 
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Wenn  m  eine  Primzal  ist,  so  folgt 


m — 1\  TO— 1 


2 
=  (— 1)  mod  m  31) 


denn  in  30)  linker  Hand  ist  das  letzte  das  einzige  -     als      Factor 
enthaltende  Glied. 

Dieselbe  Identität  geht  aas  20)  hervor. 


II.    Reihen  mit  ungreradem  Exponenten  und  Zeichenfolgre  und 
Reihen  mit  geradem  Exponenten  und  ZelchenireehseL 

3.     Transformation    der  Reihen    T2ni^i    and    U2n. 

Die  2n  und  (2n-|-l)  malige  Differentiation  von 

w— 2 

2 
^«-  cosg>  — C0S39+C0S59)  .  . .  +(—1)  COS(m-l)qp 

lH-(-~l)  COSmy 

**  2cos  (p 

mHcOBfp       m^-2^       ,      .    (m»-22)(m«~4«)       . 

-  Y  |.Tr  -  -^r"  ^^'  '^  + 6! ""'  ^  •  • 

7n+2 
.  .  .  +(—1)    ^     ^j  [(m«-22)  .  .  .  (m«— j5r=2*)]coS9'»-il  32) 

einer  für  jedes  q>  und  gerades  m  giltigen  Formel,  ergibt 

„   _              ,              '         w«roi        m«— 2«        ,    (w«-2*)(m«— 4«) 
Z)2n^^^.=  (-l)n  C72„  =-  ^[fj-  -4|-i;s  +  ' fj ^^5  ... 

m+2 

.  .  .  (^  1)    ^     ^((^*-2«)  .  .  .  (m«~i;rr2*))(7^.i] 

i>2«+iqr  «  (— l)-+ir2n+i 

9'  =  2 
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m+2 
.  .  .  (—1)    ^     ^,  (m2-22)  .  .  .  (^2_^^Z^2)  ^^^_  1 

Beide  Reihen  brechen  mit  dem  n  ^^^  Gliede   ab;   die  Coefficienten 
g  und  h  können  wieder  mittelst  der  Formel 

2^-1  cos'^y  =  C08*'(p+  (\j  C08(r-2)9+r2^C08(r--4)9  .  .  . 
gefanden  werden;  «s  ist 


32') 
r  ungerade 


...+  Q)(r-2)2n+r2nj 
Ä,  «  £)3fi+lc0S^<p 

.  . .  +  (_i)    '^     (r-2)2»+l  +  (-1)    ^     r«»+ij 

somit 

ff,  =(-1)- 

Aroh.  d.  Hatb.  n.  FhyB.   a.  Reibe,  T.  X. 
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h  -  (-1)"+» 

•-'-""■  (CD  -  CD  ^-+0'-) 


2* 


^  =  '-=|P-"CG>  O  ^" + CD  ^*- + G)""«) 


(—1)"+!  m—1  m— 1        „„  , 

*-- ^--CC"-;0-C==*)'^   ^ 


m — 2 

.  +  (-1)    ^     (m-l)2"+J 


folglich 


'^---[li-^-XCD+'-) 
+'^==|?^CÖ)+CD^+'") 

8!  2«  ^ 

m+2  

2     (mt-2«)  .  ■  .  (mi-m-2*) 
•  •  •  "T  t— 1^  ro!  2«-«  -^ 

+  (m-l)«»)] 


33} 
m  — 2*-f-  1 
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fm»— 2»)(m«--4»)(w»— 6*) 
81  2«  '  ^ 

m4-2  

2      (>it»-.2^)  .  .  .  (mg~m— 2^J 

-K-l)  ot!  2'«=2  ^ 

m — 1  m — 1 


><CC^)+C=i^) 


m— 2 

34) 
m«  2ÄJ+1 


oder  mit  Beröcksichügang  von 


«4-2 

"  4!  2»  ~  4  ^   3    ^ 

«1+4 
(««-2»)(m«— 4»)        1  r    2    ") 
"  6r2^         ""6  ^    6    ^ 


m+6  >         35) 

(m«--2*)(m»-4«)(m*-6»)       1   T    2    ") 
'  sO?  8  ^    7    ^ 


'^  »i!  2"*-*  "^  m  V.TO—1^       m\    2      /   / 

aach 


^=-[l,-iC|)G)+''") 


13* 
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•  •  •  ^CT^^  (m-3)3H+(m-l)2H)]  36^ 

m.=  2Äj  +  1 
m+2 

m+4: 

■  ■  ■  +(-»«j^  sGii)  (c;;^)  -  c^-)"^"  ■  ■  ■ 


2  ^^2 

-  -+1 

.  .  .  +  (-1)'  (^l^^  (m-3)^+i  +  (-l)^  (m-l)2~+^  )]    37j 

m  -  2Ä  +  1 

4.    Transformation  der  Reihen    Ihn  und  Tzn+i. 

Die  wiederholte  Integration   der  Gleichung   32)   zwischen    den 
Grenzen  0  und  cp  ergiebt 

»1—2 

<p  2 

/_^         sin(p      8in3£      sinögp  8in(m--l)v> 
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/*,„.  [coatf)      cosSqp  ,  cosÖo) 


m~-2 
2 


. .  .+(-1)      -(;;^:ii)«  J  +  ^« 


f  cos  <p        cos  3y   ,    COS  5y 
~p»i  3?»       I        52n      •  •   • 


/*,„  .    -.  fcos^p      cosSy  , 

/  ^^  -  (-i)-[-isr  -  -pr+ 


m— 2 

,  ^  ^  ^~2~  co8(i»-i)<)p  I        jp^rL.    77  y"*"' 

•  +(-1)  (m-l)2"    JT"  ^«  (2«-2)!"^V2n-4)!  *  '  ' 

24-1    <p 

/[sin  ip       sinScp  ,   8in5y 
W(Uf  —  (—1)"  I  jäirn  -^  32Hä"+  52mT-  •  •  • 

m— 2 

•'  +(-1)  (^-_i)2«+ij+^»(2n-l)l        ^«(2n-3)!  '  '  ' 

2»    9 

9 

...+(-l)n^n*  +  (-l)-^2lk.    ,  38) 

M-1  9> 


2» 


7t 

9=2 


ud 
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2n     q> 

/     ^^^^=^"2-[2"i--4r>'»+  6! y*--J    ^^ 

2n+l   <p  41) 

J   ^^9>  -2"  12! --4!^^»  + 6! ^*  *  '  " 

2 


n; 
9  =  ' 


Die  Grössen  }^  und  d  bestimmen  sich  mittelst  der  Formel  32')  ^ 
es  ist 


...+C^O^]+i+g,...+(:,_x) 

^-y»-'*— [^+CD'^#■•■ 
0 
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g&nzer  uud  redproUr  ZaUn.  JQQ 

..■./U^-(-.)-[^'+CD^^i|?... 

0 

f r-A  COMP]  ,    fl     ,    C2J        l  flpf»^ 
•  •  T  ^    2   -^     12»  J"f"  Lr»  f  (r— 2)« '  *  •Jl2»-2) I 

.ri  +  ö     fl-i^jj^::!. 

[ri  ^  (r-2)*  •  •  •  V-g-^-'  (2a-4) ! 

Hl   » 

.-. /co.,..  -  (-1).  p-^+  CO  V^^  '  ■  ■ 

,  rl^i')  Bin_»i  n  .  CO      rLill  «p'"-' 

-T  V.   2  V  i2«+ijT^[r«^(r-2)«    ■•"+■  ^   2    •^■'  (2»-l)! 


+(■ 

+  (-l)H+l 


2n     9 
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-  (-1)«- 


^)-[e^)i.+  e3)p-- 


+  .-S. 


r-lj  1*  +  Ojlf)  3*  ■  •  ■  "^r*]  (2»-4)! 

r  1  r  1    1  «* 

+  (-1)"  Ffr-A  i^^i  +   (j-f\  P^J  2! 

Q-i^  12»+  Tt—s^  32V  •  •  +  >| 


+  (-1)"-^ 


2n+l     g> 

2»'-l^r  -=        /   cos**  <pd<p 


9  =  ; 


52n+l 


r?»+l 


"^  [C— )  ^*"^  C— )  3'"  '  "^  ^'J  (2n-lj^-  C2  J 
2  J 


«-^2»-I 


+(-1)" 


^(U^,l.+  (UyJ,-. 


+(-l)«+x  J^^^^  l  +  ^;_3^  .  . .  +  -y  Q) 
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Aas  der  Gegenfiberateliang  von  38)  mit  40)  and  von  39)  mit 
41}  gehen  nnn  die  folgenden  Gleicbangon  hervor 

.+(-!)- —27^  «*+(-l)"-^202n 
^"^-71  _  "»*— 2»  (m«-~2»)(m«->4») 

«1+2 
. . .  +  (-1)      ^      ^  (fm»-2«)  .  .  .  (m>-;;n2»))  y^.i j 

-""^^+^+(2;rh)!C2)    -(2;rrV!C2j 

*2  [2! 4r^'»+  6!  ^5  •  •  • 

OT-j-2 

.  +  (-1)      ^     ^,  ((m»~2*)  .  .  .  (m«-;;^2»))  d«,-i] 


42) 


7E-\2»»-s 


43 


Die  nämlichen  Schlüsse,  welche  zur  Bestimmung  von  Uin^i^  T2n 
nod  ^  f&hrten,  gelten  auch  hier. 

Die  von  it  freien  Glieder  der  einen  Seiten  von  42)  und  43)  sind 
eseii  der  andern  Seiten  gleich. 

Der  von  n  freie  Bestandteil  von  yr  ist 

2''-!      [rr^-A  12h  +    rr— 3^  33n-  •  •  +  ^2»J 
j«aer  Ton 

(-1)»-1  ^3 


73... 


/j  ■ 


CD 


2» 

(-1)— 1  r/-5 


2*       I L2J+  Cl  y  32»  J 
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Yi  '"  —26—  [CsJ  +  (^27  ^»+  Cl  J  ^\ 


aus  42)  folgt  daher 


Ym-i  . .  .  — ^^ 


^"'  rr"-^  ■^  i  +  r"""\  ^     +  -^^ I 

-2      f  m~2  J  12» ^   f  m— 4  J  32»»*    *  ^ (wi-.l)2nj 
2  2 

„         m»  ri        m»-2>  ä-S-\ 
^"■"r[2!--4!2S"l.lJ 

,   (m«-2«)(m«-4')  i^rö^    ,    ClJ") 
"*■  61  a*  V.V.2J  +    33»    -^ 

_  (».i'-2«)(m»-4*)(w«-6'')  frT\   ,    C2J       LlJ^ 

8!  2«  vLaJ"^  "32»    +5«»    -^  ■  •  • 


'»+2  ,  ^  ^""-l-^. 

•  2     (w«-2*)  .  .  .  (m*-m-2*)  1    (  w-2  1 

•••+(~^)  »»!  2'»-2  ^^    2    ^ 

m-1 
(^m-4) 


T  32n 

m  —  2*  +  1 
Der  Yon  tt  freie  Bestandteil  yon  8r  ist 


2^-        ,  ^  ^ 

2 


-1)»         r  1  r  ^      _i         *"  1 


jener  von 
<Ji  .  .  .  (-1)" 
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^'"'  ~2«~  [(3)  ~  (2)  32"f «  +  (1)  pM^i J 


m  -1        •  m— 1 


L,  1=1)!!  r(>»-2)  c^-4)  1    ,  (-1)  ^  1 

08  43)  folgt  daher: 

j^,  »  ÜL'  [1 "^'-^^  /3 V       (n,«^2«)(y-4«)  //5\        (1) 

"^^  "  2  [2!        4!  2«  Vi;  "T-  '6!  2*  V\2J  ~  32«+i 

(m«  -2«)  (m«-^4^)  (m«  -  6«)  //7\        W_,    uj^ 

8 1  2«  \V3/  ""  32«*  1  +  52»»f  1 J  •  •  * 

,  ,  2     (m«--.2^)  .  .  .  (m«-m-2')(fm-2^ 


w!  2»- 

-1  «,_-! 


TO-'2 

~2~ 


^    ^  o.  _!_       .  (-1)  "   M 

32*         •  •  •  T-         52n  •  -T     (^  _  l)2n  ^J 

Die  Relationen  35)  gestatten  noch  folgende  Schreibung 
m-(-2  m+4  /5\ 

*      7    ^     \3/^  3^**       5^**  /    •  •  • 


45) 


^      3a»         •••+(m-l)2"JJ 


46) 
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m-|-2  ,»»-M. 


m+2  /H:^^/         ('S)  X 

TT    \     7     /   \\3/         32n+l    r52n+//      •   i  • 

■■■+<-«  ^  ioCM 

m— 1  m — 1  n 


32n-fi      ^+    52nfi      "  ' "  "T"  (m-l;-'»«+r 


5.    Transformation  der  Reihen  F2h+i  und  /S2Hfi. 
Die  2ri-f-l  malige  Integration  von 


m+1 
q>  ...+(-1 
.+1 


2 
jr=  sin2(p — sin4(p-|~^9'  •  •  •  +("-'1)         siii(m— l)qp  = 


sincp  -}-(""^)         sinmy 


2  cos  9 

m+l 

y      ^^^ 

sin '^^^9,    w»  =  4flr  +  l 


cos-g-g)  ^   ^_jL 


wo 
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47) 


COSqp 

r»— 1 
COS— 2-(p       ^.^ 

2      cosy     "°-2-'P'    "•  =  4^  +  3 

m+1 


9 


ganzer  und  redproker  ZaUn, 

ro  =  4^-|-  1 

^ 2" 

m  =  4^  +  3 

[cos2y      cos49>       cosGy 


/  Jrf9  -«  -  rcos25P_  COS45P       cos( 

4 

«1+1 


+  (-1) 


2   9 


2     cos("'-^)y 


Py,   _       r3in2<p       Bin4qp      siuGip 
m-fl 


••+(-1) 

3    9 


2      8in(7ii — l)^"] 


/,    [(50829      C0Biq>  .   cosGg) 
^^9>  -  +  [-23 43-  +  "63— 

9 

«+1 


•■•  +  (-1) 


2     cosO 
0 


B(m~l)y]  qp2 

;„_1)8    J  -1-^^12    "■ 


2» 


Hl     g, 

/(^l)n-t-i  rco82gp      cos4y  .   cosGy 


w+1 

2        C0B(m— l)y 


+  ^1 


Fl   g»2»  Vq     y2"-2 


2»(2n)!        2»  (2n-2) 


205 
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2n+l     <p 

./  ^''9>»=n  -  2    (2„)  I.-  2»  (2»-2)!  •  •  • 

0 

•  •  •  T  V     ^/        22"-i  2  1 

»?• 2!~  ^* "1 T\ '* •"  •  •  • 

f^I  

•  •  •  +  (—1)  (j^Hip Vn-i  48) 

Die  t}  zu  bestimmen,  dient 


r 


(—1)    2«--iBin(j»— l)«)p8in''v)  —  an(it—l)g)\cosrq>—\^)cos(r  —  2)ip  .  . 

TT  TT 

...+  (-1)^        (^-l)  co82v+(-l)^i    (^)j 

* 

=  i|^sin(^+r— l)g)— (j)8in(^-fr— 3)9)+(2)8in(|»-h—5)  .  .  . 

. . .  +  (-1/   Vy    8in(fi-l),  .  .  . 
■—{[)  Bin((t-r4.1)9)+8in(fi-r— 1)9»J  49) 


es  ist  dann 
2n+l     <p 


^   f 

(— 1)    2»'l    sin(|*— l)9sin'"g)<?9 — 
0 

C08(/^— r-l)y] 

+  [^+r-l       Vi/  fi+r-3  '  •  •  ^^~r-lj  (2n)  ! 
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■■+(^-r-l)2— ij    2! 
-(-l)"[("^+r-l)a»+i  —  Vi  I  (^^_3)2»lj.l-  •  •  •  +  (i,_r-l)2»flj 

l 

Die  Yei^leichang  der  ^^    enthaltenden   Glieder   in   48)   ergiebt 

r^ii-i;  der  q-,  enthaltende  Bestandteil  von 

2n+2    q> 
Vr  =    1  8in(fA— l)<psin*'g)<Zqp>         ist 

0  qi=n 

1-1)'+^+ 2  C  1  (r\  1 

V— !>'  (p— r+l)2»-»  ^  (^-r-l)2"->  J 
ttlier  jener  von 


.— t 


(-1)«  r      1  n^  1      1 

(-1)»+^  r      1  ^1^  ^2^^ 

(— 1)"+^+  2    r  1 '^    1    ^ 

■!»-'••  2^-i  [(2^  _  2)2n-i        (2^  _  4)2»-» 


2*1-1  J 
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um  dieses  Glied  richtig  zu  erbalten,  muss  schon  vor  der  Integration 
in  49)  r  «=^  I»  — 1  gesetzt  werden.  Schliesslich  ist  n+1  statt  n  ge- 
schrieben: 

((i«-l«)(n«-3*)  j 1 ki_  .  __!l_! 

,    ,    ,,2     (/♦»-l«)...(f«»-f«-2') 

j  .      er) 

((2^— 2)2'»+i---         22«+i 
oder 


50) 


22n+l  (^-.l)2nfl-r    |     2     1    ( 

CA  (  tzl 

L^ OT)     (:72| 

((2^-2)2n+i       (2f*— 4)2»+i  •  •  •         22n+l  ) 

f*-^i 2 

daher  angerade. 

Brunn,  August  1890. 
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X. 
Ableitungen  von  Identitäten. 

Von 

Franz  Rogel. 


Usst  sich  eine  Fanction  /(x)  in  eine  Reihe  von  der  F  orm 

atwickeln,   so  verschwindet  der   nte   Differeutialquotient   Dx*f{x) 
^eichzeitig  mit  a;,  wenn  n  •<  r  ist 

Dieser  Umstand  kann  zur  Ableitung  von  Identitäten  nnd  Dis- 
eoQtmnitäts-Factoren  benutzt  werden. 

Functionen  der  genannten  Eigenschaft  können  aus  elementaren 
Functionen  am  einfachsten  anf  folgende  Arten  gebildet  werden. 

a)  Es  wird  das  Argument  y  in 

•9(y)  =  l  +  «y+^y*+.  .  . 
^^h  die  rte  Potenz  einer  zweckmässig  gewälten  Function 

ersetzt 

b)  Eine  Function 

ip{x)  —  ax-f-JÄ»'+  .  .  . 
^  zur  rten  Potenz  erhoben. 

In  jedem  Falle  können  nur  solche  Functionen  in  Betracht 
Äommen,  deren  höhere  Ableitungen  sich  independent  darstellen  lassen, 
lü&besonders  wird  die  Kenntniss  der  Ableitungen  der  Potenzen  von 
FoBctionen  erfordert. 

i^  d.  lUilu  v.  Phji.    2.  Eeilie,  T.  X.  U 
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Die  Auswal  ist  daher  eine  beschränkte,  da  nur  die  independenteu 
Dartelluugen  der  höheren  Ableitungen  von 

X«      (e«'/,     (sinax)r,    (c08ax)%      [ni  +  x)y,     [(— _-j-^(— yj]*^ 
bekannt  sind. 

Es  folgen  nun  Ableitungen  bemerkenswerter  Identitäten. 

1. 

Es  sei 

[(1+a:)-«»— IJ'-  =  rtx»-f.  ...  = 

=  (l-f.r)-«r _  Q)  (i^.^)-m(r-l)  ^.  .,.  . . .  +(-l)r-l  (l+x)-«»-h(  -  1)- 

dann  ist 

D«(l+a:)-*  =  (-1)-»!  ('^I'^)  (l+:r)-*-«    und 

z;"(i+^)-*  -  (    1)"«!  et*) 
Es  ist  nun 

wenn  n  <,  r  und  nach  leichter  Reduction 

n<r      (1) 

2. 
Die  Annahme  von 

ergiebt 

somit 
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Dieses  Resultat,  welches  der  Verfasser  auf  anderem  Wege  be- 
reits abgeleitet  hat  (s.  „Ein  Discontinnitätsfactor",  Archiv,  1890, 
pag.  334)  hängt  mit  der  Lehre  von  den  Facultäten-Coefflcienten  eng 
zusammen. 

Ist  nämlich  in  dem  linksseitigen  Ausdrucke  n  >>  r ,  so  ist  der- 
selbe von  dem  mit  r!  multiplicirten  Coefflcienten  Cn-r"^  der  Potenz 
I»—»  der  Entwicklung  von 


(fi-l)(^-2)  ...  (^~r-l)(^+r) 


nicht  verschieden.  Dem  Falle  »  <<  r  entspräche  ein  Coefflcient  mit 
einem  negativen  unteren  Zeiger,  einer  vor  /»-*"  stehenden  Potenz 
angehörend.  Das  Nichtvorkommeu  einer  solchen  stimmt  daher  mit 
der  Tatsache  des  Verschwindens  des  gefundenen  Ausdruckes  voll- 
kommen überein. 

3. 

Die  binomische  Entwicklung 

ZU  Grunde  legend,  sei 

y  am  ^rO  sin  JT 

80  ist  wieder 

Die  höheren  Ableitungen  von  Potenzen  von  y  sind  mit  Zuhilfe- 
nahme der  bekannten  Entwicklung 


wo 


daher 


^•^^  =  (n  +  l)(n+2)^ 


-4j  =  2j  -^8  =  31  {^4"  li) 


^  -  (ä^(**+2*)(**+4»)  .  .  .  (A»+2*-2«) 


14« 
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leicht  za  bilden.    Die  Fälle  eines  geraden  and  ungeraden  n  trennend 
ist 


a)  n^^'iy^)  -  (Ä;V«+2v-2«)(Är2r«+2v   -4«)  .  .  .  (ifcV) 
demgemäss 


+('  ir-i(^J^j)(ifc*l*+2v~^*)(ifc»l«+2ir:^«)  .  .   .  ifcV-0 

n<r    (3; 


b)   D^-KyO  -  (äV+2v— 3*)(ikV*+2v-5«)  .  .  .  (fcr) 
somit 


-  (0  (ib«;^'^«+2;^^*)(ik«rri«+:^7^«) . . .  *(r--i) 

+  (p(ifc*i^^'+2i^^')(ikV^«+27=6«)  .  .  .  ik(r-2) 
+  (  'ir(^'i^{k^2*+2ii^^^)(k^2*+2ir^^  .  .  .  (2k) 

+(-1)^-1  (^_^^)(ifc«i«+2i7^«)(ifcn«+]S;^«) . . .  (ik)      (3'; 

4. 

Für  y  »  sina;  ist 

I>*sin''a5U  =  0,    n<r 
a)  r  -  2m+sin2«a:  =  2-2«+Hi  (^)  -  (j!*i)  C082x+  .  .  . 
Q  J  CGI  2mx)    (m  eine  ganze  pos.  ZaI) 
daher,  wenn  n  gerade, 
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oder 

c;)-  -(T)^-+-  •  •  • +(-i)-(^^>«-o 

»<2m    (4) 
b)  r  »  2m  - 1  (m  eine  ganze  pos.  Zal) 

.  .  .  +(-1)»-'  (^~^)  Bin  (2m-l)a,) 
daher  bei  ungeradem  n 

+  (-ir-^  Cjr/)l~  =  0    «<2m-l  (4') 

5. 
Bekanntlich  ist  für  reelle,  sonst  beliebige  fi 

«2  il*(tt*  -    2*) 

cos^w  —  1— ^sin*tt-f  ^— ^^-j^ — ^8in*tA—  .  .  . 

daher,  n  gerade  voraussetzend,  mit  Benatzung  der  bekannten  Null- 
werte  Ton  D^sin^^ui 

n 

\D*COB(tu]Q  —  /4»C0B  r^tt+ng"j  =  (—1)     ^» 
und 

+''""-''"'r'"^-^''^-'(C)4.-Q)a.+(«w 
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■  ■  ■  (.■-"-^■)HQ).Q)"-  Q)(^)'+- .  • .) 

(»  gerade)     (5] 
6. 

sin  fit«  —  ^8inu--'^^Q^ — •'8in«w  +  ^--^- -^ ^sm^t«—  .    .  . 

Ein  ungerades  n  vorausgesetzt  ist 

n— 1 

{Z>sin/Liu}o  *=»  ft"8in  V'*"'t""^-/  "^  (""■*■)         ft**co8fitt 
und 

+  ^,  ^(^«-i.)(^»-3«)2-4(5-  (J)  3-+  (p  1-) 

-  y-,  f*(fi«-l«)(f**-  3«)  (fi«-  5«)2-6(7«-  (P  5H  +  (P  3H 

n— 1 

-  (pi*)+  .  . .  +M)   ^    ^iKf**-l»)(f*«-3»)  ... 
..  +  (-1)    ^   (^!Lr:?J3-+(-i)  ^   (^J-^jiV 

(n  ungerade,  fi  beliebig         (6) 


'-^  =«  f  8inu-?^^^^^in^*+^jf.(^^^^ 

Nun  kann  auch  geschrieben  werden 

sin  flu 

cost« 
Femer  ist 


»  siufiu.sectt 


daher 
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{D8»-8eCf*}o  =  T2r 


somit  bei  angeradem  n 

2 
1-1)       D^{sinfiu,8ecu) 

=  C'-(P<»  -^t,-\-Q)  ,i»-*t^-  ...  -  („"3)f*»t»-8 

+  (,lj)pr,_i  =  ^.l«-^^(^»-2«)2-a(3»-  (J)l") 

-|;Kj»'-2»)((*»  -4»)2-«(5»-  Q)3«+(2)l») 

-  !,  ^(^«-2»)(^»-4*)(ft«-6»)2-«(7-  -  (J)  5»  +  Q  3»  -  (3)1-) . 


1-1 

1 


•+(-1)    ^     ^*»(»**-2»)  .  .  .  (,i»-«-l»)2-+H«" 


-(;)»^-+(2)i^-...+(-i)  '  ^)3« 

n — 1    -  . 

IM)  ^    f^-Ml» 


(7) 


Wenn  fi  eine  gerade  Zal  <?»  — 2  ist,  so  bricht  der  Ansdnick 
rechter  Hand  früher  ab,  was  übrigens  auch  bei  der  Formel  (5)  statt- 
^ndet.   In  diesem  Falle  ist  aber 

,  ^.  2      ,  siiifttt        .  .   o     I     .   c 

(-1)         i  — ^--=-  sintt— Bin3tt+sin5tt  .  .  . 

f*-2 
•..+(-1)    ^     8in(^-l)tt 
iiilia  bei  ungeradem  n 

>*-2 
•+(-1)    ^     (l*-l)") 
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und  durch  Vergleich  mit  (7) 
^-2 


-  (-1)    ^     [fi«  -  (X)i^-'^  •  ^2  +(4)^"-*t4  .  .  . 

.  .  .  —  f**(^1.3)  ^n-8  +  (^^i)/*^n-il    (n  ungerade)  (8) 

Bemerkenswert  ist  die  Aehnlichkeit  dieser  Formel  mit  der  Daniel 
Bern oulli 'sehen  für  die  Potenzreiho  der  ganzen  Zalen,  nur  treten 
hier  die  Eul  er 'sehen  Zalen  oder  Secantencoefficienton  t,,  T4  .  .  . 
an  die  Stelle  der  Bernoulli'schen  Zalen  B,,  B^  ...    Die  linksseitige 

alternirende  Potenzreihe  zählt  o»  ^^^  rechtsseitige  endliche  Reihe 
^-— -  Glieder. 


Ist  fi  >  n-}-!)  80  kann  der  rechtsseitige  Ausdruck  als  Summe 
der  Potenzreihe  angesehen  werden.  In  der  Formel  (7)  liegt  für  die- 
selbe ein  gleichwertiger  die  Eul  er 'sehen  Zalen  nicht  enthaltender 

Ausdruck  mit  -5^  Gliedern  vor. 


Wenn  jedoch  |ä  <  n+1  ist,  kann  die  Potenzreihe  als  Summeu- 
Ausdruck  für  die  rechtsseitige  endliche  Reihe  gelten. 

Insbesonders  für  /n  -=  2  wird 
2»  -Q)2»-2r,+  (2)2»-*r«-+  ...  -  („"3)2»»^, 

+  («"l)2'*»-i  =  l  (9) 

und  f ür  f*  =  4 

+  (^  li)  ^^♦»-1  -f  1  —  3**    (w  ungerade)  (10) 

I     H 

Ist  fi  =  -^    und  V  eine  ganze  Zal,  so  ist 
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-  (-t-  -')"-  (^-3)"+-  .  .  .  +6.-3.+».  (i.) 

8. 

Unter  Yoraassetznng  eines  geraden  n  ist  dann 


daher 


J)n       -         ==  Z)»»(C08tt«*  SeCtt) 


**"  -  (2)  """'*»+  (4)  f'"-**4-+   •    •   • 

-  i!('»*-l*)(o)2"-'+i!(''*-l*)('»*-3')2-»((o)  Hl)*-) 
+  ^j(^«-l*)(^»-3»)(ft«-5»)2«-6(Q  3"-  (5)2«+  (2)  1») 
+  ^  (»i»- 1*)  (»•»- 3»)  (fi» -  5«)  (^»  -  7«)2»-7  X 

x(®-(D-+©-a)^;)+-- 
x(ö(i)'-ö("-^T+ö(=i*)"-+ ••)■  •  <-) 

Es  ist  wieder 

1  ,     -       ,,2  C08|«U  -        ,  r  I 

2^i;r;;+(-l)  2^^  =C08U-C08S«+C085«-+  .    .    . 

...+(-1)^  C08(^-l)« 
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somit  nach  wiederholter  Differentiation  fttr  u  =  0  and  n  und  jx  g  e  - 
rade: 

»*    -1 


w     ^  n 


In  dem  Falle  eines  geraden    ~-r-  enthält  dieser  Ausdruck  kein 

von  fi  freies  Glied.  In  Verbindung  mit  der  Formel  (12)  entsteht 
für  die  Summe  der  Potenzreihe  ein  die  Eulor'schen  Zalen  nicht  ent- 
haltender Ausdruck. 


2 

Wird  nach  a)  in  der  hyperbolischen  Function       ,    _y  y    durch 

log(l-f-ic)  ersetzt,  so  entsteht 

2  2+^ifx-.  =  1  -  ?!  i^i(i+^)«+  fii3i(I+i)*  . . . 

worin  Tg,  r4  .  .  .  die  Euler'schen  Zalen  bedeuten. 
Es  ist  ferner 

^  2  +  2»  +x»  "°  *  V«  —  «,  ~  X— äj 
3». 

1    T* 

«i  =  -l+'=V2« 

3« 
«j l_,-_e 


daher 


D»2  -  Ji? r-i)«,„i  f   1+"?-  4-  _l±f!_\ 


and  für  X  ^  0 
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»4-1  3 

2/3  2       3     \ 

«2  f  Bin  T(n+l)«4-2   sm^nn] 

indererseits  ist  allgemein 

somit 

lithin 

n-fl  3 

2     r       3  2       3      1 

sin  T(n  +  l)jt+2   sin^  nw 


..  =  2 


Der  rechtsseitige  Aasdrnck  ist 

a)  für    n  =  4v,  «.^2-(2i'+i) 

b)  „     »-4v  +  2,  =+2-(2i'+2)[i+(_i)i.+i4] 

c)  „      n  -  4v+l,  -  (-l)t^2-<-'i'+i) 

d)  „     »-4v+3,  «  (-l)*2-2»'+i 


10. 
Dieselbe  Sabstitotion  in 

gemacht,  liefert 

-'?^=  l-Jlog{l+:r)+fniOg(l+a^^^^      f?[log(l+x)?  + 

Xnn  ist 

log(l  +  g)      -      *j_?.*      ?.* 
a?         "^""2  +  3  ""4     •• 

daher 


-F^=*l-(-)-.^i 


n  — 1 


n-j-l 
BrOnn,  8.  Jannar  1891. 


(15) 
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XI. 

Miscellen, 


Momentane  Yariation  der  Eekensamme  bei  Deformation  des 
regelmftssigen  Tetraeders. 

In  dem  Aufsätze  (S.  102):  .^Relation  der  Flächen winkel  des 
Tetraeders"  —  ist  (S.  108)  bewiesen,  dass  die  Snmme  der  Cosiaus 
der  6  Flächenwinkel  für  das  regelmässige  Tetraeder  ein  Maximum 
ist.  Die  beiläufige  Folgerung  daraus,  dass  die  Summe  der  Flächen- 
winkel, mithin  auch  die  Summe  der  4  Ecken  ein  Minimum  sei,  ist 
unrichtig.  In  der  Tat  ist  das  Differential  der  letztern  Summe  stets 
null;  die  übrigen  Bedingungen  des  Minimums  hingegen  sind  nicht 
erfüllt.  Hieraus  ersieht  man,  dass  sich  das  ganze  System  der  mög- 
lichen Variationen  in  Bezirke  teilt,  in  deren  einigen  jene  Grösse  ein 
Maximum,  in  allen  übrigen  mit  Ausschluss  der  Grenzen  ein  Mini- 
mum ist 

Um  diese  Bezirke  zu  bestimmen,  gehen  wir  von  den  Flächen- 
winkeln X  des  regelmässigen  Tetraeders  aus  und  geben  ihnen  die 
unendlich  kleinen  Incremente  «x,  /?,  y,  d,  e,  £.  Die  Cosinus  der  ver- 
änderten Flächenwinkel  sind  a,  5,  c,  d,  6,  f.  Entwickelt  man  einen 
derselben  bis  auf  2.  Ordnung,  so  kommt: 

a  =  J(1^2V2.a-Ja«) 
Ein  Product  von  f»  solchen  ist  daher 
aftc...«3-A'{l-2V2(«+p-|-y+...)-i(««+/?«  +  y«+...) 

Führt  man  diese  Werte  in  die  Relation  der  Cosinus  der  6  Flächen- 
winkel (S.  103.  GL  (2))  ein  und  setzt 

a^a+ß  +  Y+i+B+i  (19) 

„=,aß+ay+aB+at+ßY^ßd+ßi  +  yö  +  Y.B+8i+it+i!; 
Q^ad+ßB+yt 
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•  81 
80  kommt  nach  Maltiplication  mit  t^: 

—  4V2.04-3r+4jr  =  O  (20) 

Non  ist  aber 

Eliminirt  man  ^,  so  ergibt  sieb : 

4V2<F  =  T-4p  (21) 

da  zufolge  Gl.  (20)  <s  von  2.  Ordnung  ist,  also  6*  nicht  in  Rechnung 
kommt.    Die  Eckensumme  ist 

S  -  12«+2a-8R  -  (12x-8R)  +  ^^^ 
fflr  das  regelmässige  Tetraeder 

iSo-  12«  — 8R 
folglich  ist  Sq  ein  Maximum  für  alle  Variationen ,  wo  r  —  4^  <  0, 
ein  Minimum,  wo  r  —4p  >  0  ist;  keins  you  beiden  kann  es  nur  an 
der  Grenze  t  —  4p  —  0  sein. 

Die  Bedingung  des  Maximums  ist  also 

(a^^4:ad  +  ö^)+iß^^4:ßs  +  B^)+(y*-4.Yt+P)<0    (22) 

Die  Grössen  sind  in  1.  Ordnung  durch  die  Gleichung  a  ^  0  von 
einander  abhängig.  Eliminirt  man  i^  so  kann  man  die  Bedingung 
(22)  folgendermassen  schreiben: 

(y  +  Jlf)H  ^2^B-L)^-K  <  0  (23) 

wo 

K^ia+ß){d+ß)  +  ß^ 

i  -  «+ J+5/J;    M^iia  +  ö+fi  +  e) 
gesetzt  ist.    Fügt  man  noch  die  Abkürzung 

i\^-jr-i{6-Z)« 

hinzu,  so  erhält  man  folgende  Bedingungen  des  Maximums: 

I.    Jr>0;      IL    L-2V^<B<L+2V3K 
III.    —  Jlf— ViV<y  <  -  Af+VA^ 

Ist  eine  derselben  nicht  erfüllt,  so  ist  ^S^  ein  Minimum  mit  der  ein- 
zigen Ausnahme: 

NZ,0\        y--Af±VJV 

Hiemach  kann  man  a  und  ß  wiUkürlich  annehmen  und  findet  dann 
nach  einander  d,  e,  y  begrenzt,  endlich  für  i  einen  Wert,  jedes  von 
den  Yorhergehenden  abhängig.  R.  Hoppe. 
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2» 

Qaadrable  Cylinderfiftchenstlleke. 

In  Winter's  Lehrbuch  der  Stereometrie  ist  nnter  die  elementar 
messbaren  Figuren  auch  das  sogenannte  Cylinderdreieck  aufgenom- 
men, d.  1.  ein  Stück  einer  geraden  Gylinderfläche  begrenzt  von  2 
Ebenen,  die  sich  in  der  Axe  schneiden,  und  von  denen  die  eine 
normal  zur  Axe  ist,  und  einer  Cylinderseite,  die  auf  letzterer  Ebene 
von  der  Schnittlinie  einen  Quadranten  abschneidet 

Zunächst  ist  das  so  bestimmte  Dreieck  nur  der  einfachste  Fall 
eines  allgemeinern  Flächenstücks,  welches  dieselbe  Eigenschaft  der 
Yiviani'schen  Figuren  hat,  dass  es  sich  aus  gegebenen  Strecken  mit- 
telst Zirkel  und  Lineal  in  ein  Quadrat  verwandeln  lässt:  beide  Ebenen 
können  beliebig  schräg  und  das  Flächenstück  kann  durch  beliebige 
Cylinderseiten  begrenzt  sein. 

*  Wir  wollen  nun  auch  die  Beschränkung  auf  Ereiscylinder  fallen 
lassen  und  Classen  von  Gylinderflächen  auf  algebraischer  Basis 
suchen,  auf  denen  Yiviani'sche  Vierecke  von  2  Ebenen  and  2  Cylin- 
derseiten begrenzt  werden. 

Die  Schnittlinie  beider  Ebenen  sei  Axe  der  y,  die  2  Axe  habe 
die  Richtung  der  Cylinderseite  normal  zu  den  y,  die  Gleichungen 
der  Ebenen  seien: 

Bezeichnet  dann  s  einen  Bogen  der  Basis,  so  ist  das  genannte  Viereek : 

V'^{c''Cj)J'xds  (1) 

Setzt  man 

SO  wird 

also 


.  -!/("- 1)»->  ^-^/(•+D* 


W 


Sei  u  =  (-)  ;  dann  kommt: 
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Von  den  Werten  für  fi  sind  zunächst  fi  =-  + 1  und  +  2  aus- 
geschlossen, für  welche  bzhw.  y  oder  V  transcendent  wird.  Für. 
irrationale  fi  werden  beide  transcendent.  Damit  V  sich  construiren 
lässt,  darf  auch  ein  rational  gebrochenes  (i  im  Nenner  nur  Factoren 
2  haben.  Setzt  man  — fi  statt  (i,  so  geht  nur  y  in  —  y  über.  Da- 
her kommen  nur  Werte  von  der  Form 

für  ganze  positive  m  und  n  ^  0  mit  Ausschluss  von   fi  =  1   und  2 
in  Betracht.  ** 

Da  a— «1  nur  mit  x  verschwindet,  so  können  dreieckige  V  nur 
für  f*  <C  1  existiren.  Für  fi  >  1  lässt  sich  Fnur  durch  2  Cylinder- 
seiten  begrenzen.  Ist  aber  1  <  f*  <C  2 ,  so  erstreckt  sich  zwar  V 
bei  verschwindendem  x  in  der  y  Richtung  ins  Unendliche,  behält 
jedoch  immer  einen  endlichen  Inhalt,  dessen  Grenzwert  als  Inhalt 
eines  Dreiecks  von  2  unendlichen  Seiten,  die  sich  asymtotisch  ein- 
ander nähern,  zu  betrachten  ist,  während  eine  beliebige  endliche 
Cylinderseite  die  dritte  Dreiecksseite  bildet. 

Die  2  Constauten  in  den  Ausdrücken  von  y  und  V  sind  im  all- 
gemeinen, d.  h.  im  Fall  des  viereckigen  F,  durch  Subtraction  der 
2  Werte  als  eliminirt  zu  denken,  welche  den  zur  Bestimmung  der  2 
Gylinderseiten  gegebenen  x  entsprechen. 

Ist  I*  <  1 ,  so  bieten  sich  3  feste  Begrenzungen  zur  Aus- 
wahl dar,  nämlich  o;  «•  0,  dy  =  0  und  y  ^  0.  Nimmt  man  ac  =  0 
zur  einer  Grenze,  so  fallen  die  const  in  Gl.  (5)  (6)  weg.  Nach  Gl. 
(2)  wird  8y  «  0  für  M  =  1,  d.  i.  ar  «  a.    Hier  ist 

Dies  ist  Minimum  von  ^,  weil  y  von  0  bis  zu  diesem  negativen  Werte 
abgenon^men  hat.    Nach  Gl.  (5)  wird  zum  zweitenmal  ^  —  0  für 


föf» 


und  gleichzeitig 


Für  fi  >  1  kann  weder  x  noch  y  null  werden.  Nur  dy  =  0 
bietet  sich  zur  festen  Begrenzung  dar.  Nimmt  man  dann  den  Basis- 
punkt x^  a  zum  Nullpunkt  der  y  und  F,  80  wird 
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Die   bisher  betrachtetea  V  bleiben  quadrabel,   wenn   man    die 
Ebenen  parallel  verschiebt.    Ihre  Gleichungen  mögen  werden: 

z  =  c(x-{-h\       z  =  Cj(a;-f-Ä) 

Die  y  bleiben  unverändert,  die^  gehen  über  in 

wo  s  immer  gleichzeitig  mit  y  constniirt  werden  kann;  denn  man 
hat  nach  61.  (3): 

Ausser  der  Form  (2)  bieten   sich  leicht  folgende  4  Specialfälle 
dar,  fttr  welche  V  qnadrirt  werden  kann  : 

dy       i/^  +  *  ö       4       X  X 


dx        y      a     '     Yax+b'     «'  Va*  —  x^ 

R.  Hoppe. 
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XIL 

Dreiecksscharen,  Parabelscharen  und 

Kegelschnittbüschel,  welche  durch  drei  ähnliche 

Punktreihen  oder  durch  drei  projectivische 

Strahlenbüschel  erzeugt  werden. 

Von 

W.  Stegemann  in  Prenzlan. 


Die  auf  den  Seiten  eines  Dreiecks  und  auf  deren  Mittelsenk- 
rechten  liegenden  ähnlichen  Pnnktreihen,  deren  Aehnlichkeitsver- 
h&itnisse  den  Verhältnissen  der  Dreiecksseiten  gleich  sind,  sowie 
die  durch  diese  Punktreihen  erzeugten  Dreiecke  und  Parabeln 
sind  zuerst  von  Herrn  Oberlehrer  A.  Artzt  in  Recklinghausen 
einer  ausführlichen  Betrachtung  unterzogen  worden  in  seiner  Abhand- 
lung „Untersuchungen  Ober  ähnliche  Punktreihen  auf  den  Seiten 
„eines  Dreiecks  und  deren  Mittelsenkrechten,  sowie  Ober  con- 
,^uente  Strahlenbüschel  aus  den  Ecken  desselben.  Programm 
„des  Gjrmnasiums  zu  Recklinghausen,  1884".  Bei  diesen  Unter- 
suchungen spielten  der  Orebe'sche  Punkt,  der  Brocard'sche  Kreis, 
die  Broeard'schen  Dreiecke  und  Punkte  eine  wichtige  Rolle.  Herr 
Director  Dr.  Kiehl  in  Bromberg  verallgemeinerte  in  seiner  Abhand- 
lung „Die  durch  drei  ähnliche  Punktreihen  erzeugten  Dreiecke  und 
„Kegelschnitte.  Programm  des  Realgymnasiums  zu  Bromberg,  1888^^ 
die  über  die  ähnlichen  Punktreihen  auf  den  Mittelsenkrechten  ge- 
wonnenen Resultate,  indem  er  an  die  Stelle  des  Orebe'schen  Punktes 
einen  beliebigen  anderen  Punkt  P  setzte  und  der  Lage  dieses  Punktes 
entsprechend  die  Aehnlichkeitsverhältnisse  der  Punktreihen  änderte. 
Zu  Parabelscharen  gelangte  er  durch  Drehung  der  Punktreihen- 
träger; die  letzteren  aber  blieben  an  die  Bedingung  gefesselt,  dass 
sie  durch  die  Seitenmitten  gehen  und  diese  als  entsprechende  Punkte 
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enthalten  mnssten.  Die  Beschränknng,  welche  hierin  noch  liegt 
Teranlasste  Herrn  Dr.  Kiehl,  am  Schiasse  seiner  Abhandlang  an 
die  Möglichkeit  weiterer  Verallgemeinerangen  hinzaweisen;  er  sagl 
dass  man  die  sich  in  vollkommen  allgemeiner  Lage  befindende] 
Träger  als  das  ursprünglich  Gegebene  auffassen  und  ein  Dreieck 
dessen  Seiten  auf  ihnen  senkrecht  stehen  und  durch  drei  homo 
löge  Punkte  gehen,  hinzufügen  könne.  Die  so  angedeutete  Yerall 
gemeinerung  vollständig  durchzuführen,  ist  das  Ziel  der  nachfolgende] 
Untersachungen.  Es  wird  sich  (^abei  allerdings  herausstellen,  das 
dasjenige  Dreieck,  welches  zu  drei  beliebig  gegebenen  Punktreihei 
in  ähnlichen  Beziehungen  steht  wie  ein  gegebenes  Dreieck  zu  dei 
Punktreihen  auf  seinen  Mittelsenkrechten,  im  allgemeinen  nicht  eii 
solches  ist,  dessen  Seiten  auf  den  Punktreihenträgern  senkrecht  stehen 
—  Die  Untersuchung  dreier  projectivischen  Strahlenbflschel  ist  nich 
allgemein  durchgeführt  worden,  sondern  mit  Benutzung  der  bei  de; 
Betrachtung  ähnlicher  Punktreihen  gewonnenen  Resultate  nur  füj 
den  Fall,  dass  der  Punkt  P  mit  dem  Grebe'schen  Punkte  zusammen 
fäUt. 

Im  Nachfolgenden  schliessen  wir  uns  der  obengenannten  Kiehl- 
sehen  Abhandlung  an,  nehmen  aber  auch  Bezug  auf  frühere,  di< 
neuere  Geometrie  des  »Dreiecks  betreffende  Untersuchungen.  Zui 
Orientirung  nach  dieser  Richtung  hin  können  besonders  empföhlet 
werden: 

Lieber,  Ueber  die  Gegenmittellinie  und  den  Grebe'schen  Punkt 
Der  Brocard'sche  Kreis.  Programm  des  Friedrich-Wilhelm- 
Realgymnasiums  zu  Stettin,  1886,  1887,  1888. 

Emmerich,  Der  Brocard'sche  Winkel  des  Dreiecks.  Programm 
des  Realgymnasiums  zu  Mülheim  a.  d.  Ruhr,  1889. 

Vigari^,  Premier  inventaire  de  la  g6om6trie  du  triangle 
Association  frangaise,  Gongr^s  de  Toulouse,  1887. 

Auf  sonstige  Schriften  wird  später  noch  hingewiesen  werden. 


L    Aehnliehe  Punktreihen  auf  den  Seiten  eines  DreieeicB 
und  ihre  Beziehungen  zum  Kreise  HP, 

(Fig.  I.) 

§  1.  Auf  den  Seiten  BC,  CA,  AB  eines  Dreiecks  ABC  seien 
drei  ähnliche  Pnnktreihen  (A'),  (^'),  (C*)  gegeben,  welche  die 
Seitenmitten  Aq,  B^,,  Cq  als  sich  entsprechende  Paukte  enthalten,  im 
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flbrigen  aber  ganz  beliebig  sind.  Dann  kann  man  drei  beliebige  anf 
den  Seiten  von  ABC  gelegene  Punkte  ^',  B*^  C  als  ein  zweites 
Tripel  sich  entsprechender  Punkte  ansehen,  und  die  Pnnktreihen 
sind  nun  bestimmt  dadurch,  dass  für  alle  Lagen  von  A\  B\  C*  die 
Verhältnisse  A^A'  :  B^B^  :  C^C*  dieselben  sein  müssen.  Hierbei 
kommt  jedoch  nicht  nur  der  absolute  Wert  der  Strecken,  sondern 
auch  ihre  Richtung  in  Betraeht.  Wir  nehmen  die  Richtungen  A^C^ 
BqA^  CqB  als  positiv,  die  entgegengesetzten  Richtungen  als  negativ  an. 

§  2.  Wie  die  drei  Punktreihen  (iC),  (B'),  (C)  auch  bestimint 
sein  mögen,  es  giebt  -jederzeit  einen  Punkt  P  in  der  Ebene  des 
Dreiecks,  dessen  Entfernungen  ;>«,  p6,  pe  von  den  Selten  BC^  CA^ 
AB  sich  verhalten  wie  A^A'  :  BqB'  :  CqC.  Hierbei  ist  auch  für  />«, 
p»,  pt  die  Richtung  zu  beachten;  pa  soll  als  positiv  gelten,  wenn  P 
auf  derselben  Seite  von  BC  liegt  wie  das  Dreieck  ABC^  als  negativ, 
wenn  P  auf  der  entgegengesetzten  Seite  liegt.  Entsprechendes  gilt 
für  die  Vorzeichen  von  pi  und  p«. 

§  3.  Ist  H  der  Mittelpunkt  des  Umkreises  von  ABC,  und  fällt 
man  von  P  aus  auf  die  Mittelsenktrechten  AqH^  BqH,  CqH  die  Lote 
P^i,  P^„  PCi,  so  ist 

AqAx  ■«■  Püj     -^O-^l  ^^  Ph      ^0  ^1  "■  Pc 

also 

A^A'  ^  BqB'  ^  CqC^ 

AqAi       BqBi        Cq  Cj 

Nennt  man  den  Wert  dieser,  drei  gleichen  Quotienten  (i,  so  ist  q 
ein  veränderlicher  Parameter,  welcher  jeden  beliebigen  positiven 
oder  negativen  Wert  annehmen  darf,  und  durch  jeden  Wert  von  q 
wird  ein  Tripel  sich  entsprechender  Punkte  der  drei  Punktreihen 
(A*),  (Ä'),  (C)  bestimmt.  Die  Dreiecke  A^A^A',  B^B^B',  C^CyC 
sind  ähnlich,  demnach  werden  die  Seiten  BC,  CA,  AB  von  A^A\ 
BtB\  C]C'  unter  gleichen  Winkeln  geschnitten.    Setzt  man 

Q  «  cot^ 

so  ist  ^  einer  der  beiden  Winkel,  welche  bei  A\  B\  C*  entstehen. 
Welcher  von  beiden  zu  nehmen  ist,  giebt  das  Vorzeichen  von  q  an. 
Um  den  Winkel*^  rein  geometrisch  zu  bestimmen,  soll  als  positive 
Drehung  diejenige  bezeichnet  werden,  durch  welche  der  Schenkel 
CB  des  Winkels  y  in  die  Lage  CA  gelangt;  dann  lässt  sich  O  de- 
finiren  als  der  Winkel!,  um  welchen  sich  Seite  BC  in  positivem 
Sinne  drehen  muss,  damit  sie  in  die  Lage  A'A^  komme.  Haben  die 
beiden  Strecken  A^A^  und  A^A'  positive  Richtung,  so  ist 

Wkl.  A^A*B  -  ^ 

15* 
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§  4.    Da 

Wkl  HA^P  «  HB^P  =-  HC^P  —  90^ 

80  liegen  die  Punkte  A^^  B^^  Cy  auf  demjenigen  Kreise^  in  dem  Hl 
ein  Durchmesser  ist.    Daraus  folgt,  dass 

Wkl.  B^A^C^  «  B^HC^  =  « 
ebenso 

Wkl.  C^B^A^  =  ß    und    A^C^B^  =  y 

also  Dreieck  Aj^B^C^  dem  Dreieck  ^l?C  ähnlich  ist.  Die  Winke 
B^A^Cj  und  BjPC^  sind  Peripheriewinkel  auf  demselben  Bogen  B^Cj 
darum  muss  der  Schenkel  AtCi  des  Winkels  Bj^A^C^^  wenn  er  in  di« 
Lage  ^1^1  gelangen  soll,  eine  Drehung  machen,  welche  derjenige! 
an  Grösse  und  Richtung  gleich  ist,  die  erforderlich  ist,  um  dei 
Schenkel  PC,  des  Winkels  B^PC^  in  die  Lage  i^ü^  zu  bringen.  Nut 
ist  PC\  II  AB  und  PB^  ||  iiC;  folglich  ist  die  bezeichnete  Drehung 
derjenigen,  welche  AC  machen  muss,  um  in  die  Lage  AB  zu  kom- 
men, an  OrOsse  'gleich,  aber  der  Richtung  nach  entgegengesetzt 
Hieraus  ergiebt  sich,  dass  die  beiden  ähnlichen  Dreiecke  AiB^C^ 
und  ABC  gegenwendig  sind. 

§  5.  Schneiden  sich  B'B^  und  C'C,  in  O,  so  ist  Wkl.  B'OC 
entweder  gleich  oder  supplementär  dem  Winkel  a ;  darum  liegt  6 
auf  dem  Kreise  AB*C'.  Nun  ist  Winkel  B^OCi  entweder  derselbe 
Winkel  wie  B*0C'  oder  sein  Nebenwinkel,  ausserdem 

Wkl.  B^A^Cj,  ==  a 

daher  liegt  O  auch  auf  dem  Kreise  AiB^C-^  oder  HP^  und  Punkt  O 
ist  also  der  eine  Schnittpunkt  der  Kreise  AB'C  und  HP,  £nt' 
sprechendes  lässt  sich  von  denjenigen  Punkten  nachweisen,  in  denen 
sich  C'C|  und  AA^  sowie  A*A^  und  B'Bi  schneiden,  und  daraus 
folgt,  dass  diese  letzteren  Schnittpunkte  mit  O  zusammenfallen.  £s 
ergiebt  sich  also  der  Satz: 

„Die  drei  Kreise  AB*C\  BC'A\  CA'S  und  die  drei  Ge- 
raden ii'il],  B*B^^  C*C^  schneiden  sich  in  einem  ein- 
zigen Punkte  O,  welcher  auf  dem  Kreise  HP  liegt". 

• 
§  6.    Jedes  Tripel  sich  entsprechender  Punkte  A\  B\  C'  ist  durch 
einen  gewissen  Wert  von 

9  =  cot^ 

bestimmt,  und  jedem  Tripel  entspricht  nach  dem  Vorigen  ein  Punkt 
O  des  Kreises  HP\  daher  ist  durch  jeden  Wert  von  p  auch  ein 
Punkt  des  Kreises  HP  bestimmt.    Ist 
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p  =  0,    also    ^  —  90* 

so  Men  A'A^^  B'B^,  C*C^  mit  den  Mittelrechten  des  Dreiecks  ABC 
üd  0  mit  i7  zusammen;  ist 

^— +0D,    also    ^  =  0<>    oder    180« 

«0 Verden  A'A^^  B'B^^  C'C^  den  Seiten  BC^  CA^  AB  parallel,  nnd 
0  Mt  mit  P  zusammen.    Es  ist  jederzeit 

Wkl.  OPU^  OA^U^  A'A^A^  «  90»  —  ^ 

QJT 

Wkl.  OBP «  ^    und      Qp'-Q 

.Xifflmt  Q  alle  Werte  von  +qd  bis  —  a>  an,  so  durchl&nft  Punkt  O 
da  ganzen  Kreis  HP^  und  zwar  von  P  aus  in  der  Bichtung  A^BiC^, 
Dem  in  dieser  Richtung  genommenen  Bogen  PO  gehört  Wkl.  d-  als 
Peripheriewinkel  zu. 

$  7.  Im  Punkte  O  wird,  wie  gezeigt  wurde,  der  Kreis  HP  von 
äa  drei  Kreisen  AB'C\  BC'A',  CA*B*  geschnitten.  Es  sollen  jetzt 
jüe  zweiten  Schnittpunkte  dieser  letzteren  Kreise  mit  dem  Kreise  HP 
bestimmt  werden.  Zu  diesem  Zwecke  betrachten  wir  zunächst  die 
r^iden  Kreise  AB^C*  und  AB^C^,  Schneiden  sich  diese  ausser  in  A 
:&di  io  A^^  so  ist,  weil  AB'A^C*  und  AB^^^Cf^  Sehnenvierecke  sind, 

Wkl.  A^ß'B^  —  iijC'Co    und    Wkl.  A^B^B'  =  A^C^C 

%lich  ist 

A^jÄo^'     ähnl.  igCoC 

lud  die  Entfernungen  des  Punktes  A^  von  den  Seiten  CA  und  Jl? 
^eriialten  sich  wie 

B^B*i  C^C'=:pi,:pc 

i}  ist  also  der  zweite  Schnittpunkt  der  Geraden  AP  mit  dem  Kreise 
%C^   Da  in  diesem  letzteren  Kreise  AHein  Durchmesser  ist,  so  ist 

Wkl.  HA^A  =  HA^P  =-  900 

%lich  liegt  A^  auch  auf  dem  Kreise  HP.  Der  zweite  Schnittpunkt 
4  des  Kreises  AB'C  mit  dem  Kreise  ^P  liegt  also  auf  der  Geraden 
^.  Hiernach  ist  A^  ein  fester  Punkt  des  Kreises  HP^  durch 
*elchen  s&mtliche  Kreise  AB*C^  gehen.  Entsprechendes  findet  man 
^  die  zweiten  Schnittpunkte  B^  und  C,  der  Kreise  BC'A*  und 
Ci'B'  mit  dem  Kreise  HP,    Also: 

^Sämtliche  Kreise  ^liJ'C',  BC'A\  CA'B'  bilden  drei  Kreis- 
„büschel.    Die  Btlschelpunkte  sind  je  eine  Ecke  des  Drei- 
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„ecks  ABC  nnd  deijenige  Pankt,  in  welchem  die  von  der 
„selben  Ecke  aus  nach  P  gezogene  Transversale  den  Kreii 
„HP  znm  zweiten  Male  schneidet'V 

§.  8.  Die  bisherigen  (Jntersachangen  nahmen  ihren  Ansgangs- 
punkt  von  den  beliebigen  Punktreihen  (Ä')^  (B'),  (C);  nach  ihnei 
wurde  Punkt  P  und  alles  üebrige  bestimmt.  Man  kann  aber  ebensc 
wol  Punkt  P  zuerst  wählen  und  danach  die  Punktreihen  (A'),  (B') 
(C)  sowie  alles  Uebrige  bestimmen.  Man  erkennt  daraus,  dasi 
Punkt  F  ein  ganz  beliebiger  Punkt  ist  und  daher  als  identisch  mit 
dem  Punkte  P  in  der  obengenannten  KiehPschen  Abhandlung  (Progr 
1888)  angesehen  werden  kann.  Dann  sind  auch  Kreis  HP  und  Drei< 
eck  ^1^1  C,  dieselben  wie  dort,  und  die  Punkte  A^y  B,,  Q  ent- 
sprechen den  dort  durch  Ja,  i^,  Fe  bezeichneten.  Dreieck  AiB^Cf 
ist  von  Herrn  Dr.  Eiehl  „erstes  Brocard'sches  Dreieck  dee 
Punktes  P^'  genannt  worden,  weil  es  mit  diesem  identisch  ist^ 
wenn  als  Punkt  P  der  Grebe'sche  Punkt  K  genommen  wird.  Aus 
demselben  Grunde  kann  man  Dreieck  A^B^C^  als  „zweites  Bro- 
card'sches Dreieck  des  Punktes  P''  bezeichnen^  denn  dieses 
Dreieck  entspricht  dem  zweiten  Brocard'schen  Dreieck  nicht  nur 
darin,  dass  seine  Eckpunkte  auf  den  Ecklinien  AP^  BP,  CP  und  auf 
dem  Kreise  HP  liegen,  sondern,  wie  Herr  Dr.  Eiehl  gezeigt  hat, 
auch  darin,  dass  es  mit  A^B^Ci  perspectivisch  liegt,  und  dass  das 
Projectionscentrum  für  beide  Dreiecke  derjenige  Punkt  von  A^B^c^ 
ist,  weicher  dem  Winkeigegenpnnkte  von  P  im  Dreieck  ABC  ho- 
molog ist. 

§  9.  Herr  Brocard  hat  in  seiner  Abhandlung  „£tude  d'nn 
uouveau  cercle  du  plan  du  triangle.  Association  frangaise,  Congr^s 
d'Alger,  1881^'  noch  auf  ein  drittes  Dreieck  A^B^C^  aufmerksam  ge- 
macht, welches  ebenso  wie  das  erste  mit  seinem  zweiten  Dreieck 
perspectivisch  liegt.  Der  Eckpunkt  ^3  dieses  Dreiecks  ist  von  dem- 
jenigen Punkte,  in  welchem  die  von  A  ausgehende  Mittellinie  den 
Umkreis  von  ABC  trifft,  der  Spiegelpunkt  in  Bezug  auf  Seite  BC. 
Die  Mittellinie  AAq  ist  die  Winkelgegenlinie  von  AK-^  das  allgemeine 
dem  dritten  Brocard'schen  Dreieck  entsprechende  Dreieck  A^B^C^ 
erhält  man  daher,  wenn  man  zu  AP^  BP^  CP  die  Winkelgegenlinien 
construirt  und  zu  den  Schnittpunkten  dieser  Winkelgegenlinien  mit 
dem  Umkreis  von  ABC  die  Spiegelpunkte  in  Bezug  auf  die  ent- 
sprechenden Dreiecksseiten  nimmt 

Schneiden  nun  die  Winkelgegenlinien  von  AP,  BP,  CP  den  Um- 
kreis von  ABC  in  X,  F,  Z  (Fig.  II.),  und  wird  derselbe  Kreis  von 
AP  in  X*  getroffen,  so  ist  XX'  |  BC  und  A^X  senkr.  auf  BC-,  folg- 
lich, weil  hiernach 
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Wkl.  Jf 'Xt,  —  90<> 
und  aoBserdem 

ist,  X*4^^  eine  Gerade  and  ^  die  Mitte  von  X'A^.  Punkt  .^o  ist 
aber  auch  die  Mitte  Ton  BC-^  daher  ist  AAi^  Mittellinie  fflr  die  beiden 
Dreiecke  ABC  and  AA^X\  and  diese  Dreiecke  haben  also  den 
Schwerpunkt  E  gemeinsam.  In  §  7.  wurde  nachgewiesen,  dass  A^ 
auf  ÄP  (oder  AX')  üegt,  and  dass  HA^  senkr.  anf  APUX*)  ist; 
folglich  ist  ^2  die  Mitte  von  ÄX4  and  Ä^A^  eine  zweite  Mittellinie 
im  Dreieck  AA^X*.  Danach  geht  also  A^A^  durch  £,  und  es  ver- 
halt sich 

EAt :  £ils  =  1 :  2 

In  gleicher  Weise  findet  man,  dass  auch  B^B^  und  C^C,  durch  E 
gehen,  und  dass  die  Verhältnisse  bestehen 

EB^  :  EB^  ^  JSJC,  :  ^Cs  —  1 :  2 

Die  hier  gewonnenen  Resultate  lassen  sich  folgendermassen  zu- 
sammenfassen : 

„Das  zweite  und  das  dritte  Brocard'sehe  Dreieck  des 
„Punktes  P  sind  einander  gleichwendig  ähnlich ;  die  Seiten 
„des  letztem  sind  doppelt  so  lang  als  die  Seiten  des  er- 
„steren.  Beide  Dreiecke  liegen  perspectivisch;  das  Pro- 
,Jection8centram  ist  der  Schwerpunkt  E  des  Dreiecks 
^BC 

Da  Dreieck  A^B^C^  zu  AxB^C^  dieselbe  Lage  hat  wie  Dreieck 
XYZ  zu  ABC  (§  8.),  so  sind  auch  die  Dreiecke  A^^C^  und  XYZ^ 
ebenso  A^B^C^  und  XYZ  ähnlich ;  Dreieck  XYZ  ist  jedoch  zu  den 
andern  beiden  gegenwendig,  weil  auch  A^B^C^  und  ABC  gegen- 
wendig sind. 


II.    Aehnliehe  Punktreihen  auf  den  Geraden  A*0^  B'O^  C*0  and 
die  durch  dieselben  bestimmten  Dreieeksseharen. 

(Fig.  m.) 

Wir  nehmen  jetzt  einen  beliebigen  Punkt  O  des  Kreises  HP  als 
fest  an;  dann  ist  auch 

Wkl.  OHP  —  ^ 

ein  bestimmter  Winkel,  und  die  dem  Punkte  O  zugehörigen  sich 
entsprechenden  Punkte  Ä^  B',  C  sind  feste  Punkte.  Auf  der  un- 
begrenzten Geraden  PO  sei  V  ein  veränderlicher  Punkt,  und  von  V 
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aas  ziehe  man  nach  BCdie  Oerade  VVa\\A'0,  nach  CA  die  Gerade 
VVb  I  B'O,  nach  AB  die  Gerade  VVe  |  CO.  Wird  sodann  A'O  von 
P7fl  in  Avj  B'O  von  PFj  in  B»,  CO  von  PFc  in  Cv  geschnitten,  so 
ist  AA'VoA^  fthnl.  A^PA,-,  folgUch 

Ebenso  ist  A^a^^ähnl.  ^.PO;  folglich 

A,Va:  VaP'^  OViPV 
mithin  verhält  sich 

A'AviA'Ai'^  OViPV 

Ebenso  findet  man: 

B'B„ :  B*B^  =  OV:  PV,        C'Cv  :  C'C^  =  OV  i  PV 

also 

A'Av :  A'A^  —  B*Bt :  B'^j  —  C'ft  :  CCj 

Nan  verhält  sich 

A'A^  :  ü'il,  :  CCi  =  ^-Aj  :  B^By  :  CoC,  —  p«  :  pj  i»« 

folglich  anch 

A*Av  :  B'Ä  :  C'Q,  =  pa  :  pft  :  pc 

Hiemach  bilden  die  Pnnkte  J«,  i^v,  C«,  wenn  V  die  Gerade  PO 
durchläuft,  drei  ähnliche  Pnnktreihen  (i4«),  (i?o),  (O«),  deren  Träger 
die  Geraden  A*0^  B'O^  CO  sind,  nnd  deren  Aehnlichkeitsverhält- 
nisse  dieselben  sind  wie  die  der  Pnnktreihen  {A'\  {B*\  (C)- 

§  11.  Je  drei  sich  entsprechende  Punkte  bilden  ein  Dreieck 
AtBvCv^  nnd  so  erhält  man  eine  Dreiecksschar,  in  welcher  jedes 
Dreieck  einer  bestimmten  Lage  des  Punktes  V  anf  der  Geraden  PO 
entspricht.  Fällt  V  mit  P  zusammen,  so  geht  das  zugehörige  Dreieck 
in  die  unendlich  entfernte  Gerade  über;  ist  V  der  unendlich  ent- 
fernte Punkt  der  Geraden  PO^  so  ist  AiB^Cy  das  entsprechende 
Dreieck.  Dies  beides^ist  für  den  speciellen  Fall,  dass  die  Träger  der 
ähnlichen  Punktreihen  die  Mittelsenkrechten  von  ABC  sind,  dass 
also  Punkt  O  mit  H  zusammenfällt  und  PO  zum  Durchmesser  des 
Umkreises  wird,  schon  von  Herrn  Dr.  Kiehl  angegeben  worden. 
Fällt  V  mit  0  zusammen,  so  ist  A'B'C  das  zugehörige  Dreieck. 

§  12.  Die  Fälle,  dass  Punkt  V  auf  dem  Kreise  ABC  liegt,  er- 
fordern besondere  Beachtung.  Hier  sind  folgende  beide  Hilfssätze 
zu  benutzen: 

1.  Ist  T  irgend  ein  Punkt  des  Umkreises  von  ABC^  so  liegen 
bekanntlich  die  Fnsspunkte  der  von  T  aus  auf  die  Seiten  des  Drei- 
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ecke  ABC  geftllten  Lote  in  einer  Geraden,  der  Simsonlinie  des 
Punktes  71  Zieht  uj^n  nnn  von  T  ans  nach  den  Seiten  von  ABC 
drei  andere  Geraden,  welche  mit  den  erwähnten  Loten  den  beliebigen 
Winkel  9  bilden,  so  liegen  anch  die  Fnsspnnkte  dieser  Linien  auf 
einer  Geraden,  welche  mit  der  Simsonlinie  des  Punktes  T  den  Winkel 
9  bildet.  (Zu  beweisen  durch  die  entsprechenden  ähnlichen  Drei- 
ecke.) 

2.  Ist  T'  ein  zweiter  Punkt  des  Umkreises,  und  zieht  man  von 
T  und  T*  aus  nach  den  Seiten  von  ABC  parallele  (Geraden ,  welche 
die  Seiten  unter  gleichen  Winkeln  schneiden,  so  bilden  die  beiden 
erhaltenen  Fusspunktsgeraden  einen  Winkel,  welcher  dem  zum  Bogen 
TT'  gehörigen  Peripheriewinkel  an  Grösse  gleichkommt,  aber  im 
entgegengesetzten  Drehungssinne  zu  nehmen  ist.  (Zu  beweisen  durch 
die  entstehenden  Sehnenvierecke.) 

§  13.  Es  seien  nun  T  und  T'  (Fig.  lY.)  die  Schnittpunkte  der 
Geraden  FO  mit  dem  Kreise  ABC^  und  zwar  liege  T  mit  P  auf 
derselben  Seite  von  O.  Fällt  Punkt  V  mit  T  zusammen,  und  con* 
struirt  man  die  zugehörigen  Punkte  Fa,  Vi,  Fe,  so  liegen  diese,  da 
die  Seiten  von  ABC  von  den  Geraden  TFa,  TF»,  TVe  unter  dem- 
selben Winkel  {»)  geschnitten  werden,  nach  Hilfsiatz  1.  in  einer 
Geraden,  welche  mit  der  Simsonlinie  des  Punktes  T  den  Winkel 
90^  —  ^  bildet.  Da  Dreieck  A^BvCt,  in  jedem  Falle  dem  Dreieck 
VaVtVe  ähnlich  ist  und  sich  in  Aehnlichkeitslage  mit  ihm  befindet, 
so  liegen  die  dem  Punkte  T  entsprechenden  drei  Punkte  At^  Bt^  Ct 
auch  in  einer  Geraden:  diese  ist  der  Geraden  VaVbVc  parallel 
und  bildet  also  mit  der  Simsonlinie  von  T  ebenfalls  den  Winkel 
90^—^.  Entsprechend  ergiebt  sich,  dass,  wenn  Fmit  T*  zusammen- 
Ollt,  die  zugehörigen  Punkte  At\  Bi\  Ct'  in  einer  Geraden  liegen, 
welche  mit  der  Simsonlinie  des  Punktes  T'  denselben  Winkel  90^—^ 
bildet.  Nach  Hilfssatz  2.  schneiden  sich  die  Simsonlinien  der  Punkte 
T  und  T\  also  auch  die  Geraden  AtBtCt  und  Af  Bt'Ct'  unter 
einem  Winkel,  der  dem  zum  Bogen  TT*  gehörigen  Peripheriewinkel 
oder,  was  dasselbe  ist,  dem  Winkel  OHT  oder  OHT*  gleich  ist. 

§  14.  Die  beiden  Geraden  Aißtd  und  Ai*Bt*Ct\  in  welche 
Dreieck  A^BtC^  ansartet,  wenn  F  mit  T  oder  T*  zusammenfällt,  und 
welche  also  die  Pnnktreihenträger  in  drei  entsprechenden  Punkten 
schneiden,  sind  nur  dann  reell,  wenn  die  Punkte  7  und  T'  reell 
sind,  d.  h.  wenn  die  Gerade  PO  den  Kreis  ABC  schneidet.  Dies 
ist  immer  der  Fall,  wenn  Punkt  P  innerhalb  des  Kreises  ABC  liegt. 
Befindet  sich  Punkt  P  ausserhalb  dieses  Kreises,  so  muss,  wenn  PO 
den  Kreis  schneiden  soll,  doch  noch  O  innerhalb  desselben  liegen, 
oder,  was  dasselbe  ist,  es  muss 
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HT  ^         «    ^^T 

sein.  Ist  O  einer  der  Schnittpunkte  der  Kreise  ABC  und  HP^ 
d.  h.  ist 

cos^  —  ±  — 

so  fallen  T  and  T'  mit  O  zusammen.  Daraus  folgt  nach  §  11.,  dass 
dann  sowol  die  Punkte  Äi^  Bt^  C}  als  auch  Ai'^Bt ',  Ci*  mit  den  Punkten 
A'^  B\  C  zusammenfallen,  und  dass  daher  diese  letzteren  drei 
Punkte  in  einer  Geraden  liegen.  Sind  die  Punkte  P  und  O  beide 
ausserhalb  des  Kreises  ABC  gelegen,  so  werden  die  beiden  Geraden 
AiBiCt  und  At'Bi'Ci*  imaginär.  Fällt  O  mit  IT  zusammen,  so  sind 
die  Geraden  AtBtCt  und  At*Bt*Ct*  jederzeit  reell  und  schneiden 
sich  unter  rechten  Winkeln. 

§  15.  Es  soll  jetzt  untersucht  werden,  ob  die  Dreiecke  der 
Schar  (AvBvCv)^  wie  in  dem  erwähnten  speciellen  Falle  (Kiehl, 
Progr.  1888),  auch  in  dem'^hier  behandelten  allgemeineren  Falle  einen 
gemeinsamen  Teilpunkt  haben.  Zu  diesem  Zwecke  sei  folgender 
allgemeine  Satz  vorausgeschickt: 

Wenn  in  einem  Dreieck  ABC^  welches  durch  den  beliebigen 
Punkt  Q  in  die  Teildreiecke  BQC,  CQA^  AQB  zerlegt  wird,  Seite 
bC  fest  bleibt,  Punkt  A  aber  um  die  beliebige  Strecke  AA'  ver- 
schoben wird,  und  wenn  Punkt  Q'  deijenige  Punkt  ist,  welcher 
Dreieck  A'BC  in  demselben  Yerhältniss  teilt  wie  Q  das  Dreieck 
ABC,  so  QQ'  II  AA'  und  es  verhält  sich  QQ*  zu  AA'  wie  die  Ent- 
fernung des  Punktes  Q  zu  der  des  Punktes  A  von  BC, 

Beweis  (Fig.  Y):  Die  Entfernungen  der  Punkte  i  und  Q  von 
BC  seien  h  und  q*^  AQ  treffe  BC  in  Ai\  dann  verhält  sich: 

ACQA  :  AQB  —  CAi  :  A^B 

Nach  Yorautsetzung  muss  daher  auch  die  Gleichung  bestehen 

A  CQ'A'  :  £Q'B  =  CAj^ :  A^B^ 

d.  h.  A'Q*  geht  ebenfalls  durch  Punkt  A^,    Nun  hat  man  nach  Yor- 
aussetzung  weiter 

£^BQC :  BAC  -  PQ'C :  BA'C 
also  auch 

(Ml :  M  -  Q'^i  :  ^'^1»    d.  h.    QQ'  1  AA' 

ausserdem  verhält  sich 

QQ'iAA'  -=Qi4,  lAA^^qth 
was  zu  beweisen  war. 
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§  16.  Wir  wenden  ans  jetzt  wieder  der  za  untersachenden 
Dreiecksschar  za  nnd  betrachten  ein  beliebiges  Dreieck  Ä9B9C9  der- 
selben (Fig.  III.)  Es  ist  leicht  ersichtlich,  dass  die  Dreiecke  A^'Av^ 
ßf^RBt^  CqC'Cv  ähnlich  sind,  nnd  dass  sich  ihre  homologen  Seiten 
wie  pa  :i>ft  :p«  verhalten;  daher  bilden  die  Geraden  A^A^^  B^B^^ 
C0C9  ein  den  Dreiecken  ABC  and  A^B^Cq  gleichwendiges  ähnliches 
Dreieck,  and  die  Strecken  A^Äv^  BqB^^  QC«  stehen  im  Yerhältniss 
Paipbipc  Es  sei  nan  Q  ein  Punkt,  welcher  Dreieck  A^^BqC^  in 
beliebigem  Yerhältniss  teilt;  seine  Entfemangen  von  BqCq^  CqAq^ 
AqBq  seien  x,  y,  z.  Hält  man  jetzt  im  Dreieck  A^^BqÜo  die  Punkte 
B^  and  Co  fest,  verschiebt  aber  Aq  bis  ^«,  so  mass  auch,  wenn  das 
Teilverhältniss  angeändert  bleiben  soll,  Pankt  Q  eine  andere  Lage 
Qa  annehmen,  welche  nach  dem  voraasgeschickten  Satze  dadurch 
bestimmt  ist,  dass 

QQa  1  AqÄv    und  gleich    t^  .  J^^« 

sein  muss.  Fällt  man  jetzt  in  dem  neu  erhaltenen  Dreieck  AvBqCq 
von  Qa  und  von'Bo  aus  Lote  auf  C^  A«,  so  verhalten  sich  diese,  weil 
das  Teilverhältniss  nicht  geändert  worden  ist,  wie  y :  V^;  darum 
wird,  wenn  man  jetzt  die  Punkte  Av  und  C^  festhält,  während  B^ 
sich  nach  Bv  bewegt,  der  Punkt  Q  aus  der  Lage  Qa  in  die  Lage  Ob 
kommen,  wobei  wieder 

QaOb  1  ^oA    Md  gleich   —^  ,  BqB^ 

sein  muss.  Ebenso  wird,  wenn  zuletzt  sich  noch  Cq  nach  C«  bewegt, 
Punkt  Q  in  die  Lage  Qe  kommen,  wobei 

QbOe  i  QC«    und  gleich    t^  .  C^C^ 

ist.  Soll  nun  Punkt  Q  gemeinsamer  Teilpunkt  der  Dreiecke  ^o^o^o 
und  AvBvCv  sein,  so  muss  Qe  mit  Q  zusammenfallen ;  dies  tritt  aber, 
weil 

Wkl.  QQaOb  —  Y    nnd    Wkl.  QaObCU  =  o 

ist,  dann  ein,  wenn 

QQa :  QaOb  :  QbQc  -  a  :  &  :  « 
oder 

ist.    Hieraus  erhält  man,  weil 

ha    '  hb  '    7le 

und 
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A(^A9  :  B^Bt :  CqCv  =^  pa  »  pb  i  pc     ist, 

111 

X  :y  :  z  ^  —   :  —  :  — 
Pm     ph     pc 

Diese  Gleichang  zeigt,  dass  es  für  die  Dreiecke  der  Schar 
(AvBffCv)  einen  gemeinsamen  Teilpankt  Q  giebt,  nnd  dass  dieser 
Pnnkt  als  Punkt  des  Dreiecks  A^^B^Cq  dem  Winkelgegenpankte  von 
P  im  Dreick  ABC  homolog  ist.  Danach  ist  er  identisch  mit  dem 
Punkte  Q  des  Herrn  Dr.  Kiehl.  Es  war  übrigens  von  vom  herein 
klar,  dass,  falls  ein  gemeinsamer  Teilpunkt  vorhanden  sein  sollte, 
dieser  kein  anderer  sein  konnte  als  der  im  speciellen  Falle  gefun- 
dene. Er  ist  der  Schnittpunkt  der  beiden  Geraden,  welche  Drei- 
ecke der  Schar  darstellen,  ausserdem  auch  der  Schnittpunkt  von 
A^A^,  B,Bi,  C^C^  (§  8.). 

§  17.  Punkt  O  nnd  die  von  ihm  abhängigen  Punkte  wurden 
bisher  als  fest  angesehen.  Da  jedoch  die  Lage  von  O  auf  dem  Kreise 
HP  ganz  beliebig  war,  so  kann  man  O  den  genannten  Kreis  durch- 
laufen lassen;  dann  durchlaufen  auch  die  Punkte  T  und  7'  den 
ganzen  Kreis  ABC^  und  man  erhält  sowol  eine  unendliche  Anzahl 
von  Dreiecksscharen  {AvBvCt)  als  auch  eine  unendliche  Anzahl  von 
Paren  gerader  Linien,  welche  Dreiecke  dieser  Scharen  darstellen 
und  sich  in  Q  schneiden.  Die  Punkte  ^v,  Ho,  C«  umfassen  jetzt  alle 
Punkte  der  Ebene;  sie  sollen  fortan  zugeordnete  Punkte  genannt 
werden.  Nimmt  man  einen  derselben,  z.  6.  ^«,  beliebig  an,  so  sind 
die  beiden  ihm  zugeordneten  Punkte  J?«  und  Co  bestimmt  durch  die 
Bedingung,  dass  die  Dreiecke  A^A^A^^  BqB^B^,  CqC^Cv  gleichwendig 
ähnlich  sein  mtlssen.  Ferner  ist  jede  durch  Q  gebende  Gerade  eine 
solche,  welche  ein  Tripel  zugeordneter  Punkte  enthält.  Man  bat 
daher  den  Satz: 

„Alle  Dreiecke,  welche  durch  ein  Tripel  zugeordneter 
„Punkte  Av,  A,  C«  der  Ebene  bestimmt  sind,  haben  einen 
„gemeinsamen  Teilpunkt  Q,  welcher  dieselben  so  teilt  wie 
„der  Winkelgegenpunkt  von  P  das  Dreieck  ABC.  Die- 
,genigen  dieser  Dreiecke,  welche  in  gerade  Linien  entarten, 
„bilden  ein  Strahlenbttschel  mit  dem  Punkte  Q  als  Mittel* 
„punkt". 

Da  die  Dreiecke  A^B^B'  und  A^C^C*  gleichwendig  ähnlich  sind,   so 
fallen  in.  A^  die  Punkte  B^,  und  Co  zusammen;  A^  ist  also  ein  Dop- 
pelpunkt.     Auch  die  Punkte  B^  nnd  C^  sind  Doppelpunkte.     Auf 
dieser  Eigenschaft  der  Punkte  ^2)  ^2»  ^s  beruht  die  später  hervor- 
tretende besondere  Bedeutung  derselben. 
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§  18.  Die  Geraden  AtBtCt  und  At'Bt'  Ct'  (Fig.  IV.)  ent- 
sprechen sich  gegenseitig,  und  es  liegt  daher  die  Vermutung  nahe^ 
dass  das  zuletzt  erwähnte  Strahlenbüschel  ein  involutorisches  sei. 
Um  zu  erkennen,  ob  dies  der  Fall  ist,  nehmen  wir  P  als  einen 
ausserhalb  des  Kreises  ABC  liegenden  Punkt  an.  Dann  wird  dieser 
Kreis  von  dem  Kreise  HP  in  zwei  Punkten  O^  und  O,  geschnitten. 
Fällt  O  mit  Ol  zusammen,  so  gilt  dies  auch  von  Tund  T\  und  die 
Punkte  -4',  B\  C*  liegen  in  einer  Geraden  A^ByC^^  in  welcher 
sich  die  beiden  Geraden  AtBtCt  und  At'Bt'Ct'  vereinigen  (§  14.). 
Eine  zweite  Doppelgerade  A^'ß^'C^*  von  derselben  Bedeutung  ergiebt 
sich,  wenn  O,  T  und  T*  mit  O^  zusammenfallen.  Die  beiden  Ge- 
raden A^B^C^  und  A^B^C^  schneiden  sich  in  Q,  und  zwar,  wie 
man  durch  Anwendung  der  beiden  Sätze  in  §  12.  findet,  unter  dem 
Winkel 

O^UP  «.  OJtlP  «  ^ 

Bewegt  sich  O  auf  dem  Kreise  HP  so,  dass  Wkl.  d-  um 

Wkl.  O^PO  «  a 

zunimmt,  so  bewegen  sich  die  Punkte  T  und  T'  auf  dem  Kreise 
ABC  nach  entegengesetzten  Richtungen  hin  um  die  Bogen  O^t  und 
OiT\  Erinnert  man  sich  der  Gonstruction  der  Geraden  AtBtCjt 
(§  10.)  und  beachtet  mau  jene  beiden  Hilfssätze,  so  ergiebt  sich 
wegen  der  Zanahme  des  Winkels  ^  um  d  und  wegen  der  Bewegung 
des  Punktes  T  auf  dem  Bogen  O^t  in  negativer  Richtung 

Wkl.  (^x'Äi'C,',    AtBtCt)  -  d+O^T^T 

ähnlich,  und  mit  Rücksicht  darauf,  dass  sich  7"' *auf  dem  Bogen  O^T* 
in  positiver  Richtung  bewegt,  erhält  man 

Wkl.  Wil/<^i','    At'Bt'Ct')^6^0iTr 

Nun  ist  aber 

Wkl.  OiTT'^O^T'T^  6 
daher 

Wkl.  Mx'^i'Ci',  AtBtCt)  ==  O^TT 

Wkl.  (i4,'^/C,',  At'Bt'Ct*)  «  —O^T'T 

In  gleicher  Weise  ergiebt  sich 

Wkl.  WBj'Cj',  AtBtCi)  «  Wfl'-O^TT* 
Wkl.  (A^'B^'C^*,  At'Bt*Ci')  =  O^T*T 

Die  Punkte  7,  T*  bilden  bekanntlich  eine  Involution  auf  dem  Kreise 
ABC  mit  den  Doppelpunkten  0|  und  Og  *,  folglich  bilden  die  Punkte 
^11  ^2>  ^»  ^'  ein  harmonisches  Punktsystem,  und  es  ist 
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%\XiO^TT*       _  8ip(18QQ— Ot^r) 
sin  Ol  TT"*  sin  0,7' r 

mithin  ist  auch 

sin(i,'^/C/,  Ät  Bt  Ct)        _  8in(^g'g/Ü,\  At  Bt  Ct) 
8inMi'J5/CiS  At*Bt*Ci')  ""       8in(Jj'Ä,'Ci',  At' Bt'Q') 

und  die  Geraden  A^B^C^y  A^B^C^^  AtBtCt^  At'Bt'Ct'  bilden  ein 
harmonisches  Büschel.  Dadurch  bestätigt  es  sich,  dass  das  Strahlen- 
büschel (Q)  involntorisch  ist. 

Dies  gilt  zunächst  unter  der  Voraussetzung,  dass  P  ausserhalb 
des  Kreises  ABC  liegt.  Die  Punkte  T  und  T'  bilden  indessen  anch 
dann  ein  Involutionssjstem  auf  diesem  Kreise,  wenn  P  innerhalb 
desselben  liegt,  und  die  Doppelpunkte  imaginär  werden;  daher  ist 
auch  in  diesem  Falle  das  Strahleubüschel  (Q)  involutorisch. 

A^B-lC^  und  A^B^C^  sind  die  Doppelstrahlen  des  Büschels. 
Dieselben  sind  reell  und  verschieden,  wenn  P  ausserhalb  des  Kreises 
ABC  liegt;  sie  fallen  in  die  unendlich  entfernte  Gerade  zusammen, 
wenn  P  ein  Punkt  des  Kreises  ist;  sie  sind  imaginär',  wenn  P  ein 
innerer  Punkt  ist  Bemerkenswert  ist  noch,  dass  im  zweiten  Falle 
der  eine  Strahl  jedes  Pares  mit  den  beiden  Doppelstrahlen  in  der 
unendlich  entfernten  Geraden  zusammenfällt;  die  zweiten  Strahlen 
aller  Pare  sind  dann  unter  sich  parallel  und  gehen  durch  den  un- 
endlich entfernten  Punkt  Q;  ihre  Richtung  halbirt  die  Winkel  (BC^ 
^i^i)>  (^'^5  Ci^i),  (ilB,  -^iJ5|).  Dies  ergiebt  sich  leicht,  wenn  man 
beachtet,  dass  die  Dreiecke  A^B^C^  und  ABC  ähnlich  sind  und  sich 
in  Aehnlichkeitslage  befinden,  und  dass  P  ihr  Aehnlichkeitspunkt  ist 

Die  Ergebnisse  dieses  Paragraphen  lassen  sich  folgendermassen 
zusammenfassen : 

„Das  Strahlenbüschel  (Q),  welches  durch  die  zu  Geraden 
,.entarteten  Z>reiecke  AvB^Cv  gebildet  wird,  ist  involuto- 
„risch.  Seine  Doppelstrahlen  sind  diejenigen  beiden  6e- 
„raden,  welche  die  Seiten  des  Dreiecks  ABC  in  zugeord- 
„neten  Punkten  treffen.  Das  Büschel  ist  hyperbolisch, 
„parabolisch  oder  elliptisch,  je  nachdem  Punkt  P  ausser- 
„halb  des  Umkreises  von  ABC,  auf  diesem  Kreise  oder 
„innerhalb  desselben  liegt". 

§  19.  Wir  nehmen  jetzt  wieder  Punkt  O  und  die  ihm  ent- 
sprechenden Punktreihen  träger  A'o^  B'O^  CO  als  fest  an  (Fig.  III.). 
Zieht  man  von  A  aus  nach  BvCv  die  Gerade  AL^  so  dass 

Wkl.  (AC.,  AL)  «  ^ 


Digitized  by 


Google 


und  KegeUehnütbiUcheh  239 

ist,  80  wird  auch  ViVc  von  AL  nnter  dem  Winkel  ^  geschnitten. 
Dann  ist« 

Wkl.  XilC—  VeVbV 

weil  die  Schenkel  beider  Winkel  sich  nnter  gleichen  Winkeln  schnei- 
den; ferner 

Wkl.  VbVcV'^  VcAV 

weil  ^F«  Fe y  ein  Sehnenviereck  ist;  folglich 
Wkl.  LAC^  VcAV 

d.  h.  AL  ist  Winkelgegenlinie  von  AV.  Die  von  B  nnd  C  ans  ge- 
zogenen, der  Geraden  AL  entsprechenden  Geraden  sind  ebenfalls 
die  Winkelgegenlinien  von  BV  nnd  CF.    Also: 

^Diejenigen  von  A^  B^  C  ausgehenden  Geraden,  welche 
,^mit  den  Seiten  des  Dreiecks  ^«B«(?«  den  Winkel  d-  bilden, 
„schneiden  sich  in  dem  Winkelgegenpnnkte  von  V^\\ 

§  20.  Durchläuft  V  die  Gerade  PO,  so  beschreibt  sein  Winkel- 
gegenpunkt  einen  Kegelschnitt  V\  welcher  bekanntlich  durch  die 
Punkte  A^  ü,  c  geht  und  eine  Hjrperbel,  Parabel  oder  Ellipse  ist, 
je  nachdem  PO  den  Kreis  ABC  schneidet,  berührt  oder  gar  nicht 
trifft  Da  dem  unendlich  entfernten  Punkte  der  Geraden  PO  das 
Dreieck  A-^B^C^  entspricht  (§  11.),  so  werden  diejenigen  von  A^  11, 
C  ausgehenden  Geraden,welche  die  Seiten  des  Dreiecks  u^ij9]C|  unter 
dem  Winkel  ^  schneiden,  in  dem  Winkelgegenpunkte  des  erwähnten 
unendlich  entfernten  Punktes,  d.  h.  in  einem  Punkte  des  Kreises 
ABC^  zusammentreffen.    Ist  N  dieser  Punkt,  so  ist 

Wkl.  {BN,  CtA^)  -  (BA,  C^O) '^  & 
folglich 

Wkl.  NBA  '^^  A^C^O '^  Aj^B^O 

mithin  hat  N  in  Bezug  auf  Dreieck  ABC  dieselbe  Lage  wie  O  in 
Bezug  auf  Dreieck  A^B^C^. 

§  21.  Durchläuft  Punkt  O  den  Kreis  HP,  so  erhält  man  eine 
unendliche  Anzahl  von  Kegelschnitten  V\  Dieselben  bilden  ein 
B&schel  durch  die  vier  Punkte  A,  B,  C  und  P\  den  Winkelgegen- 
punkt von  P.  Die  Hyperbeln  dieses  Büschels  stehen  zu  dem  Strahlen- 
büschel (Q)  in  der  Beziehung,  dass  die  Asymptoten  je  einer  Hjrperbel 
parallel  sind  je  einem  Pare  zugeordneter  Strahlen.  Dies  soll  jetzt 
nachgewiesen  werden,  und  zugleich  soll  diejenige  Hyperbel  des 
Btlschels  {V)  bestimmt  werden,  welche  einem  beliebigen  Strahlen- 
pare  des  Büschels  (Q)  entspricht 
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Zu  diesem  Zwecke  nehmen  wir  P  (Fig.  IV.)  als  ansserhalb  des 
Kreises  ABC  liegend  an  and  ziehen  die  Gerade  Pff,  welche  den 
genannten  Kreis  in  T^  und  T^  schneidet  (T^  mit  P  auf  derselben 
Seite  von  H).  Far  den  Fall,  dass  O  mit  fT,  also  T  mit  T^  und  T' 
mit  T^*  zusammenfallt,  ist  von  Kiehl  bewiesen  worden,  dass  die 
Gerade  ABtCt  deijenigen  Asymptote  der  in  diesem  Falle  gleich- 
seitigen Hyperbel  V  parallel  ist,  welche  darch  den  (anendlich  ent- 
fernten) Winkelgegenpankt  von  T^'  geht  Nimmt  nan  O  eine  andere 
Lage  an,  so  dass  sich  der  Winkel  ^  am  den  Winkel 

HP0=z6 
vergrössert,  so  verändert  sich  die  Richtnng  von  AtBtCt  wegen  der 
Zunahme  des  Winkels  ^,  und  weil  T  den  Kreisbogen  T^T  in  nega- 
tivem Sinne  durchläuft,  um  Wkl.  ö-^-T^T'T  in  positivem  Sinne. 
Dieser  Winkel  gehört  als  Peripheriewinkel  dem  Bogen  T^'T'  za. 
Soll  AiBtCi  in  ihrer  neuen  Lage  wieder  einer  Asymptote  parallel 
sein,  so  wird  diese  Asymptote  durch  den  Winkelgegenpankt  des- 
jenigen Punktes  gehen  müssen,  welchen  man  erhält,  wenn  man  2\' 
in  negativem  Sinne  den  Bogen 

durchlaufen  lässt  Der  Punkt  T^'  ist  also  der  Spiegelpunkt  von  T' 
in  Bezug  auf  HP,  Durch  ähnliche  Betrachtangen  ergiebt  sich,  dass 
die  Gerade  At'Bt'Ct'  derjenigen  Asymptote  parallel  ist,  welche 
durch  den  Wiukelgegenpunkt  von  T^  geht,  wenn  T^  den  Spiegel- 
punkt des  Punktes  T  in  Bezug  auf  HP  bezeichnet.  Da  nun  die 
Punkte  P,  2},  T^'  auf  einer  Geraden  liegen,  so  gehören  die  er- 
wähnten Asymptoten  einer  und  derselben  Hyperbel  des  Bflschels  ( F') 
an.  Liegt  P  innerhalb  des  Kreises  ABC^  so  wird  die  Bewegungs- 
richtung des  Punktes  2\  die  entgegengesetzte;  liegt  P  auf  dem  ge> 
nannten  Kreise,  so  fällt  7\  mit  P  zusammen;  in  beiden  Fällen  bleibt 
jedoch  im  ttbrigen  der  Beweis  unverändert    Man  hat  also  den  Satz : 

„Je  zwei  zugeordnete  Strahlen  des  Btlschels  (Q)  sind 
„den  Asymptoten  einer  Hyperbel  des  Büschels  (F')  parallel, 
„und  zwar  den  Asymptoten  deijenigen  Hyperbel,  welche 
„die  Winkelgegenpunktcurve  der  Geraden  ist,  welche  zu 
„PO  in  Bezug  auf  PH  symmetrisch  liegt'S 


III.    Parabeln  und  Parabelseharen,  welebe  dareh  tthnllehe 
Ponktreihen  auf  den  Geraden  A'O^  B*0^  C*0  bestimmt  werden. 

(Fig.  IV.) 

§  22     Sind  A'O^  B'O,  CO  drei  bestimmte  zugeordnete  Punkt- 
reihenträger, so  hüllen  die  Verbindungslinien  je  zweier  der  Punkte 
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jit,  Bv9  Cv  eine  Parabel  ein,  nnd  man  erh&lt  aof  diese  Weise  die 
drei  Parabeln  (&c),  (ca),  (ab).  Jede  Seite  des  veränderlichen  Drei- 
ecks j^vBvCv  ist  Tangente  für  eine  dieser  Parabeln.  Darom  sind  die 
der  Dreiecksschar  (u/uScft)  zugehörigen  Gemden  AtBtCt  und  At^BtCi 
gemeinsame  Tangenten  ftlr  alle  drei  Parabeln.  Sind  die  genannten 
Geraden  imaginär,  so  sind  auch  keine  reellen  gemeinsamen  Tangenten 
Yorhanden.  Wie  oben  angegeben  wurde,  ist  dies  der  Fall,  wenn 
sowol  P  als  O  ausserhalb  des  Kreises  ABC  liegen.  Die  gemein- 
samen Tangenten  bilden  ein  Par  zugeordneter  Strahlen  des  Baschels 
Q;  ihre  Lage  ist  daher  nach  den  Erörterungen  der  vorigen  Para- 
graphen bekannt 

§  23.  Beschreibt  O  den  Kreis  HP^  so  werden  die  drei  Parabeln 
zu  Parabelscharen.  Für  jede  Parabel  der  Schar  (&<;)  sind  die  Drei- 
ecke B^C^O  und  B*C'0  Tangen tendreiecke;  die  diesen  Dreiecken 
umgeschriebenen  Kreise  schneiden  sich  aber  in  A^^  folglich  ist  A^ 
der  gemeinsame  Brennpunkt  sämtlicher  Parabeln  der  Schar  (bc). 
Entsprechend  sind  B^  und  C^  die  Brennpunkte  für  die  Parabeln  der 
Scharen  {ca)  und  {ab).  Das  veränderliche  Dreieck  QAtAt^  ist  Tan- 
gentendroieck  sowol  für  die  Parabeln  der  Schar  {ca)  als  auch  für 
die  der  Schar  {ah)\  der  um  dasselbe  beschriebene  Kreis  geht  daher 
durch  die  Brennpunkte  B^  und  Q.  Dieser  Kreis  ist  aber  ein  fester 
Kreis,  da  er  durch  die  drei  festen  Punkte  Q,  üg,  C^  geht;  er  ist 
mithin  der  Ort  für  die  Punkte  Bt  und  Bt*  und  der  Kreis  QA^B^ 
der  Ort  für  Q  und  C/. 

§  24.  Die  Gerade  B^Ci  ist  gemeinsame  Tangente  für  alle  Pa- 
rabeln der  Schar  {bc)-,  darum  bilden  die  Leitlinien  derselben  ein 
Strahlenbüschel  durch  den  Spiegelpunkt  A^^  des  Punktes  A^  in 
Bezug  auf  B^^C^.  Die  Achsenrichtung  und  der  Parameter  lassen  sich 
für  jede  Parabel  der  Schar  leicht  ermitteln.  Die  Richtung  der  Tan- 
gente BvCf,  nähert  sich  immer  mehr  der  Achse  der  betreffenden 
Parabel,  je  weiter  sich  Bv  und  Cv  von  O  entfernen;  das  Verhältniss 
OBviOCv  nähert  sich  aber  dann  der  Grenze  pbipg.  Deshalb  ist, 
wenn  die  Parabelachse  die  Geraden  OB'  und  OC  in  F  und  G  trifft, 

OF:  OG=pb  :pc 

Da  nun  die  Winkel  A^OB^  und  A^OC^  unverändert  bleiben,  wenn 
O  den  Kreis  HP  durchläuft,  so  ist  auch  der  Winkel,  welchen  A^O 
mit  der  Parabelachse  bildet,  nämlich  der  Winkel  FA^O  constant, 
und  A^O  ist  für  alle  Parabeln  der  Schar  eine  homologe  Strecke. 
Daraus  folgt,  dass  die  Parabel  {bc)  das  Maximum  ihrer  Dimension 
erreicht,  wenn  O  mit  dem  zweiten  Endpunkt  Oa  des  von  A^  aus- 
gehenden Durchmessers  des  Kreises  HP  zusammenfällt.    Andrerseits 

Areh.  d.  Math.  a.  Phys.    2.  Seih«,  T.  X.  16 
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tritt  dafl  Maximum  auch  ein,  wenn  die  Leitlinie  senkrecht  auf  ^^-^s' 
steht,  wenn  also  ^^A^*  die  Parahelachse  und  B^C^  die  Scbeitel- 
tangente  ist  Hieraus  ergiebt  sich,  dass  der  constante  Winkel  FA^O, 
welchen  die  Parabelachse  mit  Aß  bildet,  gleich  dem  Winkel  Oa^^A^' 
oder,  was  dasselbe  ist,  gleich  demjenigen  Winkel  ist,  welchen  die 
Tangente  im  Punkte  A^  mit  B,C\  bildet  Der  Parameter  irgend 
einer  Parabel  {bc)  ist  gleich  J^A^'.^inOOaA^.  Die  Parabel  artet  in 
eine  Gerade  aus,  wenn  O  mit  A^  zusammenfallt;  diese  Gerade  ist 
parallel  Bj (7,.  Die  beiden  gemeinschaftlichen  Tangenten  für  die  Pa- 
rabeln (hc)^  (<;a),  {ah)  sind  in  diesem  Falle  die  Gerade  A^J^  und 
diejenige  durch  Q  gehende  Gerade,  welche  parallel  B^Cj  ist 

Entsprechendes  ergiebt  sich  bei  der  Betrachtung  der  Parabel- 
scharen (ca)  und  (ah), 

§  25.  Die  drei  Punkte,  durch  welche  die  Leitlinien  aller  Pa- 
rabeln der  drei  Scharen  gehen,  bilden  ein  Dreieck  A^*B^'C^\  welches 
zu  A^B^C^  dieselbe  Lage  hat  wie  das  dritte  Brocard'sche  Dreieck 
des  Punktes  P  zu  ABC^  und  welches  daher  dem  Dreieck  ui^B^C^ 
gegenwendig  ähnlich  ist  (§  9.)*  Die  Leitlinien  bilden  congruente 
StrahlenbOschel  durch  A^\  B^\  C^\  mithin  bestimmt  jedes  Tripel 
sich  entsprechender  Leitlinien  ein  dem  Dreieck  A^'B^'C^'  umge- 
schriebenes Dreieck  von  bestimmter  Gestalt  Zur  Schar  aller  dieser 
Dreiecke  gehört  als  Nulldreieck  der  Punkt  Q\  denn  wenn  O  mit  H 
zusammenfällt,  so  stehen  die  gemeinschaftlichen  Parabeltangenten 
auf  einander  senkrecht,  und  durch  ihren  Schnittpunkt  Q  gehen  die 
drei  Leitlinien.  Letztere  gehen  aber  in  diesem  Falle  auch  durch 
-4o,  Bq,  Cg  (Kiehl,  Progr.  §  8).    Daraus  folgt: 

„Die  Punkte  A^\  B^\  C^*  liegen  auf  den  Geraden  A^Q^ 
,,BA  CoQ". 

Weil  ferner  diese  letzteren  drei  Geraden,  als  Ecklinien  des  Dreiecks 
A^^BqCq  betrachtet,  zu  ÄP\  BP\  CP*  im  Dreieck  ABC  homolog 
sind,  so  hat  man  noch  den  Satz: 

„Die  Winkel  aller  dureh  die  Leitlinien  gebildeten  Drei- 
„ecke  sind  gleich  den  Winkeln,  unter  welchen  sich  die 
„durch  den  Winkelgegenpunkt  von  P  gezogeneu  Eckliuien 
,,AP\  BP\  CP'  schneiden". 

§  26.  Die  Achsen  aller  Parabeln  der  drei  Scharen  bestimmen 
eine  Schar  von  Dreiecken,  welche  dem  Dreieck  A^B^C^  umgeschrieben 
und  den  durch  die  Leitlinien  gebildeten  Dreiecken  gleichwendig  ähn- 
lich sind.  Auch  diese  Schar  von  Dreiecken  hat  ein  Nulldreieck. 
Um  dasselbe  zu  bestimmen,  sei  daran  erinnert,  dass  die  Dreiecke 
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^i^iQi  ^fi^s^si  A^B^C^  80  za  einander  liegen  wie  die  Dreiecke 
ABC,  XYZ,  Ä^B^C^  (§  9.,  Fig.  IL).  Nun  hat  der  Punkt  Q  zu 
A^B^C^  dieselbe  Lage  wie  P'  zu  ABC\  darum  ist  QEP'  eine  ge- 
rade Linie  und 

EP*  —  2EQ 

Es  folgt  hieraus  mit  Bücksicht  auf  den  in  §  9.  bewiesenen  Satz, 
dass  P'  derjenige  Punkt  im  Dreieck  A^B^C^  ist,  der  dem  Punkte  Q  in 
AfB^C^  homolog  ist.  Der  Punkt  P'  ist  aber  auch  als  Punkt  des  Dreiecks 
^FZ dem  Punkte  Q  in  A^B^C^  homolog;  demnach  ist  P'  der  den  beiden 
Dreiecken  A^B^C^  und  XYZ  gemeinsame  Punkt.  Ebenso  ist  auch  Q 
der  gemeinsame  Punkt  für  die  beiden  Dreiecke  A^'B^^C^'  und  A^B^C^, 
Wären  nun  diese  beiden  Dreiecke  gleichwendig,  so  mttsste  Punkt  Q 
das  Nulldreieck  der  durch  die  Parabelachsen  gebildeten  Dreiecks- 
Bchar  sein.  Da  sie  jedoch  gegenwendig  sind,  so  ergiebt  sich  als  das 
gesuchte  Nulldreieck  der  Zwillingspunkt  Q'  von  Q  in  Bezug  auf 
Dreieck  A^B^C^  (Artzt,  Progr.  des  Gymn.  zu  Becklinghausen  1886). 
Um  Q!  zu  construiren,  bestimme  man  die  Spiegelpunkte  Qa,  Q&,  Qe 
von  Q  in  Bezug  auf  B^C^  C^A^,  A^B^]  dann  schneiden  sich  die  drei 
Kreise  BiC^Q^  C^A^Qbf  A^BiOe  in  Q'. 


lY.    Parabeln  und  Parabelseharen,  welche  durch  ähnliehe 
Punktreihen  auf  beliebigen  zugeordneten  Geraden  bestimmt  werden. 

§  27.  In  den  bisherigen  Untersuchungen  wurden  als  Pnnkt- 
reihenträger  für  die  Beihen  (Avh  l^v),  (Cv)  immer  nur  die  Geraden 
A*0,  B*Of  Co  gewählt,  welche  die  Punkte  A^,  jjj,  Cj  als  sich  ent- 
sprechende Punkte  enthalten.  Im  Folgenden  sollen  nun  andere  Ge- 
raden Punktreihenträger  sein,  dabei  jedoch  das  Aehnlichkeitsver- 
hältniss  der  Punktreihen  nicht  geändert  werden. 

Lässt  man  den  Punkt  Av  die  beliebige  Gerade  Ga  durchlaufen, 
so  bewegen  sich  die  Punkte  Pv,  C,  ebenfalls  auf  zwei  Geraden  Gh 
und  Gc'j  Ga^  Gh,  Gc  sind  dann  ein  Tripel  zugeordneter  Geraden. 
Hat  man  noch  ein  zweites  Tripel  zugeordneter  Geraden  Ga\  Gh\ 
Gc\  so  sind  die  drei  Schnittpunkte  von  Ga  uud  Ga\  Gh  und  ft', 
Gc  und  Ge    zugeordnete  Punkte,  und  ausserdem  ist 

Wkl.  {Ga,  Ga)  =  (Gh,  Gh')  =  {Gc,  G.') 

Beides  folgt  mit  Leichtigkeit  aus  der  Definition  der  zugeordneten 
Punkte  (§  17.).  Da  die  Dreiecksseiten  BC,  CA,  AB  zugeordnete 
Geraden  sind,  so  werden  sie  von  beliebigen  anderen  zugeordneten 
Geraden  Ga,  Gh,  Gc  in  zugeordneten  Punkten  A',  B',  C*  unter 
gleichen  Winkeln  geschnitten;  auch  die  Winkel  {A'O,  Ga),  {B*0,  Gh), 

16» 
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{C'Oj  Ge)  sind  gleich.  Man  kann  daher  die  Geraden  Gay  Gb^  Gc 
erhalten  dnrch  Drehung  von  A'O,  B'O^  C*0  in  gleichem  Sinne  und 
gleichem  Betrage,  wobei  A*^  B\  C*  die  Drehangspankte  sind.  Nimmt 
man  nun  Ga^  <?»,  Ge  als  Träger  für  die  Punktreihen  (^«),  (B«), 
(C«),  so  berühren  wie  früher  (§  22.)  die  Seiten  des  veränderlichen 
Dreiecks  AvBvCv  je  eine  Parabel.  Für  den  spedellen  Fall,  dass  die 
Punktreihenträger  durch  die  Seitenraitten  A^^  Bq,  Cq  gehen,  ist  Ton 
Kiehl  bewiesen  worden,  dass  A^y  Bj,  C,  die  Brennpunkte  der  er- 
haltenen drei  Parabeln  sind.  Der  dort  gegebene  Beweis  bleibt  aber 
unverändert  auch  in  dem  allgemeinen  Falle  anwendbar,  und  man 
hat  daher  den  Satz: 

„Drei*  ähnliche  Punktreihen,  welche  in  dem  Aehnlich- 
„keitsverhältsniss  pa  ipiipt  stehen,  und  deren  Träger  drei 
.,beliebige  zugeordnete  Geraden  sind,  bestimmen  drei  Pa- 
„rabeln,  deren  Brennpunkte  die  Ecken  des  zweiten  Bro- 
„card'schen  Dreiecks  des  Punktes  P  sind^^ 


§  28.  um  die  Frage,  ob  für  dieses  Parabeltripel  gemeinsame 
Tangenten  vorhanden  sind,  zu  erörtern,  wenden  wir  uns  noch  einmal 
den  Kreisen  QB^C^y  QC^A^y  QA^B^  (§  23.,  Fig.  IV.)  zu.  Der  Kreis 
QB^C^  bildet  mit  Punkt  ^^  und  Seite  BC  eine  Figur,  welche  der- 
jenigen ähnlich  ist,  die  der  Kreis  ABC  mit  dem  Punkte  P  und  seiner 
Polare  bildet  Dies  ist  von  Kiehl  bewiesen  worden.  Um  jedoch 
noch  einen  neuen  Beweis  dafür  zu  geben,  nehmen  wir  P  als  ausser- 
halb des  Kreises  ABC  liegend  an.  Sind  die  Geraden  OA^,  OB^^ 
OC^  Träger  der  Punktreihen  (-4»),  {Bv)y  (C„),  so  sind  Ai  und  At*  die 
Schnittpunkte  von  OA^  und  dem  Kreise  QB^C^\  ferner  sind  QAt 
und  QAt'  die  gemeinsamen  Tangenten  des  zugehörigen  Parabel- 
tripeis. Der  Winkel,  welchen  diese  letzteren  bilden ,  ist  Peripherie- 
winkel  auf  dem  Bogen  AtAt'\  andererseits  ist  aber  dieser  Winkel 
gleich  dem  Winkel  HT  oder,  was  dasselbe  ist,  gleich  dem  im  Kreise 
ABC  auf  dem  Bogen  TT*  stehenden  Peripheriewinkel  (§  13.);  folg- 
lich sind  die  Bogen  AtAt'  und  TT'  ähnlich.  Da  dies  für  alle  Lagen 
von  OA^  und  PO  gilt,  so  hat  Punkt  A^  in  Bezug  auf  Kreis  QB^C^ 
dieselbe  Lage  wie  P  in  Bezug  auf  Kreis  ABC,  Wenn  OA^  den  Kreis 
QB^C^  berührt ,  so  fallen  die  gemeinsamen  Tangenten  in  eine  zu- 
sammen ;  wir  wissen  aber  schon,  dass  dann  auch  die  Punkte  At  und 
At*  zusammenfallen  (§  14.);  mithin  liegen  die  Berührungspunkte  der 
von  A^  aus  an  den  Kreis  QB^C^  gelegenen  Tangenten  auf  BC,  Da- 
nach ist  BC  die  Polare  von  A^  in  Bezug  auf  den  Kreis  QB^C^^  und 
die  Punkte  A^,  At^  A'  und  At'  sind  harmonische  Punkte.  Liegt  P 
innerhalb  des  Kreises  ABC^  so  liegt  nach  Vorstehendem  A^  inner- 
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halb  des  Kreises  QB^C^ ,  UDd  es  lassen  sich  von  A^  aus  keine  Tan- 
genten an  den  letzteren  Kreis  lügen;  die  harmonischeu  Beziehungen 
bleiben  jedoch  ungestört 


§  29.  Auf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich,  dass  auch  die  Figuren, 
welche  durch  Kreis  QC^J^^  Punkt  ^,  und  Seite  CA  sowie  durch 
Kreis  Q^^fit)  Punkt  Q  und  Seite  ^^  gebildet  werden,  derjenigen 
Figur  ähnlich  sind,  welche  der  Kreis  ABC  mit  Punkt  P  und  seiner 
Polare  bildet.  Es  folgt  hieraus,  dass  die  Strecken  AqA^,  ^o^d 
CqCs  homolog  sind  in  Bezug  auf  die  Kreise  QBgC^y  QQ^s,  QA^B^^ 
und  dass  sich  daher  die  Radien  dieser  Kreise  wie  AqA^  :  BqB^  :  CoCj, 
d.  h.  wie  Pal  pb  ipc  verhalten.  Weil  ferner  A^y  Ho,  Cj,  und  A^,  Ä^, 
Cj  zwei  Tripel  zugeordneter  Punkte  sind,  so  sind  die  drei  Kreise 
zugeordnete  Kreise,  und  drei  beliebige  zugeordnete  Geraden  sind  für 
sie  homologe  Geraden.  Daher  werden  auch  diese  drei  Kreise  durch 
zugeordnete  Geraden  gleichzeitig  geschnitten  oder  berührt  oder  gar 
nicht  getroffen,  und  die  Durchschnitts-  oder  Berfihrungspunkte  sind 
zugeordnete  Punkte. 

§  30.  Da  jede  durch  Q  gezogene  Gerade  ein  Tripel  zugeord- 
neter Punkte  enthält,  und  weil  die  Oerter  ftlr  die  in  einer  Geraden 
liegenden  zugeordneten  Punkte  die  drei  hier  betrachteten  zugeord- 
neten Kreise  sind,  so  können  diese  Kreise  keine  anderen  zugeord- 
neten Punkte  enthalten  als  solche,  die  auf  einer  durch  Q  gehenden 
Geraden  liegen.  Werden  also  die  drei  Kreise  durch  die  drei  zu- 
geordneten Geraden  Ga^  Gh^  Ge  geschnitten,  so  liegen  jederzeit  die 
sechs  Schnittpunkte  auf  zwei  Geraden,  welche  sich  in  Q  schneiden ; 
diese  beiden  Geraden  sind  die  gemeinsamen  Tangenten  für  das- 
jenige Parabeltripel ,  welches  man  erhält,  wenn  man  Ga,  6r»,  Gc  zu 
Trägem  der  Punktreihen  (-^r),  (-0©),  (Co)  nimmt  Die  Frage  be- 
treffend die  gemeinsamen  Tangenten  irgend  eines  der  hier  betrach- 
teten Parabeltripel  lässt  sich  mit  Rücksicht  hierauf  folgendermassen 
beantworten: 

„Für  diejenigen  drei  Parabeln,  welche  durch  die  ähn- 
„lichen  Punktreihen  (^«),  (B»),  (Ct,),  deren  Träger  drei 
„beliebige  zugeordnete  Geraden  sind,  bestimmt  werden, 
„sind  zwei  reelle  und  verschiedene  gemeinsame  Tangenten 
„vorhanden,  wenn  die  Punktreihenträger  die  drei  Kreise 
„Qi?2^89  QCs^S)  QA^B^  schneiden ;  beide  gemeinsame  Tan- 
„genten  fallen  zusammen,  wenn  die  Punktreihenträger  die 
„genannten  Kreise  berühren;  sie  sind  imaginär,  wenn  die 
„Pnnktreihenträger  die  Kreise  gar  nicht  treffen''. 
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S  31.  Bestimmt  man  für  irgend  eine  feste  Lage  des  Punktes  O 
die  EUgehörigen  Geraden  A*0^  B*0^  C^O^  lässt  diese  Geraden  nm 
die  Packte  A\  B\  C*  als  DrehuDgspankte  eine  Drehnng  am  O®  bis 
180^  machen  and  nimmt  dieselben  in  jeder  Lage  als  Träger  der 
Panktreihen  {Jv)^  (B«),  (CV),  so  erhält  man  wie  in  §  23.  statt  eines 
Parabeltripels  drei  Parabelscharen  (äc),  (<?a),  (ab).  Diese  stimmen 
mit  den  oben  betrachteten  Scharen  darin  ttberein,  dass  sie  dieselben 
gemeinsamen  Brennpunkte  haben;  die  festen  Tangenten  für  die  Pa- 
rabeln jeder  Schar  sind  jetzt  aber  die  Seiten  des  Dreiecks  J'B'C'. 
Für  welche  Parabeltripel  der  drei  Scharen  gemeinsame  Tangenten 
vorhanden  sind,  und  welche  Lage  dieselben  haben,  ergiebt  sich  nach 
dem  vorigen  Paragraphen  durch  sehr  einfache  Constructionen. 

§  32.  Jeder  Lage  des  Punktes  0  entsprechen  drei  solcher  Pa- 
rabelscharen wie  die  vorerwähnten.  Lässt  man  nun  noch  O  den 
Kreis  HP  durchlaufen,  so  ergiebt  sich  eine  unendliche  Anzahl  solcher 
Scharentripel ,  und  jedes  für  das  gegebene  Aehnlichkoitsverhältniss 
der  Punktreihen  (^«),  (Bo),  (C»)  mögliche  Parabeltripel  gehört  einem 
dieser  Scharentripel  an.  Obwol  es  nun  hiernach  keine  anderen  als 
die  bis  jetzt  der  Betrachtung  unterzogenen  Parabeltripel  mehr  gicbt, 
so  kann  man  doch  noch  neue  Parabelscharen  bilden,  indem  man 
nämlich  als  Drehungspunkte  auf  den  Punktreihenträgem  statt  der 
Punkte  A\  ^,  C*  beliebige  andere  Punkte  wählt.  Man  erhält  drei 
Parabelscharen,  welche  dadurch  bestimmt  sind,  dass  A^^  B^^  C^  dio 
Brennpunkte  und  die  Seiten  des  Dreiecks  der  Drehungspunkte  feste 
Tangenten  für  die  Parabeln  je  einer  Schar  sind.  Wählt  man  als 
Drehungspunkte  drei  auf  den  Kreisen  QB^C^,  QC^^A^,  QA^B^  liegende 
zugeordnete  Punkte,  welche  nach  §  30.  einer  durch  Q  gehenden  Ge- 
raden angehören,  so  ist  diese  letztere  gemeinsame  Tangente  für  sämt- 
liche Parabeltripel  der  drei  Scharen. 

§  33.  Es  ist  in  §  21.  bewiesen  worden,  dass,  wenn  A'O^  B'O^ 
C*0  die  Punktreihenträger  sind,  die  Geraden  AtBtCt  parallel  'sind 
den  Asymptoten  derjenigen  Hyperbel,  welche  die  Winkelgcgenpunkt- 
curve  'der  Geraden  PT^T^*  ist,  und  zwar  ist  AtBtCt  derjenigen 
Asymptote  parallel,  deren  unendlich  entfernter  Punkt  der  Winkel- 
gegenpunkt  von]  T^  ist.  Es  seien  nun  drei  beliebige  zugeordnete 
Geraden  Ga^  Cr6,  Ge  die  Träger  der  Punktreihen,  und  Ga  möge  den 
den  Kreis  QB^C^  in  Ag  und  Ag*  schneiden  (Fig.  VI.).  Dann  ist 
Wkl.  AtQAg  der  zum  Bogen  AtAg  gehörige  Peripheriewinkel.  Soll 
nun  QAg  ebenfalls  einer  Hyperbelasymptote  parallel  sein,  so  muss 
diese  durch  den  unendlich  entfernten  Winkelgegenpunkt  desjenigen 
Punktes  Tg  gehen,  der  auf  dem  Kreise  ABC  so  liegt,  dass  Bogen 
T^'Tg*  dem  in  entgegengesetzter  Bichtung  genommenen  Bogen  At/4g 
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ähnlich  ist  Ebenso  ist  QAg'  einer  Hyperbelasymptoto  parallel,  wenn 
die  letztere  durch  den  Winkelgegenpuukt  desjenigen  Punktes  Tg 
geht,  welcher  auf  dem  Kreise  j4bC  den  Bogen  T^Tg  so  bestimmt, 
dass  er  dem  Bogen  At'Jg'  ähnlich  ist  und  nach  entgegengesetzter 
Richtung  liegt.  Durch  die  beiden  erwähnten  unendlich  entfernten 
Winkclgegenpunkte  gehen  die  Asymptoten  derjenigen  Hyperbel, 
welche  die  Winkelgegenpunktcurve  der  Geraden  TgTg'  ist  Ufai  die 
Lage  dieser  Geraden  zu  erkennen,  beachte  man,  dass  nicht  nur  die 
Bogen  T^'Tg'  und  T^Tg  den  Bogen  yftJg  und  At'j'g'  ähnlich 
sind  und  entgegengesetzt  liegen,  sondern,  dass  dasselbe  auch 
vom  Bogen  Tj'Tj  in  Bezug  auf  Bogen  Jt^t'  gilt  Es.  folgt  dar- 
aus nämlich,  dass  auch  der  Bogen  Tg' Tg  dem  Bogen  yigJg'  ähnlich 
ist.  Ferner  sind  noch  die  Vierecke  TgT^TgT^  und]  JgJiAgAt 
ähnlich  in  gegenwendiger  Lage.  Da  nun  T^T^  symmetrisch  liegt  in 
Bezug  auf  HP  zu  TT\  und  da  diese  letztere  Gerade  im  Kreise  ABC 
homolog  ist  der  Geraden  At^Jt  im  Kreise  Qß^C^^  so  ist  auch  TgTg 
oder  G^  symmetrisch  in  Bezug  auf  HP  zu  derjenigen  Geraden  (?„ 
welche  im  Kreise  ABC  der  Geraden  Ga  im  Kreise  Qfl^C^  entspricht 

§  34.  Die  Punkte  Tg  und  Tg  sind  reell  und  verschieden,  wenn 
Ga  den  Kreis  Qß^C^  schneidet;  sie  fallen  zusammen,  wenn  Ga  diesen 
Kreis  berührt,  und  sie  sind  imaginär,  wenn  Ga  den  Kreis  gar  nicht 
trifft  In  dem  letzteren  Falle  werden  auch  die  Geraden  Q,Ag  und 
(iAg  und  ebenso  die  Asymptoten,  denen  diese  Geraden  parallel 
sind,  imaginär;  doch  bleibt  die  Gerade  G^  reell,  und  ihre  Winkel- 
gegenpunktcurve ist  eine  Ellipse.  Mit  Rücksicht  darauf,  dass  die 
Geraden  QAg  und  QAg  die  gemeinsamen  Tangenten  für  irgend  eins 
der  hier  betrachteten  Parabeltripel  sind,  lassen  sich  die  gewonnenen 
Resultate  so  zusammenfassen: 

„Die  reellen  oder  imaginären  gemeinsamen  Tangenten 
„eines  durch  die  ähnlichen  Punktreihen  A^^  B«,  C«  auf  den 
„beliebigen  zugeordneten  Geraden  Ga^  Gh^  Gc  bestimmten 
„Parabeltripels  sind  parallel  den  reellen  oder  imaginären 
„Asymptoten  desjenigen  Kegelschnittes,  welcher  die  Winkel- 
„gegenpunktcurve  einer  gewissen  Geraden  (G^  ist.  Diese 
„Gerade  G^  ist  in  Bezug  auf  HP  symmetrisch  zu  der- 
,.jenigen  Geraden  G^ ,  welche  mit  dem  Kreise  ABC  und 
„Punkt  P  eine  Figur  bildet,  die  den  aus  den  Punktreihen- 
.yträgern,  den  Kreisen  QB^Cg,  HC^A^^  QA^ß%  und  den 
„Punkten  A^^  B^,  Q  gebildeten  Figuren  ähnlich  ist". 

§  35.  Werden  A*0^  n'o,  CO  von  Ga^  Gbj  Gc  in  den  zugeord- 
neten Punkten  A^\  B«',  C«'  geschnitten,  und  dreht  man  die  Punkt- 
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reihenträger  nm  diese  letzteren  drei  Punkte  in  gleichem  Sinne  und 
gleichem  Betrage,  so  dreht  sich  die  Gerade  (?]  um  denjenigen  Punkt 
P,,  welcher  im  Kreise  ^BC  den  Punkten  -ä/,  A',  Ct'  als  Punkten 
der  Kreise  Qb^Cs,  QCs^s,  Q^s^s  entspricht,  und  die  Gerade  G^ 
dreht  sich  um  den  Spiegelpunkt  P^  von  P^  in  Bezug  auf  HR  Die 
Kegelschnitte,  deren  Asymptoten  die  gemeinsamen  Tangenten  der 
einzelnen  Tripel  der  erhaltenen  Parahelscharen  parallel  sind,  bilden 
dann  ein  Büschel  durch  die  Punkte  ^,  .0,  C  und  den  Winkelgegen- 
punkt  Pj'  von  P,. 

In  dem  in  den  Paragraphen  23.  bis  26.  behandelten  Falle  waren 
ili,  jB^,  Cj  die  Drehungspunkte,  und  P^  fiel  mit  P  zusammen;  sind 
A\  B',  C  die  Drehnngspunkte,  so  liegt  Pg  auf  der  Polare  von  P  m 
Bezug  auf  Kreis  abC\  sind  ^oi  ^O)  ^o  ^^^  Drehnngspunkte,  so  ist 
Pj  der  Durchschnittspnnkt  von  HP  und  der  Polare  von  P.  Liegen 
die  Drehungspunkte  Av%  Bv\  C^  innerhalb  der  Kreise  Qb^C^^  ^^s^^j^ 
QJ,B,,  so  liegt'  Punkt  Pg  innerhalb  des  Kreises  äBC^  und  das  Kegel- 
Schnittbüschel  durch  die  Punkte  ^,  B,  c,  P,'  besteht  aus  lauter 
Hyperbeln.  Liegen  die  Drehungspunkt  auf  den  genannten  zugeord- 
neten Kreisen,  so  liegt  P^  auf  dem  Kreise  ABC^  und  das  erwähnte 
Büschel  besteht  aus  Hyperbeln  und  einer  Parabel.  Sind  endlich  für 
jene  drei  Kreise  die  Drehnngspunkte  äussere  Punkte,  so  ist  aach 
für  Kreis  ABC  der  Punkt  Pg  ein  äusserer  Punkt-,  das  Büschel  be- 
steht dann  aus  Hyperbeln,  Ellipsen  und  zwei  Parabeln. 

Das  von  den  Paren  gemeinsamer  Tangenten  gebildete  Strahlen- 
büschel  durch  Q  ist  jederzeit  ein  involutorisches  und  ist  durch  die 
Lage  des  Punktes  P^  vollständig  bestimmt. 


y.    Aehnliche  Pnnktrcihen  auf  beliebigen  Geraden;  Bestimmniig 
des  zugehörigen  Breiecks  ABC. 

§  36.  Die  Punktreihen  {A'\  {B'\  (C),  welche  unseren  Unter- 
suchungen als  Ausgangspunkt  dienten,  waren  zwar  ganz  beliebig, 
doch  waren  sie  noch  durch  die  Bedingung  verknüpft,  dass  die  Mitten 
^0  9  -^0  9  Q  ^^^  Seiten  des  Dreiecks  ABC  sich  entsprechen  sollten. 
Die  gewonnenen  Resultate  gestatten  nun,  auch  diese  Bedingung 
fallen  zu  lassen  und  ausserdem  das  Dreieck  AB  C  als  nicht  gegeben 
anzusehen.  £s  wird  dann  darauf  ankommen,  für  irgend  welche  drei 
gegebene  ähnliche  Punktreihen  dasjenige  Dreieck  zu  finden,  in  Bezug 
auf  welches  die  Träger  der  Punktreihen  zugeordnete  Geaaden  sind. 

Sind  (Ao),  {Bv)f  (Cv)  drei  beliebige  Punktreihen,  deren  Aehn- 
lichkeitsverhältniss  paipupe  ist,  und   deren   Träger  das  Dreieck 
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A"Bf'C"  bilden  (Fig.  VII.),  so  kann  man  diese  Reihen  nicht  als 
identisch  mit  den  Reihen  (A')^  (b'),  (C)  betrachten,  weil  die  er- 
wähnte, diese  letzteren  Reihen  verknüpfende  Bedingung  nicht  mehr 
besteht;  wol  aber  kann  man  jene  ersten  Reihen  als  solche  ansehen, 
welche  auf  zageordneten  Geraden  in  Bezng  auf  das  noch  zn  be- 
stimmende Dreieck  ABC  liegen.  Von  diesem  Dreieck  ABC  weiss 
man  im  voraas,  dass  es  dem  Dreieck  A"ff'C"  ähnlich  ist,  weil  seine 
Seiten  von  zugeordneten  Geraden  unter  gleichen  Winkeln  geschnitten 
werden. 

Aus  den  zugeordneten  Geraden  B*C",  C*'A!\  A"S'  erhält  man 
durch  Drehung  um  die  beliebigen  zugeordneten  Punkte  i4D',  B«',  C^  in 
gleichem  Sinne  und  gleichem  Betrage  ein  anderes  Tripel  zugeord- 
neter Geraden.  Man  kann  nun  die  Drehung  so  bestimmen,  dass 
diese  drei  letzteren  Geraden  durch  einen  Punkt  O'  gehen,  welcher 
als  der  gemeinsame  Schnittpunkt  der  Kreise  -4"b«'C,',  el'CjA^\ 
Ca^'Bv  leicht  construirbar  ist.  Auf  gleiche  Weise  kann  man  durch 
Drehung  um  drei  andere  zugeordnete  Punkte  -4»",  Bt\  ft"  drei 
zugeordnete  Geraden  erhalten,  welche  durch  einen  zweiten  Punkt 
CK'  gehen.  Schneiden  sich  dann  A^O'  und  A"0**  in  A^^  B^'O*  und 
bT'O"  in  Bi,  C/0'  und  C,"0"  in  Ci,  so  sind  die  Winkel  0'A^(y\ 
O'B^O^,  0*C^€l'  entweder  gleich  oder  supplementär;  mitbin  liegen 
die  Punkte  ^i,  Bj,  C^,  O',  o"  auf  einem  Kreise.  Ferner  ist  auch 
Winkel  B^O'C^  entweder  gleich  oder  supplementär  den  Winkein 
C^Ä^B^  und  C'^V;  folglich  ist 

Wkl.  C^A^B^  -  C"i4"B"  -  a 
Ebenso  ist 

Wkl.  -^iBjCi  —  ß    und    Wkl.  B^C^A^  —  y 
also 

Dreieck  ^B^C^  <x)  A"b"c"  oo  ABC 

Die  Dreiecke  A^A^*A^'\  B^Bt'B^*\  C^C^'C^'  sind  ähnlich  wegen 
der  Gleichheit  der  Winkel;  folglich  verhält  sich 

Ä^A^    :  B^Bv    :  CjC©    z=r  A„  Af,    i  B^  B^    r  ft  ft     =  pa  •  Pe  •  pc 

Sind  nun  A/*^  BrT^  C^'^  wiederum   drei  zugeordnete   Punkte,  und 
verbindet  man  A^*"  mit  -ij,  B»"'  mit  B,,  C^"*  mit  Cj,  so  verhält  sich 

A^A^' :  B^Bv'  :  Cj C/  =  A^'A,*^  :  B^'B^'"  :  Cv'Cn''  =  pa  :  ph  :  P0 

ausserdem  ist 

Wkl.  A^A/A^'^  =  B^Bp'Bv*"  -  C^Cv^C^ 
folglich 

A  Ä^A/A,'»  ähnl.  B^BjBt'^  ähnl.  C^Cr/C^'" 
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und  die  Geraden  AfTA^j  Bt^B^^  CJ^C^  schneiden  die  Seiten  des 
Dreiecks  A"B^'C"  unter  gleichen  Winkeln,  sind  also  zugeordnete 
Geraden.  Treffen  sich  nun  AjTa^  und  Bf^B^  in  o**,  so  ist  Wkl. 
A^O^Bi  entweder  gleich  oder  supplementär  dem  Winkel  y;  mithia 
liegt  O^  auf  dem  Kreise  ^]i?,C|.  Da  dasselbe  von  dem  Durch- 
schnittspunkt von  Av'^Ai  und  Cc^C,  gilt,  so  muss  dieser  letztere 
Durchschnittspunkt  mit  O"'  zusammenfallen.  Hiernach  schneiden 
sich  alle  zugeordnete  Geraden,  welche  durch  die  Punkte  ^„  ^i,  C, 
gehen,  in  einem  Punkte,  welcher  auf  dem  Kreise  A^b^C^  liegt,  und 
man  erkennt  daraus,  dass  Dreieck  A^B^CJ^  das  zu  ABC  gehörige 
erste  Brocard'sche  Dreieck  des  Punktes  P  ist,  dass  also  auch  Kreis 
-djBjCj  mit  dem  Kreise  HP  identisch  ist 

§  37.  Nachdem  dies  festgestellt  ist,  kann  man  nun  den  Punkt 
Q  construiren,   dessen   Entfernungen   von  den  Seiten   des  Dreiecks 

A.ß.O^  sich  wie  —  :  —  :  —     verhalten;    ferner    ergeben    sich     die 

Pa       pb       pc 

Punkte  -4^,  -ßj,  Cj  als  Schnittpunkte  von  QA^^  Qß^,  QC\  mit  dem 
Kreise  A^B^C^^  auch  die  Kreise  Q^i^si  ^^s^s)  ^^t^%  sind  bestimmt. 
£s  lassen  sich  also  ohne  Rücksicht  auf  Dreieck  ABC  für  die  drei 
durch  die  ähnlichen  Punktreihen  (^e),  (ß«))  (Q)  erzeugten  Parabeln 
schon  die  Brennpunkte  sowie  die  etwa  vorhandenen  gemeinsamen 
Tangenten  construiren. 

§  38.  Um  nun  noch  Dreieck  ABC  zu  bestimmen,  construire 
man  zunächst  die  Punkte  -Aj',  5»'  ^3'  i^'^Z-  VIII.).  Dann  liegen  die 
Punkte  ^0»  ^0»  ^0  auf  den  Geraden  Q^,',  Oßg',  QCg«  (§  25.),  und 
zwar,  weil  Punkt  Q  die  Dreiecke  -^i^i^i  und  ^0^0 ^0  i°  gleichem 
Verhältniss  teilt,  so,  dass 

Q^o  :  ^B^  '  ^^0  -  Q^i  :  ^^^i  :  ^^i 
ist.    Trägt  man  daher  auf  QA^'  die  Strecke 

ab,  ebenso  auf  QB^'  die  Strecke 

Q5o'  -  Qß| 
und  auf  QCJ  die  Strecke 

so  ist  Dreieck  Aq^Bq^Cq'  dem  Dreieck  AqB^Cq  ähnlich  und  mit  ihm 
in  Aehnlichkeitslage.  Die  von  ^,  Bj,  C^  ans  zu  den  entsprechenden 
Seiten  des  Dreiecks  -^o^B^'C^»  gezogenen  Senkrechten  sind  daher  die 
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Mittelsenkrechten  des  Dreiecks  ABC  und  schneiden  sich  auf  dem 
Kreise  ä^BjCi  ^^  Punkte  IT,  dem  Mittelpunkt  des  Kreises  ABC. 
Dadurch  ist  auch  P  bestimmt.  Nun  liegt  A  auf  der  Geraden  Ai^y 
femer  auch  auf  der  Geraden,  welche  mit  HB^  den  Winkel  ß  bildet. 
Die  letztere  Gerade  erhält  man,  wenn  man  durch  A^  zu  B^Ci  eine 
Parallele  zieht,  welche  den  Kreis  ÄPin  Ai"  schneidet,  und  jfiTmit  -4^" 
yerbindet  Punkt  A  ist  also  der  Schnittpunkt  der  beiden  Geraden 
A^P  und  HA^'\  Entsprechend  erhält  man  B  und  C,  Man  kann 
auch  zuerst  die  Punkte  Aq^  j?o,  ^o  bestimmen;  A^  ist  nämlich  der 
Dnrcbschnittspunkt  der  durch  A^  zu  ^o'^o'  gezogenen  Senkrechten 
und  der  Geraden  Q^s',  und  entsprechend  ergeben  sich  B^  und  C^. 

§  39.  Wenn  das  Aehnlichkeitsverhältuiss  der  Puiiktreihen  cosa 
icosßicosy  ist,  so  können  Dreieck  A^B^C^  und  der  Kreis  ITP  in 
einen  Punkt  ausarten,  und  dies  entspricht  dem  Zusammenfallen  des 
Punktes  P  mit  H.  Die  Gonstructionen  der  §§  37.  und  38.  sind  dann 
unausführbar;  Dreieck  AbC  wird  unbestimmt  und  kann  jedes  Dreieck 
sein,  welches  dem  Dreieck  der  Pnnktreihenträger  ähnlich  ist  und 
mit  ihm  den  Mittelpunkt  des  umgeschriebenen  Kreises  gemein  hat. 
Es  können  jedoch  auch  bei  dem  angegebenen  Aehnlichkeitsverhält- 
niss  die  Gonstructionen  des  §  36.  ein  wirkliches  Dreieck  ^i^i^i  er- 
geben. Dann  sind  noch  die  Constructionon  des  §  37.,  nicht  aber 
die  des  §  38.  möglich.  Der  Punkt  Q  ist  dann  nämlich  der  Höhen- 
Schnittpunkt  von  -^i^iC*!,  und  daher  fallen  die  Punkte  A^\  B^\  C^' 
mit  Q  zusammen.  Die  Seiten  des  Dreiecks  ABC  liegen  in  diesem 
Falle  in  unendlicher  Entfernung;  im  Endlichen  aber  giebt  es  kein 
Dreiek,  f&r  welches  die  gegebenen  Punktreihenträger  zugeordnete 
Geraden  sind. 

Schneiden  sich  die  Punktreihenträger  in  einem  Punkte,  so  ist 
dieser  ein  Punkt  O  des  Kreises  HP,  Die  Gonstructionen  des  §  36. 
sind  dann  unausführbar.  Man  construire  deshalb  zunächst  die  Punkte 
^9y  -^89  ^89  welche  die  zweiten  Durcbschnittspunkte  der  Kreise 
Bp'oC/  und  B^^OCv",  C^'OA^'  und  C^'OA^\  A^'oB^'  und  A^"OB^" 
sind.  Durch  die  Punkte  A^^  B^^  C^  ist  Kreis  HP  bestimmt;  ferner 
ist  auch  die  Lage  der  Punkte  A^^  j^i,  Cj,  Q  bekannt,  weil  die  Ge- 
stalt des  Dreiecks  ittÄjCj  durch  die  Winkel,  welche  die  Punktreihen- 
träger bilden,  gegeben  ist,  und  weil  man  auch  das  Verhältniss  kennt, 
nach  welchem  Dreieck  A^B^C^  durch  den  Schnittpunkt  Q  von  A^A^^ 
BtB^y  ^1^8  geteilt  wird.  Dreieck  ^BC  ündct  man  sodann  nach  §38. 
Ist  O  ein  sich  selbst  entsprechender  Punkt  für  zwei  der  gegebenen 
Pnnktreihen,  so  fällt  einer  der  Doppelpunkte  A^^  B^^  C,  mit  o  zu- 
sammen.   Entspricht   O  sich  selbst  in  allen  drei  Punktreihen,  so 
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giebt  es  kein  Dreieck  AbC^  für  welches  die  Träger  zngeordnete  Ge- 
raden sind. 

Sind  von  den  Trägern  der  gegebenen  Punktroihcn  zwei,  oder 
sind  alle  drei  parallel,  so  giebt  es  ebenfalls  kein  zagehöriges  Drei- 
eck ABC, 


VI.    Der  besondere  Fall,  In  welehem  P  der  Orebe'sehe  Pankt  ist. 

(Fig.  IX.) 

§  40.  Unter  den  besonderen  Fällen  ist  vor  allen  anderen  der 
von  Bedeutung,  dass  P  mit  dem  Grebe'schen  Punkt  K  zusammen- 
fällt, weil  dann  A,  B^  C  zugeordnete  Punkte  sind.  Diesem  Falle 
gehören  auch  die  beiden  von  Herrn  Artzt  in  seinem  Programm  von 
1884  untersuchten  Parabeltripel  an;  man  erhält  dieselben  nämlich, 
wenn  die  zu  Punktreihenträgern  gewälten  zugeordneten  Geraden 
die  Seiten  des  Dreieck  ABC  oder  die  zugehörigen  Mittel  senkrechten 
sind.  Den  Punkten  C  und  B  der  Beihe  (A')  entsprechen  jetzt  die 
Punkte  A  und  C  der  Reihe  (B')  sowie  die  Punkte  B  und  A  der 
Reihe  (C);  der  Kreis  HP  wird  zum  Brocard'schen  Kreise,  Preieck 
A^B^Cj^  zum  ersten  Brocard'schen  Dreieck  und  Punkt  Q  zum  ge- 
meinsamen Schwerpunkt  E  aller  durch  ein  Tripel  zugeordneter 
Punkte  bestimmten  Dreiecke. 

Jeder  Punkt  O  des  Kreises  HP  entspricht  nach  §  6.  einem  be- 
stimmten Werte  von  e\  in  unserm  besonderen  Falle  lässt  sich  je- 
doch e  durch  einen  anderen,  für  das  Folgende  bequemeren  veränder- 
lichen Parameter  ^  ersetzen,  welcher  durch  die  Gleichungen 

A'C       B'A       C'B 
Ba'  ""  CB'  '^  AC'^*' 

worin  die  Bezeichnung  der  Strecken  zugleich  die  Richtung  andeutet, 
in  welcher  sie  zu  nehmen  sind,  definirt  ist.  FQr  ein  positives  l 
liegt  dann  A'  zwischen  B  und  C;  fttr 

A-0 
fällt  A'  mit  C,  für 

A=  ±00 
mit  B  zusammen;  für 

ist  A'  die  Mitte  von  SC,  für 

A  =  — 1 

aber  der  unendlich  entfernte  Punkt  der  Geraden  BC\  fttr 
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liegt  A'  aaf  der  YerläDgerung  von  BC  über  C  hinaas,  fttr 

-1>  A>   -OD 

auf  der  Verlängerung  über  B  hinaus;  den  Werten  A.und  —  A  ent- 
sprechen zwei  Punkte  A\  welche  in  Bezug  auf  B  uno  C  conjugirt 

harmonisch  sind,  den  Werten  l  und  t  zwei  zuJ^und  C  symmetrisch 

liegende  Punkte.    Entsprechendes  gilt  f&r  die  Lage  von  B^  und  C^. 

Bezeichnet  man  den  irgend  einem  Werte  von  l  entsprechenden 
Punkt  des  Brocard' sehen  Kreises  mit  Ox^  so  ist  0|  der  Mittelpunkt 
^  des  Kreises  jI^C;  o.i  der  Grebe'sche  Punkt;  O^  ist  der  erste 
und  Oao  der   zweite  Brocard'sche  Punkt;   die    Punkte   Ox  und   O^ 

liegen  symmetrisch  zu  HK^  die  Punkte  Ox  nnd  O^x  liegen  auf  einer 
durch  D'  (Pol  der  Geraden  O^Oco  in  Bezug  auf  den  Brocard'schen 
Kreis)  gehenden  Geraden.  Sämtliche  Punktepare  Ox  und  0-x  bilden 
ein  luTolutionssystem  auf  dem  Brocard'schen  Kreise  mit  den  Doppel- 
punkten Oq  und  Oqd. 

Die  Beziehung,  welche  zwischen  c  (oder  cot^)  und  A  besteht, 
ergiebt  sich  auf  folgende  Wei^e.    Es  ist 


-cot^ 


■7  BA'  -  BA.+AaÄ'  ^  ia+A^A^COi&  ^      a       ^^^^ 

2AqAi 

{i 
Nun    ist  TTTT  derjenige  Wert  von  cot^,  welcher  dem  Werte 

il  =  0 

entspricht;  bezeichnet  man  diesen  Wert  mit  cot^o»  so  ist 

,       cot^o-cot^        ,        _       1-A       - 
cot^o+cos^  l-f-k         " 

und  weil  ^0  ^^^  Brocard'sche  Winkel  des  Dreiecks  ABC  ist, 
cot  &  «  j^^(cot«-f  cot/3+coty)  «  i^pj  •—    4^" 

worin  zf  den  Flächeninhalt  des  Dreiecks  ABC  bezeichnet. 

Für 

A-1 
eigiebt  sich  hieraus: 
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cot  ^1—0,    also    ^,  =  90» 

ähnlich  findet  man: 

^_i  ^  0»    oder    180» 

^^  -.  180<>—  ^^,     ^A+^i  =  180» 

COt^A  .  COti^-A  «  cot*  d- 

§  41.  Für  jedes  Parabeltripel  der  durch  ähnliche  Punktreihen 
auf  den  Geraden  A'O^  B'O,  C'O  erzeugten  Scharen  yon  Parabeln 
sind,  weil  K  immer  ein  innerhalb  des  Dreiecks  ABC  gelegener  Punkt 
ist,  zwei  reelle  gemeinsame  Tangenten  vorhanden  (§  14.),  welche 
durch  den  Schwerpunkt  E  des  Dreiecks  ABC  gehen;  die  Bichtung 
derselben  wird  bestimmt  durch  die  Asymptoten  je  eines  Kegelschnitts 
des  Büschels  (ABCE) ,  das  aus  lauter  Hyperbeln  besteht  und  als 
gleichseitige  Hyperbel  die  Kiepert'sche  Hyperbel,  welche  bekanntlich 
die  Winkelgegcnpunktcurve  der  Geraden  HK  ist,  enthält.  Die  drei 
Punkte  ^s',  Bg\  C^\  durch  welche  die  Leitlinien  der  Parabeln 
gehen,  liegen  auf  den  Mittellinien  von  ABC\  die  von  den  Leitlinien 
und  von  den  Parabelachsen  gebildeten  Dreiecke  sind  dem  aus  den 
Schwerlinien  von  ABC  gebildeten  Dreiecke  ähnlich. 

§  42.  Wenn  die  Mittelsenkrechten  des  Dreiecks  ABC  die  Träger 
der  Pnnktreihen  (^o),  (^«),  (C^)  sind,  so  schneiden  sich  die  Geraden 
AAvy  BBvy  CCv  in  einem  Punkte,  dessen  Ort  die  Eiepert'sche  Hy- 
perbel ist  (Artzt,  Progr.  1884).  Dies  regt  dazu  an,  die  Lage  der 
Schnittpunkte  der  genannten  drei  Geraden  zu  untersuchen,  wenn  drei 
beliebige  Geraden  A'O^  ß'O^  C'O  die  Punktreihenträger  sind.  Bei 
allgemeiner  Lage  des  Punktes  F  würden  diese  Untersuchungen  zu 
verwickelten  Bechnungen  führen;  in  unserm  speciellen  Falle  sind 
diese  Bechnungen  jedoch  leichter  ausführbar  und  ergeben  interessante 
Besultate. 

Zunächst  ist  sofort  ersichtlich,  dass  die  Oerter  für  die  Schnitt- 
punkte je  zweier  der  drei  Geraden  AA^,  BBt^  CG,  drei  Kegel- 
schnitte (ZfC),  (CM),  (AB)  sind;  dies  folgt  aus  der  Projectivität  der 
drei  Büschel  A{Av)y  B{Bv)^  C{Cv).  Ferner  erkennt  man,  weil  die 
sich  entsprechenden  Strahlen  AA\  BB\  CC  sich  nur  dann  in  einem 
Punkte  schneiden,  wenn  A^j  B\  C  die  Seitenmitten  sind,  dass  auch 
nur  in  diesem  Falle  ein  Zusammenfallen  der  Kegelschnitte  (BC),  (CM), 
{AB)  eintreten  kann.  Endlich  lässt  sich  noch  daraus,  dass  die  sich 
entsprechenden  Strahlen  AA^^  -ö-ßi,  cq  durch  den  Punkt  D  (Pro- 
jectionscentrum  der  Dreiecke  ABC  und  A^B^C^)  gehen,  schliessen» 
dass  sich  die  drei  Kegelschnitte  in  diesem  Punkte  schneiden. 
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§  43.    Wir  nntersuchen  zunächst  den  Kegelschnitt  (BC)  and 
stellen  zu  diesem  Zwecke  die  Gleichang  desselben  auf.    Setzt  man 

B'B^=zk.CB' 

so  sind  die  Entfernungen  des  Punktes  B^  yon  BC  und  AB 

Cj3'(siny— Äjsin[y+^])    und    CÄ'(A8ina+ifcsin[a  -  &]) 

Die  Gleichung  yon  BB^,  in  trimetrischen  Coordinaten  ist  also 

aci(isina-J*^8in[a  — -^j)  —  x^ismy  —  ifcsin[y+^])  ■="  0 

ebenso  findet  man  als  Gleichung  von  CC^ 

Xi(sino— ifc8in[a+^])— «r,(Asin^+Ä:sin[/5--^])  —  0 

Die  gesuchte  Gleichung  des  Kegelschnittes  (BC)  ergiebt  sich  durch 
Elimination  von  k  aus  diesen  beiden  Gleichungen.  Man  erhält  zu- 
nächst 

ST,  *  sin««  ([1 + 1]  cot  ^  -  [1  —  A)  cot  a) 
—  äCjaBjSin/^sinyCp  +  Ajcot^-  cot/J+Acoty) 
-j- oTs  flTi  sin  y  sin  a  (cot  y  —  cot  a) 
+  Ax^x,8inasin/J(cota  — cotj5)  —  0 

und  wenn  man  jetzt  die  Winkelfunctionen  durch  a,  &,  c,  zf  aus- 
drückt, 

(I)     (1  — A)a*ari«  -&c(6«— i««)a;3|a-3  -  co(c«  — a«)«^«! 

Dies  ist  die  Gleichung  des  Kegelschnitts  (BC).  Sie  bestätigt,  dass 
derselbe  durch  die  beiden  Punkte  B  und   C  und  durch  den  Punkt 

D  geht,  dessen  Coordinaten  -,#  ^t  y  sind.  Nehmen  wir  X  als  ver- 
änderlich an,  so  stellt  die  Gleichung  (I)  ein  Kegelschnittbüschel 
durch  die  Punkte  B,  C,  D  und  einen  vierten  Punkt  Da  dar,  welcher 
letztere  noch  zu  bestimmen  ist.    Zu  diesem  Zwecke  setze   man  in 

(I)  einmal 

A  =  Aj,    sodann    A  =  A, 

subtrahire  die  zuletzt  erhaltene  Gleichung  von  der  ersteren  und 
dividire  durch  A,  — A,;  die  sich  nun  ergebende  Gleichung  verbinde 
man  mit  (I),  und  man  erhält 
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«1  "^  +  "*  2Ä«(a«— &<) 

Nimmt  man  von  den  Doppelvorzeichen  das  obere,  so  ergiebt  sich 


Xi  :  ar,  :  Xg 


1 


und  dies  bezieht  sich  auf  Punkt  D.  Nimmt  man  das  untere  Vor- 
zeichen, 80  findet  man 

a?i :  aj  :  x^  =  be  (c«  --  a*)(a*  -  &»)  :  ca  (c« —a«)« :  aZ>(a«  -  &«)• 

und  hiernach  ist  Punkt  Dm  bestimmt.    Die  Gleichung  der  Geraden 

ADa  ist 

b (a«  -  b*)*x^  —  c (c*  —  a«)2aJ3  «  0 

^Da  geht  also  durch  den  Punkt,  der  die  Goordinaten 

«1  =  bc  (b^  -  c«)«,     «j  —  ca  (c^  -  a»)«,     Xg  -  a& (a«  -  Ä«)« 

hat,  d.  h.  durch  den  Mittelpunkt  der  Kiepert'schen  Hyperbel.  Da 
nun  A  ein  Punkt  der  Kiepert'schen  Hyperbel,  und  diese  eine  Hy- 
perbel des  Büschels  (BCDDa)  ist,  so  ist  D«  der  zweite  Endpunkt 
des  von  A  ausgehenden  Durchmessers  der  Kiepert'schen  Hyperbel. 

Für  die  Kegelschnitte  (6M),  (AB)  ergiebt  sich  Entsprechendes, 
und  die  gewonnenen  Resultate  lassen  sich  daher  so  zusammenfassen: 

„Bei  jedem  beliebigen  Werte  von  k  liegen  die  Schnitt- 
„punkte  je  zweier  der  drei  Geraden  AA^,  BB^^  CC%  auf 
„einem  Kegelschnitte.  Jeder  der  dadurch  entstandenen 
„drei  Kegelschnitte  geht  durch  die  Endpunkte  einer  Seite 
„des  Dreiecks  ABQ^  durch  den  zweiten  Endpunkt  des- 
,Jenigen  Durchmessers  der  Kiepert'schen  Hyperbel,  der 
„von  dem  jener  Dreiecksseite  gegenüberliegenden  Eck- 
„punkte  ausgeht,  und  durch  das  Projectionscentrum  B  des 
„gegebenen  Dreiecks  und  seines  ersten  Brocard'schen 
„Dreiecks.  Bei  veränderlichem  X  werden  die  drei  Kegel- 
„schnitte  zu  Kegelschnittbüscheln  durch  die  angegebenen 
„vier  Punkte;  diesen  drei  Büscheln  gehört  als  sich  selbst 
„tntsprechender  Kegelschnitt   die   Kiepert'sche   Hyperbel 


§  44.    Schreibt  man  in  Gleichung  (I),  welche  den  Kegelschnitt 

{BC)  darstellt,  -  für  x^^  —  für  «,,  -  für  Xj ,   so   erhält  man   die 

Gleichung  der  Winkelgegenpunktscurve  des  genannten  Kegelschnittes ; 
nämlich : 
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Diese  Gleichung  stellt  ebenfalls  einen  Kegelschnitt  dar.     Man  kann 
US  derselben  in  Verbindung  mit  der  Gieichang   ^ 

wdche  den  Umkreis  Yon  ^^67 darstellt,  das  Producta^ op,  eliminiren; 
(Uon  erhalt  man: 

Diese  Gieichang  zeigt,  dass  der  Kegelschnitt  (II)  mit  dem  Kreise 
ABC  die  beiden  Sehnen 

i  h.  Seite  BC,  und 


ni) 


bcib*'-Xc^)Xi+ca(c*-Xä*)x^  +  ab(a^^kb*)x3  —  0 


gemein  bat     Zur  AbkQrznng  bezeichnen  wir  die  letztere  Sehne  durch 
li  und  ibre  Schnittpunkte  mit  dem  Kreise  ^iSC  durch   U'  und  U". 
Da  die  Gleichung  von   Ux  eine  symmetrische  Form  hat,  so  ist  diese 
Gerade  ancb  gemeinsame  Sehne  des  Kreises  ABC  und  der  Winkel- 
gegenpnnktscurven  der  Kegelschnitte  (CA)  und  (AB)-^   die  Winkel- 
^egenpanktscurven  der  Kegelschnitte  (BC)^   (CA),   (AB)   schneiden 
also  den  Umkreis  des  Dreiecks  ABC  ausser  in  den  Endpunkten  je 
einer  Seite  noch  in  den  Punkten   ü^   und    ü".    £s   folgt  hieraus, 
dass  die   Richtungen,  nach  welchen   hin   die  unendlich   entfernten 
Pimkte  der  Kegelschnitte  (BC),  (CA),  (AB)  liegen,  d.  h.  die  Rich- 
tongen  der  Asymptoten,   für  alle  drei  Kegelschnitte  dieselben  sind, 
nimlicb  diejenigen  Richtungen,  nach  welchen  hin  die  unendlich  ent- 
fernten Winkelgegenpunkte  der  Punkte  ü'  und  r/fliegen.  Man  construirt 
diese  Richtungen,  indem  man  durch  U*  und  ü"  zu  irgend  einer  Seite 
des  Dreiecks  ^^67  Parallelen  zieht  und  diejenigen  Punkte,  in  welchen 
diese  Parallelen  den  Umkreis  von  ABC  zum  zweiten  Male  schneiden, 
mit  dem   jener  Dreiecksseite  gegenüberliegenden    Eckpunkte    ver- 
bindet.   Die  drei  Kegelschnitte  (BC),   (CA)^  (AB)  bilden,  weil  nach 
Vorstehendem  ihre  Asymptoten  parallel  sind,   ein  Tripel  ähnlicher 
mid  ähnlich  gelegener  Kegelschnitte.    Sie  sind  Hyperbeln,  wenn  die 
Pimkte  U'  und  V  reell  und  verschieden  sind,  Parabeln,  wenn  diese 
Punkte  zusammenfallen,  Ellipsen,  wenn  dieselben  imaginär  sind.  Die 
Richtung  der  Achsen   findet  man,  wenn  die  Asymptoten   reell  sind, 
durch   Halbirung  der  beiden  Winkel,  welche  die  Richtungen  der 
Asymptoten  bilden.    Unabhängig  von   den  Asymptoten,  also  auch, 
wenn  diese  imaginär  sind,  findet  man  die  Richtungen   der  Achsen 
dadurch,  dass  man  im  Kreise  ABC  denjenigen  Durchmesser  W'W" 

Artk.  d.  HftU.  «.  Fh^s.    3.  Beih«,  T.  X.  17 
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zieht,  welcher  zo  üx  senkrecht  ist,  and  dann  die  beiden  Richtnog^en 
bestimmt,  nach  welchen  hin  die  Winkelgegenpankte  von  W*  und 
W  liegen. 

§  45.    Die  Gleichung  (III)  kann  man  auch  schreiben 

sie  stellt  also  bei  yeränderlichem  k  ein  StrahlenbOschei  dar,  dessen 
Fundamentalstrahlen  Uq  und  U(X)  die  Gleichungen  habend 

Ä' «F^  +<?'flKB2  -{- a'60^  ==  0,      bc^ X,  +  <?a*«j  +  ab^ae^  «  0 

Das  Centmm  U  dieses  Strahlenbaschels  hat  die  Coordinaten 

«1  -  a(Ä«c«— a*),    ajg  —  Ä(c«a«— ä*),    x^  =  c(a«Ä«  — c*) 
oder 

«,  =  ain  (a — 2^o)i    ««  —  sin  iß — 2^o)»    ir,  ==  sin  (y  -  2^o) 

Hiemach  kann  der  Punkt  U  constrnirt  werden;  er  liegt  auf  der 
Geraden  HK^  weil  diese  Gerade  derjenige  Strahl  des  Büschels  {LT) 
ist,  welcher  dem  Werte 

A- 1 

entspricht;  er  liegt  ferner  ausserhalb  des  Kreises  ABC^  und  zwar 
mit  K  auf  derselben  Seite  von  H, 

Bestimmt  man  nach  bekannter  Formel  aus  den  Gleichungen  der 
Geraden  HK  und  Ux  den  Winkel,  welchen  sie  bilden,  so  erhält  mau 
nach  gehöriger  Reduction 

tg(OT,  Ux)  -  -  q:^>    ^J^ cotd 

Der  Winkel  {HK^  Ux)  ist  also  das  Complement  von  ^,  muss  jedoch 
negativ  genommen  werden.  Da  nun  auch  Wkl.  HKO  das  Comple- 
ment des  Winkels  ^  ist,  so  wird  HK  von  KO  und  Ux  unter  gleichen 
Winkeln  geschnitten ,  die  aber  auf  verschiedenen  Seiten  von  HK 
liegen.  Für  die  beiden  Fundamentalstrahlen  des  Büschels  (U)  folgt 
hieraus  unmittelbar,  dass  sie  den  Verbindungslinien  des  Grebe'scheu 
Punktes  mit  den  Brocard'schen  Punkten  parallel  sind,  und  zwar  der 
Art,  dass  U^^  |  Ko^c  und  Uoo  |  KO^  ist. 

§  46.  Die  in  '§  34.  erwähnten  Geraden  G^  und,  O^  sind  in 
unserm  besonderen  Falle  die  Geraden  KO  und  die  zu  dieser  in 
Bezug  auf  HK  symmetrisch  gelegene  Gerade.  Mit  Rücksicht  auf 
den  vorigen  Paragraphen  folgt  daraus,  dass  Ux  und  G^  parallel  sind. 
Der  zu  Ux  senkrechte  Durchmesser  W*W"  des  Kreises  ABC  steht 
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daher  auch  senkrecht  auf  G^«,  und  so  wie  die  unendlich  entfernten 
Winkelgegenpunkte  von  W  und  W"  die  Richtungen  der  Achsen  der 
Kegelschnitte  (^C)^  (CA)^  {AB)  bestimmen,  bestimmen  sie  auch  die 
Richtungen  der  Achsen  desjenigen  Kegelschnittes,  welcher  die  Winkel- 
gegenpunktcurve  der  Geraden  G^  ist.  Dieser  letztere  Kegelschnitt 
ist  aber  nach  nach  §  34.  derjenige,  dessen  Asymptoten  den  gemein- 
samen Tangenten  des  zugehörigen  Parabeltripels  parallel  sind;  seine 
Achsen  haben  daher  dieselbe  Richtung  wie  die  Halbirungslinien  der 
von  diesen  gemeinsamen  Tangenten  gebildeten  Winkel.  Daraus 
schliesst  man: 

„Die  Achsen  der  Kegelschnitte  (^C),  {CA),  (AB)  sind 
„den  Halbirungslinien  der  Winkel  parallel,  welche  von  den 
„beiden  gemeinsamen  Tangenten  der  Parabeln  (60),  (ea), 
„(ai)  gebildet  werden". 

§  47.  Jeder  der  drei  Kegelschnitte  (BC),  (CA),  {AB)  wird  für 
drei  bestimmte  Werte  von  l  zu  einem  Linienpar.  Für  den  Kegel- 
schnitt (BC)  tritt  dies  ein,  wenn  B'  auf  BD  oder  C  auf  CD  liegt, 
oder  wenn  die  Bttschel  B{Bi,)  und  C{Cv)  die  Gerade  BC  als  gemein- 
schaftlichen Strahl  enthalten.    Im  ersten  Falle  ist 

Durch  Einsetzen  dieses  Wertes  in  (I)  erhält  man 

der  Kegelschnitt  artet  also  in  das  Linienpar 

a^xi  — c'iCj  —  0 
und 

d.  h.  in  die  beiden  Geraden  BD  und  CDa  (§  43.)  aus.  Im  zweiten 
Falle  ist 

a/' 

und  man  findet  wie  vorhin,  dass  der  Kegelschnitt  in  das  Linienpar 
CD  und  BDa  ausartet.  Der  letzte  Fall  tritt  ein,  wenn  BC  von  JB'O 
und  C'o  in  zugeordneten  Punkten  getroffen  wird.  Aus  ähnlichen 
Dreiecken  findet  man,  dass  dann 


'-^ 


6« 

17* 
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ist,  und  also  A*  auf  AK  liegt.    Durch  Einsetzen   des  Wertes  von    A 
erhält  man  aus  (I) 

und   man  erkennt  hieraus,,  dass   in  diesem  Falle  der  Kegelschnitt 
(BC)  in  das  Linienpar 

xi  «  0 
und 

aS(6«—c«;a:i+&»(a«— &*)x,  +  <?»(c«-a«;»8  —  0 

d.  h.  in  die  beiden  Geraden  BC  und  DDu  ausartet. 

Entsprechende    Resultate   ergeben  sich    für   die   K^elschnitte 
(CA)  und  (AB), 
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xm. 


üeber  die  geometrische  Darstellbarkeit 
imaginärer  Pmikte  im  Baume. 


Von 

P.  Molenbroek. 


Am  Leibniztage  des  Jahres  1882  ist  von  der  Eönigl.  Prenssi- 
schen  Akademie  der  Wissenschaften  die  nachfolgende  Preisfrage  ge- 
stellt: 

,,£8  soll  der  Begriff  der  einem  geometrischen  Gebilde 
,,aDgehörigen  Elemente  dergestalt  erweitert  werden,  dass 
„an  die  Stelle  der  im  Sinne  der  analytischen  Geometrie 
„einem  Gebilde  associirten  imaginären  Punkte,  Geraden, 
.,£benen  wirklich  existirende  Elemente  treten,  nnd  dass 
„dann  die  gedachten  Sätze ,  insbesondere  die  auf  die  An- 
„zahl  der  gemeinschaftlichen  Elemente  mehrerer  Gebilde 
„sich  beziehenden,  unbedingte  Geltung  gewinnen  und 
„geometrisch  bewiesen  werden  können^'. 

Diese  Preisfrage  wurde  im  Jahre  1884  erneut  und  die  darauf 
eingereichte  Arbeit,  von  Herrn  Eötter  verfasst,  errang  den  Preis. 

Wie  die  Akademie  verlangte,  hat  Hr.  Kötter  bei  der  Beant- 
wortung auf  die  von  von  Staudt  in  seinen  „Beiträgen  zur  Geo- 
metrie der  Lage^^  aufgestellten  Principien  sich  gestützt.  Von 
Staudt  betrachtet  zwei  conjugirt  imaginäre  Punkte  als  Doppel- 
punkte einer  elliptischen  Involution,  welche  durch  zwei  reelle  auf 
einer  reellen  Geraden  in  einer  festgesetzten  Aufeinanderfolge  liegen- 
den Pnnktepaare  bestimmt  wird.    Hr.  Kötter  hat  nun  diese  Definition 
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bei  Involationen  höherer  Ordnung  weiter  geführt  und  es  ist  ihm  ge- 
lungen eine  sehr  befriedigende  Theorie  der  algebraischen  Corveii. 
darauf  zu  bauen. 

Wenn  auch  in  dieser  Weise  dem  Begriffe  der  imaginären  Punkto 
eine  geometrische  Bedeutung  gewissermaassen  zukommt,  so  kann  d&s 
Gebilde,  welches  unter  dem  Ausdruck  eines  imaginären  Punktes  zti 
verstehen  sei,  doch  sinnlich  nicht  beobachtet  werden. 

Es  will  mir  jedoch  scheinen,  dass  dieser  Mangel  nur  in  der 
Beschränktheit  der  bisher  üblich  gewesenen  geometrischen  An- 
schauungen seinen  Grund  findet,  wie  ich  im  Nachfolgenden  im 
Gmndriss  darzulegen  hoffe. 

Zu  den  hier  mitgeteilten  Ergebnissen  wurde  ich  durch  die  von 
Hamilton  aufgestellte  Theorie  der  Quaternionen  geführt.  Es  sei 
mir  deshalb  auch  gestattet  den  Gedankenlauf,  welchen  ich  bei  der 
Beantwortung  der  in  Rede  stehenden  Frage  befolgte,  im  Lichte 
jener  Theorie  mitzuteilen. 

1.  Wenn  unter  «,  ß  Vectoren  verstanden  werden,  so  hat 
Hamilton  bekanntlich  für  Ausdrücke  von  der  Form 

Definitionen  aufgestellt,  welche  hier  kurz  wiederholt  werden  mögen : 
1®.    Trägt  man  von  dem  Endpunkte  des  Vectors 

aus  einen  Vector 

AB^ß 

ab,  so  ist  unter  «+/?  der  Vector  OB  zu  verstehen; 

2^  a  —  j9  ist  ein  Vector,  welcher,  zu  ß  addirt,  o  als  Summe 
ergiebt; 

3^.  Die  Gesamtheit  der  Operationen,  welche  erforderlich  sind 
um  den  Vector  a  in  den  anderen  Vector  /?  überzuführen,  ~  d.  h. 
die  Drehung  der  Vectoren  in  der  Ebene  der  beiden  Vectoren,  bis 
derselbe  in  die  Richtung  des  zweiten  angelangt  ist,  verbunden  mit 
der  erforderlichen  Verlängerung  oder  Verkürzung  —  wird  mit  dem 
Symbole  ßia  bezeichnet; 

4®.  a  ß  ist  das  Product  der  beiden  rechten  Quaternionen,  deren 
Indices  den  beiden  Vectoren  a,  ß  gleich  kommen. 

Die  erstere  dieser  Definitionen  führt  weiter  zu  dem  Begriffe  des 
Symbols  xa,   wo  o;  eine  ganze  arithmetische  Zahl  bedeutet.    Auch 
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in  dem  Falle,  wo  der  Grösse  x  ein  gebrochener  oder  irrationaler 
oder  auch  ein  negativer  algebraischer  Wert  zukommt,  hat  Hamilton 
das  Symbol  x  a  gedeutet.  Nur  der  Fall  eines  imaginären  Wertes  für 
X  bleibt  der  Definition  bedürftig,  welche  zwar  von  Hamilton  ver- 
sucht, jedoch  nirgends  mitgeteilt  oder  benutzt  scheint.  Dennoch 
erscheinen  bei  den  Rechnungen  mit  Qnaternionen  naturgemäss  Aus- 
drücke von  der  Form  

welchen  Hamilton  den  Namen  „Bivectoren^*  beigelegt  hat,  die  je- 
doch bisher  des  geometrischen  Sinnes  entbehren. 

Unser  nächster  Zweck  sei  somit,  einen  solofaen  geometrischen 
Sinn  zu  finden.  Greifen  wir  dabei  ein  wenig  zu  andern  schon  von 
Hamilton  festgesetzten  Definitionen  zurück. 

2.  Der  geniale  englische  Mathematiker  betrachtet  den  Begriff 
der  Scalargrösse  als  unabhängig  von  demjenigen  des  Vectors  und 
dem  letzteren  gewissermaassen  vorangehend,  somit  als  etwas  be- 
kanntes. 

Ich  glaube  jedoch  vorziehen  zu  müssen,  die  Theorie  der  Sealare 
zusammen  mit  derjenigen  der  Vectoren  zu  entwickeln.  Diese  Auf- 
gäbe  zu  vollziehen,  würde  hier  zu  weit  führen.  Ich  werde  deshalb 
nur  dasjenige  erwähnen,  woraus  die  Theorie  der  imaginären  Zahlen 
in  unmittelbarem  Zusammenhange  hergeleitet  werden  kann. 

3.  Anstatt  a-f-a  schreiben  wir  2a,  anstatt  a-^-tt-^-a  in  gleicher 
Weise  da  u.  s.  w.  und  nennen  die  so  erhaltenen  Symbole  2,  3,  .  .  . 
arithmetische  ganze  Zahlen.  Eine  willkürliche  derselben 
wollen  wir  mit  m  bezeichnen;  es  erhellt  sodann  sofort,  dass  ma,  ein 
Yector  ist,  welcher  die  nämliche  Richtung  hat  wie  a. 

Setzt  man 

so  wird  o  der  mte  Teil  des  Vectors  ß  genannt.  Es  ist  nun  auch 
der  Vector   -  ß  mit  /?  gleichgerichtet,  und  man  schreibt 

a  «  /J  :  m    oder    a  —  -  ß . 


n 
verstanden 


Unter  — 19,   wo  m,  n  zwei  ganze  arithmetische  Zahlen  bedeuten,  sei 


in(ß  :  n)     oder     m l-  ß\ 
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Das  Symbol  —  nennen  wir  einen  arithmetischen  Brucli 
nnd  stellen  wir  hänfig  durch  ein  einziges  Symbol  x  dar. 

Nennt  man  den  Vector  -  ß  noch  y,  so  ist  einleuchtend,  dass  die 

beiden  Vectoren  ß  und  y  die  nämliche  Richtung  haben.   Man  pflegte 

weiter  zu  sagen,  der  Bruch  -  sei  das  Verhältniss  der  Längeix 

der  Vectoren  ß  und  y. 

Im  allgemeinen  kann,  wenn  a,  ß  zwei  Vectoren  derselben  Rich- 
tung bedeut3n,  jede  dieser  Grössen  mit  Httlfe  der  anderen  dargestellt 
werden  z.  B. 

wo  X  eine  arithmetische  Zahl  ist,  welche  das  Verhältniss  der  Längen 
der  Vectoren  or,  ß  bedeutet.  Dieselbe  zu  ermitteln  (rage  man  «auf 
ß  so   oft  als   möglich    ab;    auf  den  übrig   bleibenden  Vector  wird 

r^^et  so  Tiele  Male  abgetragen,  wie  nur  möglich,  u.  s.  w.  Es  er- 
scheint X  durch  dieses  Verfahren  in  einer  Gestalt,  welche  ein  De- 
cimalbruch  genannt  wird. 

Anstatt  x(xct)  wird  kürzer  geschrieben  xxa  oder  as*«.  Es  ist 
dies  das  Symbol  eines  Vectors,  welcher' mit  a  der  Richtung  nach 
zusammenfällt,  so  dass  man  setzen  kann 

x^a  =^  ya 

Man  pflegt  zu  sagen  die  so  erhaltene  Zahl  y  sei  die  zweite 
Potenz  der  Zahlte  und  umgekehrt  a;  sei  die  Quadratwurzel  aas 
y\  in  Zeichen 

«  =  Vy 
Somit  ist  identisch 

VyVya^  ya  (1) 

Alle  in  dieser  'Weise  erhaltenen  Zahlen  können  nach  dem  Vor- 
gehenden als  Operatoren  betrachtet  werden,  indem  dieselben  einem 
Vector  vorgesetzt,  dessen  Länge  ändern,  während  die  Richtung  des 
Vectors  ungeändert  bleibt. 

4.  Unter  —  «  wird  ein  Vector  verstanden,  welcher  dem  Vector 
a  an  Grösse  gleich,  an  Richtung  jedoch  entgegengesetzt  ist. 

Wenn  mit  x  wieder  eine  arithmetische  Zahl  bezeichnet  wird,  so 
pflegt  man  anstatt  — (xa)  einfacher  zu  schreiben:  — xix.  Man 
pflegt  in  diesem  Falle  zu  sagen,  das  Symbol  —x  operire  an  dem 
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Vector  a  und  nennt  das  ganze  Operationssymbol  —o;  eine  negative 
algebraische  Zahl. 

Oefters  wird  dasselbe  mit  einem  einzigen  Symbol,  wie  y,  be- 
zeichnet 

Eine  negative  algebraische  Zahl  ist  somit  ein  Operator,  welcher 
die  Länge  des  Vectors  vergrössert  oder  verringert,  und  die  Richtung 
desselben  umkehrt  Die  nachstehende  Gleichung  ist  nach  dem  Vor- 
gehenden eine  identische: 

(— «)«  —  —(««) 

Die  zweimalige  nach  einander  stattfindende  Anwendung  des 
Symbols  —a;  an  einen  Vector  muss  die  Richtung  des  Vectors  un- 
geftndert  lassen ,  eine  Tatsache,  welche  durch  die  nachstehende 
Gleichung  dargestellt  wird 

( — x)( — x)a  «-»  ( — x)*a  «  x^a 

Wenn  wieder  x^a  durch  ya  ersetzt  wird,  so  kann  hiernach  auch 
—  X  als  die  Quadratwurzel  der  Zahl  y  betrachtet  werden.  Das  Ope- 
rationssymbol Vy  ist  somit  ein  zweideutiges. 

•  Es  drängt  sich  jetzt  die  Frage  an  uns  auf,  ob  ein  Operator 
möglich  ist,  dessen  zweimalige  Anwendung  auf  einen  Vector  die  Rich- 
tung des  Vectors  umkehrt.  Weil  anstatt  —a  auch  -  la  geschrieben 
werden  kann,  so  wollen  wir  für  ein  solches  Operationssymbol  analog 
dem  Vorhergehenden  die  Bezeichnung  V— 1  wählen,  weil  sodann  die 
Gleichung  (1)  auch  bei  dieser  neuen  Grösse  gültig  bleibt  Dieselbe 
lautet  in  diesem  Falle 

V'^V^«  =  — 1«  =  — a  (2) 

y — 1  wird  wieder  die  Quadratwurzel  der  Zahl  —1  genannt    Es  ist 
jedoch  dieser  Quadratwurzel  der  Namen  einer  imaginären  alge 
brai sehen  Zahl  beigelegt 

5.  Wenn  man  die  Definition  eines  Quatemions  beachtet,  welchen 
wir  im  Art  1.  festsetzten,  so  wird  klar  sein,  dass  eine  arithmetische 
Zahl  und  eine  negative  algebraische  Zahl  als  Quatemionen  betrachtet 
werden  können.  Die  erstere  dieser  Zahlen  nämlich  ist  ein  Quater- 
nion,  dessen  Drehungswinkel  verschwindet,  die  zweite  ein  solcher, 
dessen  Drehungswinkel  dem  Bogen  n  gleich  kommt. 

Die  Ebene,  in  welcher  der  Quaternion  —1  wirksam  ist,  bleibt 
unbestimmt.  Jede  durch  den  ursprünglichen  Vector  gehende  Ebene 
kann  als  eine  solche  betrachtet  werden,  und  keine  einzige  aller  dieser 
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Ebenen  hat  irgend  einen  Vorzag  über  die  anderen.  Es  sind  alle 
die  Ebenen  zur  Vermittlung  der  Drehung  gleichberechtigt 

Am  natürlichsten  wäre  daher  die  durch  das  Symbol  —1  an  dem 
Vector  a  vollzogene  Operation  folgendermaassen  zu  betrachten: 

Man  denke  sich  den  Vector  a  in  unzählige  dem  ursprünglichen 
Vector  an  Länge  und  Richtung  gleiche  Vectoren  gespalten  und  jo 
einen  der  so  erhaltenen  Vectoren  in  einer  durch  a  gehenden  Ebeno 
um  einen  Winkel,  dessen  Bogen  n  beträgt,  gedreht  Nach  der 
Drehung  in  diesen  verschiedenen  Ebenen  fallen  die  durch  die  Spaltan^^ 
erhaltenen  Vectoren  wieder  zusammen  und  voreinigen  sich  zum 
Vector  —  a. 

6.  In  analoger  Weise  wollen  wir  nunmehr  auch  die  Wirkun^^ 
der  imaginären  Zahl  V^  auf  einen  Vector  a  deuten. 

Weil  die  zweimalige  Anwendung  dieses  Symbols  den  Vector 
reversiren  muss,  so  erhellt,  dass,  wenn  man  V— 1   als  Quaterniou 

betrachten  will,  der  Drehungswinkel  desselben  ö    betragen      muss. 

Die  Ebene  der  Drehung  bleibt  aber  wieder  unbestimmt.  Wendfti 
wir  daher  wie  zuvor  das  Spaltungsverfahren  an,  so  ersehen  wir,  dass 
aus  dem  Vector  a  durch  Anwendung  des  Symbols  l/— leinStrahlen- 
complex  entsteht,  nämlich  die  sämtlichen  Radien  eines  Kreises,  dessen 
Ebene  in  dem  Anfangspunkte  des  Vectors  o  senkrecht  zu  demselben 
steht,  während  die  Länge  dieser  Radien  der  Länge  des  Vectors  « 
gleich  kommt 

Sehen  wir  zu,  ob  wir  durch  diese  Deutung  der  Wirkung  des 
Symbols  V— 1  auf  den  Vector  a  mit  der  Gleichung  (2)  im  Einklänge 
geblieben  sind.  Wenden  wir  dazu  anf  den  Strahlencomplex  oder  viel- 
mehr auf  jeden  der  Strahlen  des  Complexes  aufs  neue  die  Operation 
V^  an.    Es  sei  in  der  Figur  1 

OAi  ein  willkürlicher  Strahl  des  erhaltenen  Gebildes.  Lässt  man  aaf 
denselben  den  Operator  l/— 1  wirken,  so  entsteht  dadurch  ein  neues 
circulares  Strahlengebilde  in  einer  zu  OA^  in  dem  Punkte  O  senk- 
rechten Ebene.  Weil  aber  OA^  X  OA,  so  wird  dieser  aus  OA^  er- 
haltene Strahlencomplex  auch  den  Vector  OA  und  dessen  negativen 
enthalten.  Dasselbe  wird  aber  von  den  sämtlichen  zu  den  verschie- 
denen Radien  OAt  construirten  circularen  Strahlengebilden  gelten. 
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Nun  pflegt  man  bekanntlich  in  der  Geometrie  bei  der  Erzeugung 
der  Gurven  durch  die  Bewegung  einer  Geraden  einen  Punkt  als  das 
Erzeoguiss  sämtlicher  sich  in  demselben  durchschneidenden  Geraden 
zu  betrachten.  In  analoger  Weise  muss  deshalb  der  Vector  OÄ 
nnd  dessen  negativer  als  das  Erzeugniss  sämtlicher  zu  den  Radien 
OAi  construirten  circularen  Strahlencomplexe  betrachtet  werden. 

Die  zweimalige  Anwendung  des  Symbols  V—-1  ergibt  somit 
nach  unserer  Deutung  die  Gleichung'; 

y^  V^  a  =  «    und    =  -  «  (3) 

Diese  Deutung  erscheint  daher  mit  der  Gleichung  (2)  nicht  im  Wider- 
spruche, und  es  erübrigt  nur  noch  die  Ursache  der  Zweideutigkeit 
der  zweiten  Seite  der  Gleichung  (3)  zu  finden. 

Lässt  man  in  der.  angegebenen  Weise  das  Symbol  l/^-laufden 
Vector  — a  operiren,  so  ist  leicht  ersichtlich,  dass  das  hiedurch  er- 
haltene Strahlengebilde  mit  dem  Gebilde  l/^a  identisch  ist.  Die 
nachherige  Anwendung  des  Operators  V-^  auf  den  Strahlencomplex 
V—  1  a  muss  somit  ein  Erzeugniss  ergeben,  welches  auch  das  Gebilde 

i/=:i{V:::i(-a)} 

enthält,  und  dieses  Letztere  mttsste  nach  der  vorangestellten  Definition 
des  Symbols  V— 1  der  Vector  «  sein. 

7.  Als  eine  weitere  Definition  wollen  wir  festsetzen ,  dass  die 
Gleichungen 

x(V^  «)  —  xV^a  =  V^^  (xa)  -  V^^xa  (4) 

wo  mit  X  eine  willkürliche  arithmetische  oder  negative  Zahl  be- 
zeichnet wird,  identische  sind. 

Es  geht  hieraus  hervor,  dass  das  Symbol  x  V—  1  oder  V—  1  x 
auf  einen  Vector  operirend,  denselben  zu  einem  circularen  Strahlen- 
gebilde spaltet,  dessen  Ebene  senkrecht  zu  a  ist,  während  die  Länge 
der  Radien  das  x-fache  der  Länge  des  Vectors  a  beträgt. 

Wir  schlagen  vor,  einen  derartigen  circularen  Strahlencomplex 
kurz  einen  Circularvector  zu  nennen.  Die  Längen  der  Radien 
wollen  wir  bisweilen  als  Tensor  des  Circnlarvectors  be- 
zeichnen. 

8.  Es  ist  nun  leicht  einen  Ausdruck  der  Form 
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a  +  V^^ß 
zn  deuten. 

Zu  diesem  Zwecke  sei  die  Figar  2  gezeichnet,  in  welcher  die 
beiden  Vectoren  er,  ß  dnrch  OA,  AB  bzhw.  dargestellt  werden. 

In  dem  Punkte  A  denken  wir  den  Circnlarrector  l/^  ß  con- 
struirt. 

Unter  a  + 1/^  ß  sei  sodann  verstanden  der  Complex  der 
Strahlen,  welche  man  erhält,  wenn  man  zn  OA  einen  jeden  der 
Radien  AP  des  Circularyectors  addirt. 

Dieses  Strahlengebilde  ist  die  Seitenfläche  eines  schiefen  kreis- 
förmigen Kegels,  dessen  Scheitel  in  O  liegt,  während  seine  Grund- 
fläche von  dem  Circularvector  gebildet  wird. 

Ich  schlage  für  einen  solchen  konischen  Strahlencomplex  den 
Namen  „konischer  Vector"  vor.  O  können  wir  den  Scheitel,  « 
die  Schwerlinie,  ß  die  Achse  der  Grundfläche  des  konischen  Vectors 
nennen. 

Weil  V—  1  ß  und  -  V—  1  ß  nach  den  vorhergehenden  Artikeln 
identische  Gebilde  sind,  so  ergibt  sich,  dass  auch  die  beiden  koni- 
schen Vectoren  a+V— Ift  «  — V— 1/?  identisch  sein  müssen. 

Wenn  insbesondere 

wo  X  eine  arithmetische  oder  negative  Zahl  ist,  so  ist  der  konische 
Vector  a+  V^  ß  oder  (1+«"/—!)«  ©in  rechter,  weil  sodann  die 
Ebene  des  Circularvectors  V — Ixa  senkrecht  zur  Mittellinie  a  ist. 

Schliesslich  wollen  wir  noch  die  Summe  und  die  Differenz  zweier 
konischen  Vectoren  «-^-l/— 1.  «i-f-V — Ift  durch  die  nachstehende 
Gleichung  definiren 

(a+V^ß)±{a,+V^ß,)  ^(a±a^)+V~l(ß±ß,)  (5) 

9.  Wir  hätten  auch  einen  ganz  anderen  Ausgangspunkt  wählen 
können,  um  zu  jener  Deutung  der  Wirkung  der  imaginären  Zahl 
V--!  auf  einen  Vector  zu  gelangen. 

Bekanntlich  stellt  das  System  der  Gleichungen 

T^-  =  l,        S^"  =  0  (6) 

einen  Kreis  dar,  wenn  q  ein  variabler,  «,  ß  constante  Vectoren  sind. 
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Es  ist  dies  nämlich  der  Dorchschnitt  einer  Kugel  mit  dem  Radius 
Tß  um  den  Endpunkt  des  Vectors  a  als  Mittelpunkt  beschrieben 
mit  einer  in  eben  diesem  Endpunkte  senkrecht  zu  ß  angebrachten 
Ebene. 

Der  symbolischen  Gleichung 

zufolge,  kann  aus  den  Relationen  (6)  geschlossen  werden 

(f^)* ^'    *^"*^    ^-y^T  (7) 

oder 

Q-a+V^lß  (8) 

In  dieser  Gleichung  und  der  vorhergehenden  bezieht  sich  g  auf 
jeden  Punkt  des  Ereisumfangee.  Aus  der  Gleichung  (7)  schliessen 
wir  daher,  dass  auch  das  Symbol  l/— 1  auf  jeden  Punkt  des  Kreises 
Rflcksicht  nimmt*,  wir  geraten  hiednrch  zu  derselben  Deutung  des 
Ausdrucks  a+V—l/?,  wie  in  den  vorhergehenden  Artikeln  an- 
gegeben. 

10.  Die  spaltende  Wirkung  des  Symbols  V-^  mag  anfangs 
befremdend  erscheinen,  schon  Hamilton  hat  etwas  derartiges  teil- 
weise erkannt  In  seinen  „Elements'^  findet  sich  nämlich  der  Satz, 
dass  die  Gleichung  

9-V-l  (9) 

die  Einheitskugel  darstelle,  indem  der  Yector  eines  jeden  Punktes 

einer  solchen  Kugel  dieser  Gleichung  geuUge  leistet    Denn  die  Qua- 

drirung  ergibt 

^*  —  —  1    oder    Tq  ^  1 

11.  Auf  diese  Weise  kommen  wir  nun  auch  zu  der  schon  von 
Hamilton  ausgesprochenen  Ansicht,  es  seien  zwei  verschiedene  Sym- 
bole y^  zu  unterscheiden. 

Es  kann  nämlich  darunter  ein  einziger  bestimmter  rechter  Versor 
verstanden  werden  und  in  diesem  Falle  kommt  jenem  Symbole  wirk- 
lich ein  Yectorcharakter  zu.  Dies  findet  z.  B.  statt,  wenn  wir  die 
Gleichung  (7)  auf  jeden  Punkt  des  Ereisumfanges,  durch  das  System 
der  Gleichungen  (6)  dargestellt,  getrennt  anwenden.  Unter  dieser 
Voraussetzung  ist  denn  auch,  wie  sich  aus  dem  Begriffe  unmittelbar 

ergibt,  

jSy-l=5:0,       F.V-l-V-l 
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Wenn  jedoch  unter  V—  1  die  Gesamtheit  der  in  allen  verschie- 
denen Ebenen  wirksam  gedachten  rechten  Versoren  verstanden  wird, 
d.  h.  wenn  die  Gleichnng  (7)  auf  die  Gesamtheit  der  Punkte  des 
Kreises  angewandt  wird,  so  kommt  dem  Symbole  V^l  Scalarcha- 
rakter  zu,  wie  wir  noch  kurz  begründen  wollen. 

Wir  geraten  dadurch  zugleich  zu  einer  strengen  Theorie  der 
Hamilton  'sehen  Biquaternionen. 

12.  Die  Gesamtheit  der  Operationen,  durch  welche  ein  Vector 
y  in  einen  konischen  Vector  «+y-ip  übergeftthrt  wird,  wollen 
wir  mit  

'+^-'^    oder   ?  +  y-l-P 

bezeichnen    und    einen     konisch    spaltenden    Qnaternion 
nennen. 

Setzt  man  statt  der  Symbole  «  :  y,  ß  ly  die  anderen  $,  q\  so 
ersehen  wir  hieraus,  dass  dieser  neu  eingeführte  Qnaternion  mit 
dem  von  Hamilton  gefundenen  Biquaternion  identisch  ist 

Die  wichtigen  Grössen,  welche  mit  den  Zeichen  JK,  /S,  F,  7,  U 
bezeichnet  werden,  bedürfen  einer  neuen  Definition,  weil  die  bei  den 
gewöhnlichen  Quaternionen  geltenden  in  diesem  Falle  einen  Sinn  nicht 
mehr  haben. 

Auch  die  Summe,  die  Differenz  und  das  Product  zweier  konisch 
spaltenden  Quaternionen  müssen  aufs  neue  definirt  werden. 

Wir  verwenden  hiezn  die  nachstehenden  Gleichungen: 
te+V~i  «0  ±(9i+y^3i')  =  q±qi+V^{q'±qi')  (lo) 

(q+V~i  ^)  (91  +  V^  Qi)  =  m  -q'qi+V~i  Woi + ni)  dD 

Weiter  setzen  wir 

K{q+  i~\  q*)  «  Kq+  y=l  Kq'  (12) 

S^id+K)  (13) 

F-id-^iT)  (14) 

Die  Anwendung  der  Gleichung  (10)  bei  den  letzteren  beiden 
Gleichungen  ergibt  sodann  die  weiteren 

S(q+  V^l  q')  «  8q  +  ^f'^lSq*  (15) 
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V(q+V^  fl')  =  Vq'\-V^Vq'  (16) 

and  liiedarch  wird  die  Behauptung  des  vorigen  Artikels  bestätigt, 
dass  dem  Symbole  V— 1,  wenn  dasselbe  als  spaltender  Goefficient 
auftritt,  Scalarcharakter  zakommt,  weil  in  diesem  Falle 

S  y^  «  i/ITi^     V.  V=l  -  1    ist. 

Den  Tensor  weiter  zu  deflniren,  benatzen  wir  die  Gleichungen 

mq+V~lq')  -  (q+V~l^)^(q  +  V~lq') 
und  

N(q  +  V^  qO=  T(q+V^^  q^  (17) 

welche  in  Verbindung  mit  (11)  auch  zur  nachstehenden  Aulass  geben: 
J^lq+V^q')  «  Nq-^Nq'+2V^^lS.qKq'  (18) 

Schliesslich  sei  noch  gesetzt 

U(q+V—1 90  -       g  +  VggL  (19) 

Durch  die  hier  benutzten  Definitionen  werden  die  Grundformeln  der 
Rechnung  mit  gewöhnlichen  Quatemionen  aufrecht  erhalten. 

13.    Man  pflegt  zu  sagen,  die  Gleichung 

stelle  den  Endpunkt  des  Yectors  a  dar.    Wenn 

9  —  xa  (20) 

wo  X  irgend  eine  arithmetische  oder  negative  Zahl  ist,  so  sagt  man 
in  ähnlicher  Weise,  diese  Gleichung  stelle  irgend  einen  Punkt  des 
Vectors  a  oder  dessen  Verlängerungen  nach  beiden  Seiten  dar. 
Karzer  wird  bekanntlich  diese  Aussage  folgendermassen  wiedergegeben: 

Die  Gleichung  (20)  stellt  bei  variablem  x  die  nach  beiden  Seiten 
in's  Unendliche  sich  erstreckende  Gerade  OA  dar,  wenn 

a^OA 

Diese  Ausdrucksart  wollen  wir  nun  dadurch  verallgemeinem, 
dass  wir  sagen:  für  complexe  Werte  ari+^jV— 1  des  Sealars  x  gibt 
die  Gleichung  (20)   die  imaginären  Punkte  der  Geraden  OA  zu  er- 
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kennen.  Erteilen  wir  den  Grössen  sr^,  x^  specielle  Werte,  so  erhalten 
wir  einen  einzigen  imaginären  Punkt  Der  Ausdruck  ^«(«i-HfjV— 1)« 
gehört  aber  einem  konischen  Vector  an.  In  Uebereinstimmung  mit 
der  obigen  Ausdrucksweise  ist  es,  wenn  wir  sagen:  Ein  imaginärer 
Punkt  ist  demnach  die  Gesamtheit  der  Punkte  des  Ereisumfanges, 
welcher  die  Grundfläche   des  konischen  Yectors 

bildet. 

Wenden  wir  dieselbe  Ausdrucksart  !anch  bei  der  allgemeineren 
Gleichung  einer  Geraden 

9  =  a+xß  (21) 

an,  so  erhalten  wir  das  wichtige  Ergebniss:  Einer  Geraden  im  Räume 
gehören  ausser  der  unendlichen  Zahl  reeller  Punkte,  welche  durch 
reelle  Werte  der  Grösse  x  in  der  Gleichung  (21)  dargestellt  werden, 
noch  eine  unendliche  Zahl  imaginärer  Punkte  an,  die  mit  den 
complexen  Werten  des  Sealars  x  in  (21)  übereinstimmen. 

„Als  ein  imaginärer  Punkt  einer  Geraden  ist  sodann  zu  be- 
„trachten  ein  Kreis,  dessen  Ebene  senkrecht  zu  jener  Geraden  steht, 
„und  dessen  Mittelpunkt  in  derselben  enthalten  ist;  der  Badius  dieses 
„Kreises  kann  beliebig  gewählt  werden'*.  Der  imaginäre  Punkt  ist 
nämlich  der  Kreisumfaug  der  Grundfläche  des  konischen  Yectors 

a+ix^  +  x^V--~i)ß 
dessen   Mittelpunkt  den  Vector   a+^i/^   ^^^^  während   der  Radius 
x^Tß  beträgt.     Wir  wollen  im  weiteren   diese  Grössen   auch   den 
Mittelpunkt  und  den  Radius  des  imaginären  Punktes  nennen.    Siehe 
Art.  14.  am  Schlüsse. 

14.    Ziehen  wir  nunmehr  die  imaginären  Punkte  einer  Ebene 

Q'^xa+yß  +  zy  (22) 

wenn 

x+y+z^l  (23) 

in  Betracht.    Wenn  a?,  y,  z  von  der  Form 

sein  sollen,  so  muss  der  Gleichung  (23)  zufolge 

«i+yi+«^i  -"^  1    ii"d    fC2+yt+««=-0  (24) 

Die   erste  dieser  Gleichungen  sagt  aus,   dass   die  Mittelpunkte 

der  imaginären  Punkte  der  Ebene  in  derselben  liegen  müssen.  Weil 

Xia+yiß+z^y-^y^Hx^a+y^ß  +  z^y) 

der  Ausdruck  für  einen  solchen  imaginären  Punkt  ist,   so  ist  die 
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Ebene  desselben  senkrecht  zamYector  argtt-l-^si'-l-^sy,  welcher  der 
zweiten  der  Gleichungen  (24)  zufolge  in  der  durch  die  Endpunkte 
der  Vectoren  «,15,  y  gelegten  Ebene  —  d  h.  in  der  gegebenen 
Ebene  —  enthalten  ist. 

Die  Ebenen  der  sämtlichen  imaginären  Punkte  enthalten  daher 
die  Normale  zur  gegebenen  Ebene;  der  Radius  dieser  Punkte  kann 
aber  willkürlich  gewählt  werden. 

,,Al8  imaginäre  Punkte  einer  Ebene  sind  somit  zu  betrachten, 
„Kreise  mit  beliebigem  Radius  um  die  Punkte  der  Ebene  in  den 
„verschiedenen  zu  derselben  senkrecht  stehenden  Ebenen  beschriebenes 

15.    Betrachten  wir  weiter  die  Vectorgleichung  eines  Kreises 

Q  =,  ara-|-y/3,    wenn    x^-^y^  =»  a*  (25) 

wo  rr,  ß  zwei  unter  sich  rechtwinklige  Einheitslinien  sind,  während 
z,  y  variable  Sealare,  und  a  eine  constante  Scalargrösse  sind. 

Für  reelle  Werte  von  ar,  y  ergibt  die  erste  der  Gleichungen 
(25)  die  reellen  Punkte  des  Kreises,  für  complexe  Werte  wieder  die 
imaginären  Punkte.    Es  sei 

X  «  x^+ajgV— 1,     y  =  Pi+yiV—l 
ein  Wertsystem,  welches  der  Gleichung 

x*+y^  =  a» 
Genüge  leistet     Dies  erfordert,  dass 

^i^+yi*  -  «8* — y«*  =  ö*j   ^1  a^« + yi  y«  =  0  (26) 

Der  imaginäre  Punkt 

^  «  jcj  a+yi  ß+V-l  (aJga+yjß) 

ist  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  den  Vector  «la+yij?  hat,  während 
seine  Ebene  senkrecht  zum  Yector  x^f^-jry^ß  ist.  Diese  beiden 
Vectoren  sind  aber  nach  der  zweiten  der  Gleichungen  (26)  recht- 
winklig zu  einander.  Die  Ebene  des  imaginären  Punktes  muss  somit 
den  Mittelpunktsvector  desselben  enthalten,  welcher  letztere  übrigens 
willkürlich  in  der  Ebene  des  Kreises  (25)  gewählt  werden  kann. 

Die  erstere  der  Gleichungen  (26)  gibt  weiter  zu  erkennen,  dass 

dass  somit  der  Mittelpunkt  P  des  imaginären  Punktes  ausserhalb  des 
Kreises  liegen  muss  und  weiter,  dass  die  Länge  des  Radius   des 
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imaginäxen  Pauktes  der  Länge  der  Tangente  gleichkommt,   welche 
man  aas  P  an  den  gegebenen  Kreis  legen  kann. 

Wir  sind  daher  zum  nachstehenden  Ergebniss  angelangt: 

„Ansser  den  reellen  Punkten  gehören  einem  Kreise  eine  unend- 
„liche  Zahl  imaginärer  Punkte  an.  Es  sind  dieselben  Kreise,  dereu 
^^Mittelpunkte  willkürlich  in  der  Ebene  des  gegebenen  Kreises,  doch 
„ausserhalb  des  Umfanges  der  Curve  gewählt  werden  können,  deren 
„Ebenen  den  Mittelpunktsvector  enthalten  und  senkrecht  zur  Ebene 
„des  gegebenen  Kreises  stehen,  während  der  Radius  des  imaginären 
„Punktes  der  Tangente  gleichkommt,  aus  dessen  Mittelpunkt  an  den 
„gegebenen  Kreis  gelegt^^ 

Betrachtet  man  die  Gleichung  der  Kugel 

Q^xa+yß+zy,     x^+y^  +  z^  =  a^  (27) 

SO  gerät  man  zu  einem  ähnlichen  Satze. 

„Die  Mittelpunkte  der  imaginären  Punkte  einer  Kugel  liegen 
„willkürlich  im  Räume  ausserhalb  der  Kugel  verteilt.  Die  Ebenen 
„der  imaginären  Punkte  enthalten  die  Mittelpunktsvectoren  derselben, 
„und  der  Radius  eines  imaginären  Punktes  kommt  der  Länge  der 
„Tangente  gleich,  aus  dessen  Mittelpunkt  an  die  gegebene  Kugel 
„gelegt". 

Es  folgt  hieraus  noch,  dass  die  imaginären  Punkte  einer  Kugel 
dieselbe  rechtwinklig  durchschneiden. 

16.  Als  eine  Anwendung  dieser  Begriffe  nehmen  wir  die  Be- 
stimmung der  Schnittpunkte  einer  Kugel 

Tq  «  Ty  (28) 

mit  der  Goraden 

Q  «  tt+xß  (29) 

Für  diese  Schnittpunkte  ist 

T(a+xß)  —  Ty 
oder 

Na+x^J^ß  —  2xSaß  -=  Ny 

Ohne  der  Allgemeinheit  zu  schaden,  können  wir  annehmen,  ß  sei 
ein  Einheitsvector;  die  vorige  Gleichung  vereinfacht  sich  dadurch 
zur  nachstehenden 

x^'-2xSaß-\-Na'-Ny=-0  '  (30) 

aus  welcher  sich  für  x  zwei  Werte  ergeben 
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X  =  Sap±y[(Saß)*'~Na+Ny]  (31) 

Es  sind  somit  der  Kugel  und  der  Geraden  zwei  Punkte  gemein- 
sam, welche  durch  (29)  in  Verbindung  mit  (31)  bestimmt  werden. 
Diese  Punkte  sind  reell,  wenu  die  gegebenen  Yectoren  a,  /?,  y  der 


Bedingung 


(Saß)^  +  Ny'^  J^CL 


genüge  leisten.    Anstatt  derselben  kann  geschrieben  werden 

oder 

Ty^  TteSinWkl.  ^ 

Die  beiden  Schnittpunkte' sind  somit  reell,  so  lange  der  Radius 
der  Kugel  nicht  kleiner  wird  als  das  Lot  aus  dem  Kugelmittelpunkte 
auf  die  gegebene  Gerade  gefällt.  Wird  dieser  Bedingung  nicht  ge- 
nflgt,  so  erhalten  wir  zwei  imaginäre  gemeinsame  Punkte 

e-  a  +  ßSaß  +  y^VNa'^Ny-(Sciß)^ß  (32) 

In  der  Tat  lässt  sich  leicht  nachweisen,  dass  diese  imaginären 
Punkte  nach  dem  in  den  beiden  vorigen  Artikeln  Erörterten  nicht  nur 
der  Geraden  (29),  sondern  auch  der  Kugel  (28)  angehöreu. 

Der  Mittelpunktsvector  dieses  imaginären  Punktes  ist  nämlich 

9i  =-  (i  +  ßSaß 

und  die  Ebene  des  Punktes  ist  senkrecht  zum  Vector  ß.    Nun  ist 
aber 

iS./Jpi  -  S(ßa+ß^Saß)  «-  0,     weil    ß^ 1 

somit  ist  p]  senkr.  auf  ß;  die  Ebene  des  Punktes  enthält  daher  den 
Mittelpunktsvector  wie  erforderlich  war. 

Es  sei  0  der  Kugelmittelpunkt, 

Oil  —  «,     AB  ^  ß 
80  ist 

p,  =  a+/JT«Cosr«- Wkl.  ^)  «  «  +  /JT«Cos  Wkl.  GAB 

Wird  ans  O  ein  Lot  auf  AB  gefällt,  dessen  Fusspunkt  B^  ist,  so  ist 

T.ABi^  TaCosWkl.  OAB 
somit  ist 

^j  ^a+ßT.ABi  —  OBi 

18* 
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Die  Mittelpunkte  der  beiden  imaginären  Schnittpunkte  falle 
daher  mit  dem  Fusspunkte  des  Lotes,  aus  dem  Eugelmittelpnnkt 
auf  die  gegebene  Gerade  gefällt,  zusammen. 

Das  Quadrat  des  Radius  des  imaginären  Punktes   ist  nach  (2S 

Na  —  Ny  —  iSaß)^ 
oder 

iVaSin*Wkl.g  — iVy 

Diese  Grösse  ist  aber,  wie  leicht  ersichtlich,  dem  Quadrat  de 
Tangente  gleich,  welche  aus  dem  Fusspunkte  ^i  an  die  Enge)  ge 
legt  wird.  Es  ist  dieses  Resultat  mit  dem  vorhergehenden  Artikc 
in  Uebereinstimmung ;  die  imaginären  Punkte  (31)  gehören  dahei 
der  gegebenen  Kugel  an.  Dass  dieselben  weiter  auch  der  Geradei 
(29)  augehören,  folgt  unmittelbar  daraus,  dass  die  Gleichung  (32 
aus  (29)  durch  die  Substitution  in  (31)  ausgesprochen,  entstanden  ist 

Wir  wollen  nun  die  Betrachtungen  des  vorigen  Artikels  weite] 
verfolgen.  . 

17.  Die  Lage  der  imaginären  Punkte  einer  willkürlichen  Ober- 
fläche  kann  folgendermassen  ermittelt  werden. 

Es  seien  a^  ß,  y  drei  zu  je  zwei  unter  sich  rechtwinklige  Ein- 
heitsvectoren,  x^  y^  z  drei  Sealare.  Die  beliebige  Oberfläche  kani: 
sodann  durch  das  System  der  beiden  Gleichungen 

Q^xa+yß  +  zy  (33] 

ax,  y,  «)  =  0  (34) 

wo  /  ein  Functionszeichen  ist,  dargestellt  gedacht  werden. 

Setzen  wir  nun  weiter  voraus,  die  Werte 

x^ari  +  ar^yZl,     y  ^  y^^y^^ZTl^     z  ^  z^+z^^/^^ 

genügen  der  Relation  (26),   so   erhalten  wir   hiedurch   die   beiden 
symbolischen  Gleichungen 

/(^i,  yi,  ^)-  o  V"^*  äi~  +  2^«a^  + '« &J 
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r/,       df    .        df 


(36) 


veim  die  Gültigkeit  der  Taylor'schen  Entwickelang  für  die  Fanction 
'ingenommen  wird. 

Betrachtet  man  den  Mittelpunkt  des  Vectors,  d.  h.  x-^^  y^^  «j  als 
Tülkürlich  gegeben,  so  wird  durch  die  Gleichungen  (35)  (36)  eine 
SiomciuTe  dargestellt,  welche  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  der 
Vtctor  eines  jeden  Punktes  derselben  eine  Normale  zur  Ebene  des 
inaginären  Punktes  sein  kann,  während  der  Tensor  dieses  Yectors 
:ideich  dem  Radius  des  imaginären  Punktes  gleich  kommt.  Denken 
n:  daher  einen  Kegel  construirt,  dessen  Scheitel  in  den  Anfangs- 
punkt der  Vectoren  fällt,  während  die  durch  (35)  (36)  dargestellte 
Cm«  die  Directrix  ist,  so  werden  die  Abschnitte  der  Seitenlinien 
£es€s  Kegels  zwischen  dem  Scheitel  und  der  Directrix  nach  Kich- 
iQg  Qod  Länge  die  zum  gewählten  Punkte  x^^  y^^  z^  zugehörigen 
ifiiägiiiären  Punkte  bestimmen. 

Ist  die  gegebene  Oberfläche  eine  solche  nter  Ordnung,  so  ist 
allgemein  dieCurve  (35)  (36)  n(n— l)ter  Ordnung,  und  es  ist  leicht 
üe  Gleichung  des  hiezu  gehörigen  Kegels  aufzustellen. 

18.  Den  einfacheren  Fall,  wo  die  beliebige  Oberfläche  eine 
Hilclie  zweiten  Grades  mit  einem  Mittelpunkte  ist,  wollen  wir  näher 
l-irachten.    Die  Gleichung  (34)  sei  für  diesen  Fall 

öll«*  +  ««2y*  +  «3S2^  +  «00  ="  0  (37) 

Es  gehen  sodann  die  Gleichungen  (35)  (36)  über  in  die  nach- 
Uehenden 

«11  V  +  Oi«y«*+a33«j*  =f(^ij  Vi^  h)  (38) 

«ii«ia?2+«Myiy«+fl83«i^  —  0  (39) 

Die  zweite  dieser  Relationen  spricht  aus,  dass  der  Punkt  ar,, 
H'  h  in  der  zur  Richtung  des  nach  dem  Punkte  o?],  y^,  z^  gehenden 
Biameters  conjugirten  Diametralebene  liegt. 

Die  Gleichung  (38)  ist  diejenige  einer  Oberfläche  zweiten  Grades, 
velche  denselben  Mittelpunkt  und  dieselben  Achsenrichtungen  hat 
^e  die  gegebene  Oberfläche;  ausserdem  ist  sie  aber  der  letzteren 
ilmüch,  und  das  Aehnlichkeitsverhältniss  beträgt 


v^ 


/(^n  yii  »i) 

«00 
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Dieser  Ausdruck  ist  aber  bekanntlich  dem  Verhältnisse  irgend 
einer  aus  dem  Punkte  x^,  y^,  »^  an  die  Oberfläche  gelegten  Tan- 
gente zur  Hälfte  des  dieser  Tangente  parallelen  Durchmessers  gleich ; 
derselbe  ist  somit  leicht  zu  construiren,  und  sei  im  weiteren  mit 
t:m  bezeichnet. 

Der  Kegel  des  vorigen  Artikels  ist  daher  für  diesen  Fall  in 
einen  Diametralscfanitt  einer  der  gegebenen  Oberfläche  ähnlichen 
und  parallel  gedachten  Oberfläche  übergegangen  und  die  Vectoren 
der  Punkte  dieses  Diametralschnittes  bestimmen  die  sämtlichen  znr 
Oberfläche  gehörigen  imaginären  Punkte,  deren  Mittelpunkt  den 
Vector  x^a+Viß+'ty  hat.  Errichtet  man  das  Lot  zu  der  in  Be- 
tracht kommenden  Diametralebene,  so  ist  dasselbe  in  den  Ebenen 
aller  jener  imaginären  Punkte  enthalten. 

Wir  geraten  daher  zur  nachstehenden  Construction  der  ima- 
ginären Punkte: 

Man  wähle  den  Mittelpunkt  eines  derselben  wiUkürlich  z.  B.  in  ^, 
ziehe  O^ä  und  construire  die  zu  0^  conjugirte  Diametralebene.  FfU* 
A  werde  weiter  das  Verhältniss  t:m  bestimmt,  und  jeder  Durch- 
messer jener  Diametralebene  in  diesem  Verhältnisse  verlängert;  jeder 
so  erhaltene  Vector  ist  senkrecht  zur  Ebene  eines  imaginären  Punktes, 
dessen  Kadius  der  Länge  dieses  Vectors  gleich  kommt. 

Die  Wahl  des  Punktes  A  ist  zwar  willkttrlich,  jedoch  meistens 
einer  Bedingung  unterworfen ;  nehmen  wir  als  Beispiel  das  Ellipsoid, 
so  sind  in  (37)  o^i,  o^s,  033  positiv,  oqq  negativ  zu  rechnen.  Es  ist 
deshalb  nach  (35) 

somit  muss  der  Punkt  A  ausserhalb  des  Ellipsoids  liegen. 

19.  Um  die  zu  einer  Curve  gehörenden  imaginären  Punkte  zu 
finden,  setzen  wir 

Q  =  xa+yß  +  zy  (40) 

/■(«,  y,  z)  =  0,    9(*,  y,  «)  «  0  (41) 

und  es  seien 

x  =  xi+XiV-l,    y  — yi+y^V— 1,    «=-«i+«s"/— 1 

Werte,  die  diesen  Gleichungen  genügen.  Es  erfolgen  hieraus  ausser 
den  Gleichungen  (35)  (36)  noch  zwei  andere,  welche  aus  jenen  her- 
vorgehen, wenn  darin  die  Function  /  durch  9  ersetzt  wird. 

Wir  erhalten  daher  vier  Gleichungen,  denen  die  sechs  Grössen 
^19  yn  ^ii  ^f)  t/tt  H  Oenüge  leisten  müssen.    Indem  zwischen  den- 
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selben  x^^  y,,  Z2  climinirt  werden,  entsteht  eine  Gleichung  in  x^^  ^j, 
fj.  Es  ist  dies  die  Gleichung  der  Oberfläche,  welche  von  den  Mittel- 
punkten der  der  Gurve  angehörigen  imaginären  Punkte  gebildet  wird. 

Einen  Fall  wollen  wir  näher  betrachten,  den  nämlich,  wo  die 
gegebene  Gurve  eine  ebene  ist.  9(0;,  y,  z)  ist  sodann  linear,  und 
die  beiden  aus  dieser  Function  hergeleiteten  Gleichungen  werden 

9(«i,  Vi,  «i)«^«i  +  %i  +  (7«i+i)  =  0  (42) 

Ax^+By^+Cz^^O  (43) 

Die  Oberfläche  der  Mittelpunkte  der  imaginären  Punkte  ist  in 
diesem  Falle  die  Ebene  der  Gurve,  wie  die  Gleichung  (42)  aussagt. 
Die  Gleichung  (43)  aber  spricht  weiter  aus,  dass  der  Yector,  zu 
welchem  die  Ebene  eines  imaginären  Punktes  senkrecht  ist,  parallel 
der  Ebene  der  Gurve  ist. 

Die  sämtlichen  Ebenen  der  imaginären  Punkte  sind  daher  senk- 
recht zur  Ebene  der  gegebenen  Gurve.  Aus  den  Gleichungen  (35) 
(36)  (43)  findet  .man  weiter  die  Länge  des  Radius  des  imaginären 
Punktes. 

Nehmen  wir  specieller  an,  die  Gurv^e  sei  ein  Kegelschnitt  mit 
einem  Mittelpunkte;  wenn  a  senkr.  auf  ß  und  diese  beiden  Yectoren 
Einheitslinien  sind,  so  ist 

/(a5,  y.  z)  =  ax^+hy*+c  «0,     ?>(«,  y,  «)  —  a  =  0 

Die  Gleichungen  (35)  (36)  ergeben  hiefür 

aV+5yi«  +  c  «  a.V+Z»y,2  (44) 

ax^x^  +  by^y^  =  0  (45) 

Wie  in  Art.  16.  wird  hieraus  geschlossen,  dass  ein  imaginärer 
Punkt  des  Kegelschnittes  in  nachstehender  Weise  construirt  werden 
kann: 

Man  wähle  den  Mittelpunkt  desselben  willkürlich  in  Ä,  ziehe 
OA  und  construire  den  zu  dieser  Richtung  conjngirten  Durchmesser. 
Wenn  man  den  letzteren  in  dem  Verhältnisse  verlängert,  in  welchem 
die  Länge  der  aus  A  an  den  Kegelschnitt  gehenden  Tangente  zur 
Hälfte  des  dieser  Tangente  parallelen  Durchmessers  steht,  so  ist  ein 
Vector  erhalten,  welcher  senkrecht  zur  Ebene  des  imaginären  Punktes 
ist,  während  der  Radius  desselben  Punktes  der  Länge  jenes  Yectors 
gleich  kommt. 

Auch  hier  können,  wie  bei  den  Oberflächen  zweiten  Grades  mit 
einem  Mittelpunkte  nur  die  ausserhalb  der  Gurve  befindlichen  Punkte 
als  Mittelpunkte  der  imaginären  Punkte  dienen. 
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20.  Aas  den  Gleichungen  (35)  (36),  denen  im  allgemeinen  die 
Grössen  Xj,  j^j,  ^i,  o;,,  ^s,  z^  Genüge  leisten  müssen,  geht  hervor, 
dass  die  complexen  Werte 

ebenfalls  der  Gleichung  (33)  genügen.  Es  kommen  daher  die  ima- 
ginären Punkte  stets  parweise  vor,   während  ein  solches  Par  durch 

dargestellt  wird.  Dieselben  sind  aber  identische  Gebilde,  wie  wir 
vorher  fanden.  Jeder  in  den  vorhergehenden  Artikeln  construirte 
einer  Oberfläche  angehörige  Punkt  muss  somit  stets  doppelt  in  Bech- 
nung  gebracht  werden. 

21.  Durch  analytische  Betrachtungen  sind  wir  zur  Erkennung 
des  Begriffes  der  imaginären  Punkte  gekommen,  und  haben  die  Lage 
bei  einigen  Oberflächen  erkannt. 

Es  wird  nun  aber  auch  möglich  sein,  bei  rein  geometrischen 
Betrachtungen  unmittelbar  durch  Definition  die  imaginären  Punkte 
einzuführen  und  dadurch  dieselben  auch  weiter  in  dem  Umkreise 
jener  Betrachtungen  beizubehalten. 

Wir  können  z.  B.  eine  gerade  Linie  definiren  als  die  Figur, 
welche  entsteht,  wenn  sämtliche  reellen  Punkte  einer  Ebene  sich  be- 
wegen, während  zwei  beliebig  gewählte  Punkte  fest  gehalten  werden. 
Die  durch  diese  Drehung  entstehenden  imaginären  Punkte  müssen 
doppelt  gezählt  werden. 

Für  die  anderen  Curven  und  Oberflächen  sind  diese  Definitionen 
allerdings  nicht  leicht  auf  einfache  Weise  aufzustellen;  es  is  jedoch 
das  Wesentliche  derselben  in  den  vorhergehenden  Artikeln  schon 
dargelegt. 


Nachtrag. 

Die  im  Vorhergehenden  mitgeteilten  Resultate  wurden  vom  Verf. 
in  einer  Versammlung  der  mathematischen  Gesellschaft  in  Amsterdam 
vorgetragen.  Herr  Prof.  Korteweg  hatte  die  Güte  mich  darauf  auf- 
merksam zu  machen,  dass  auch  ohne  die  Zuhülfenahme  der  Theorie 
der  Quatemionen  eine  der  von  mir  vorgetragenen  ähnliche  Darstel- 
lung der  imaginären  Punkte  erhalten  werden  könne.  Bei  der  Be- 
arbeitung stellte  sich  sogar  heraus,  dass  dieser  Weg  zu  derselben 
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DarstellnDg  führt.  Es  sei  mir  gestattet,  das  von  Prof.  Korteweg 
angedeutete  Princip  hier  anzuführen.  Definiren  wir  die  Distanz 
zweier  imaginären  Punkte  mit  den  rechtwinkligen  Coordinaten 

x,+x^V~h  Pi+y^V^h  z,+z^V^^ 

durch  die  Gleichung 

so  sei  weiter  als  Darstellung  eines  imaginären  Punktes  gewählt  die 
Gesamtheit  der  reellen  Punkte,  deren  Distanz  vom  imaginären  Punkte 
der  Null  gleich  kommt.  Sind  '4,  97,  £  die  Coordinaten  eines  solchen 
reellen  Punktes,  so  ist  demnach  zu  setzen 

a-^i  -^t  V=i)*+(i?-yi-y2V=i)*+(t-»i-«2V^)*  ==  0 
eine  Gleichung,  welche  in  die  beiden  nachstehenden  sich  spaltet 

Die  Punkte  '$,  17,  l  erscheinen  daher  als  der  Durchschuitt  einer 
Kugel  um  den  Punkt  0*1,  y^,  z^  als  Mittelpunkt  mit  dem  Radius 

beschrieben  mit  einer  durch  eben  denselben  Punkt  x^^  y^,  z^  hin- 
durchgehenden Ebene,  welche  senkrecht  steht  zur  Geraden,  die  den 
Punkt  x^^  2^9,  z^  mit  dem  Coordinatenanfangspunkt  verbindet. 

Der  so  erhaltene  Kreis  ist  aber,  wie  man  leicht  nachweist, 
identisch  mit  der  Grundfläche  des  Vectorkegels 

wo  ff,  |8,  y  drei  in  den  Richtungen  sc,  y,  z  angenommene  Einheits- 
vectoren  bedeuten. 

In  den  letzten  Monaten  ist  es  mir  auch  gelungen,  die  oben  be- 
gründete Theorie  der  Darstellung  imaginärer  Punkte  zu  vervoll- 
kommnen durch  die  Einführung  eines  neuen  Begriffes,  welcher  ge- 
stattet zwei  conjugirt  imaginäre  Punkte  von  einander  verschieden 
darzustellen. 
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Es  erscheint  za  diesem  Zwecke  notwendig  mit  dem  Begriff  der 
durch  V — 1  hervorgerufenen  Spaltung  derjenige  einer  bestimmten 
Aufeinanderfolge  der  einzelnen  durch  die  Spaltung  entstandenen 
Strahlen  zu  verbinden.  Am  zweckmässigsten  stellt  sich  die  nach- 
stehende Wahl  heraus:  Für  den  imaginären  Punkt  a+V — Iß  sei 
gewählt  dex  im  Vorhergehenden  eingeführte  Kreis  in  einer  Solchen 
Richtung  durchlaufen,  dass  dieselbe  von  dem  Endpunkte  des  Yectors 
a-|-/3  aus  gesehen  mit  einer  bestimmt  angenommenen  Drehungs- 
richtung —  z.  B.  mit  derjenigen  der  Zeiger  einer  Uhr  —  überein- 
stimmt. 

Nach  dieser  Annahme  soll  nun  auch  der  imaginäre  Punkt 
«  —  V—  1  ß  von  dem  Endpunkte  des  Vectors  a—  ß  aus  betrachtet 
werden,  wodurch  erhellt,  dass  die  beiden  Kreise,  welche  zwei  con- 
jugirt  imaginäre  Punkte  darstellen,  in  entgegengesetzter  Richtung 
durchlaufen  gedacht  werden  müssen. 

In  einer  folgenden  Arbeit  hoffe  ich  weiteres  hierüber  mitzu- 
teilen. 
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XIV. 


Ueber  die  verschiedenen  Formen  von  Gruppen, 

welche  r  beliebige  Punkte  im  ^-dimensionalen 

Baume  bilden  können. 


Von 

V.  Schlegel. 


Im  n-dimensionalen  Räume  lässt  sich  ein  beliebiger  Punkt  x 
aus  («+!)  festen  Punkten  («„  «i,^.  .  .  «n-Ki)i  welche  ein  Coordi- 
natensystem  bilden,  mittelst  der  (n-{-1)  Zahlen  a^,  a^,  .  .  .  on-fi 
(Coordinaten)  ableiten,  d.  h.  seiner  Lage  nach  genan  bestimmen. 
£8  bilden  dann  zunächst  diese  n-|-2  Punkte  eine  Gruppe,  deren 
besondere  Form  durch  die  Verteilung  der  Vorzeichen  +  ^^^  """  &^ 
die  Grössen  a  definirt  werden  kann.  Die  absoluten  Werte  dieser 
Grössen  kommen  bei  der  rein  topologisehen  Frage  nach  der  Anzahl 
und  Beschaffenheit  der  wesentlich  von  einander  verschiedenen  Gruppen 
nicht  in  Betracht.  —  Aus  der  den  Punkt  x  bestimmenden  Gleichung 
kann  auch  jeder  der  Punkte  e  mittelst  der  noch  übrigen  n+l  Punkte 
bestimmt  werden.  Alle  durch  eine  solche  Transformation  aus  ein- 
ander ableitbaren  Gleichungen  stellen  natürlich  dieselbe  Gruppe  dar. 
Wir  sagen  nun,  dass  zwei  Gruppen  von  je  n 4-2  Punkten  im  n-di- 
mensionalen Räume  dieselbe  Form  haben,  wenn  die  Gleichungen, 
welche  irgend  einen  ihrer  Punkte  aus  den  übrigen  bestimmen,  hin- 
sichtlich der  Anzahl  der  auf  der  rechten  Seite  vorkommenden  posi- 
tiven und  negativen  Vorzeichen  übereinstimmen. 

Im  Folgenden  wird  zuerst  die  Beschaffenheit  und  Anzahl  der 
aus  n-f-2  Punkten  im  n-dimensionalen  Baume  gebildeten  Gruppen 
untersucht  werden.   Diese  Gruppen  werden  stfdann  als  Specialfälle 
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gewisser  Fundamentalgruppen  dargestellt  werden,  von  denen  in  jedem 
Räume  nur  eine  einzige  vorhanden  ist.  Endlich  wird  gezeigt  wer- 
den, wie  jede  aus  beliebig  vielen  Funkten  in  irgend  welchem  Räume 
gebildete  Gruppe  als  specieller  Fall  einer  solchen  Fundamental- 
grnppe  aufgefasst  werden  kann.  Hiermit  ist  dann  die  ganze  Mannig- 
faltigkeit der  Erscheinungen,  welche  in  den  Formen  der  Punkt- 
gruppen sich  darbietet,  auf  gewisse,  nur  von  der  Anzahl  der  Punkte 
abhängige  Grundtypen  zurückgeführt 

Des  bequemeren  Verständnisses  wegen  werden  der  allgemeinen 
Untersuchung  jedesmal  die  für  die  Gebiete  der  vier  ersten  Dimen- 
sionen geltenden  Betrachtungen  vorausgeschickt  werden. 


1.    Gruppen  von  (n-|-2)  Punkten  im  n-dimensionalen  Räume. 

1.  Gebiet  der  Geraden.  —  Sei  ein  Punkt»  aus  den  Punkten 
6]  und  €2  mittelst  der  Zahlen  «i  und  «2  abgeleitet,  sodass 

(1)     x  =  ai<5,-f  «,62  (f^i+a^^l) 

Dann  sind  hinsichtlich  der  Vorzeichen  von  a^  und  a,  zwei  Fälle  zu 
unterscheiden. 

1)  Kein  Factor  a  negativ.    Aus  (1)  folgt 

Demnach  sind  die  Strecken  (Cf—x)  und  (x  —  e^)  gleichgerichtet; 
d.  h.  X  liegt  zwischen  e^  und  «2»  oder,  wie  wir  festsetzen,  auf  der 
positiven  Seite  von  e^  und  auf  der  positiven  Seite  von  e^. 

2)  Ein  Factor  a  negativ.    (Zwei  Fälle).    Z.  B. 

«1 «i' 

Dann  ist 

eil  (et— x)  *=  «2(0«  — 35) 
oder 

Ci  —  X  02 

Die  Strecken  (ci— «)  und  (e^  —  x)  sind  also,  da  ihr  Quotient 
positiv  ist,  gleichgerichtet;  d.  h.  der  Punkt  x  liegt  ausserhalb  der 
Strecke  (cj— «2),  und  zwar,  da 

«8  -  «1'  =  1 

also  «2  >  «1'    söi^  muss,  jenseit  desjenigen  Punktes  («2)5  welcher 
dem  Punkte  mit  negativem  Factor  (e^)  gegenüberliegt,  oder,  anders 
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ansgedrückt,  auf  der  negativen  Seite  von  e^  and  der  positiven 
von  ej. 

Ans  (1)  folgt  jetzt 

«1  «2  =  («1  —  «lO  aJ+  «i'  «1 

Da  diese  Gleichung  hinsichtlich  der  Vorzeichen  der  einzelnen 
Factoren  mit  (1)  übereinstimmt,  so  folgt,  dass  „drei  Punkte  auf 
einer  Geraden  nur  auf  eine  einzige  Art  eine  Gruppe  bilden  kön- 
nen", wie  auch  die  Anschauung  lehrt  ^). 

2.  Gebiet  der  Ebene.  —  Sei  ein  Punkt  x  aus  den  Punkten 
^if  ^y  ^3  mittelst  der  Zahlen  a^,  a^,  a^  abgeleitet,  sodass 

(2)     x^a^e^  +  a^e^  +  a^eg  (ai  +  «2  +  «3  =  l) 

Dann  sind  folgende  Fälle  zu  unterscheiden: 

1)  Kein  Factor  negativ.  Sei  x^  der  Schnittpunkt  der  Ge- 
raden (xej)  und  (^eg),  so  ist  nach  (2) 

K  +  tts)«l   =-  K  +  a2  +  «8)aJ  — «1«!   —  a2«2  +  a3«3 

d.  h.  xi  liegt  zwischen  e^  und  e^,  und  auf  der  Geraden  {xe^)  jenseit 
X,  Hiernach  liegt  x  zwischen  e^  und  a^i,  d.  h.  innerhalb  des  Drei- 
ecks («legtfj),  oder,  wie  wir  festsetzen,  auf  der  positiven  Seite  von 
jeder  der"  drei  Geraden  (ci«^)^  {^^\  («s^i)- 

2)  Ein  Factor  negativ,  z.  B. 

«1  =■  —  «i' 
(Drei  Fälle).    Dann  ist 

Hiemach  liegt  x^  zwischen  x  und  «i,  folglich  x  auf  der  Geraden 
(e^x)  jenseit  x^y  d.  h.  ausserhalb  des  Dreiecks  («le^^g),  und  zwar  im 
Nebenwinkelraum  jenseit  derjenigen  Geraden  (ß^es),  welche  dem 
Punkte  mit  negativem  Factor  (e^)  gegenüberliegt,  oder,  anders  aus- 
gedrückt, auf  der  negativen  Seite  von  (^^e^)  und  auf  der  positiven 
der  beiden  anderen  Geraden. 

Da  die  Gleichung 

(3)     »=— c/ci  +  agCj-fagftj 


1)  VgU  des  Verf.  »Syttem  der  Banmlehre»  L  S.  IS. 
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sieht  auf  die  Form  (2)  redndrbar  ist,  so  haben  wir  es  hier  mit 
einer  von  der  ersten  verschiedenen  Pnnktgrnppe  za  tun.  —  Be- 
stimmt man  ans  (3)  einen  der  Punkte  «i,  <2«  ^S9  so  bleibt  die  Com- 
bination  der  Vorzeichen  auf  der  rechten  Seite  unverändert,  d.  h. 
jeder  der  vier  Punkte  hat  in  Bezug  auf  die  drei  flbrigen  die  gleiche 
Lage. 

3)  Zwei  Factoren  negativ,  z.  B. 

«2  =  —  a,',    «,  =  —  «5' 
(Drei  Fälle).    Dann  ist 

«  +  «s')*i  -=  «i«i  — («1  — «»'  — Os')»  —  ««'«t  +  ffs'«» 

Hiernach  liegt  x^  auf  der  Geraden  {xtj)  jenseit  «],  folglich  x  auf 
der  Geraden  €^x^  jenseit  eg ,  d.  h.  ausserhalb  des  Dreiecks  (e^e^e^^ 
und  zwar  im  Scheitelwinkelraum  jenseit  desjenigen  Punktes  ei,  welcher 
der  Yerbindungslinie  der  negativen  Punkte  {e^e^)  gegenflberliegt. 

Da  die  Gleichung 

auf  die  Form 

«i<i  '-«+ffi'«t  +  «8'«s 

gebracht  werden  kann,  in  welcher  sie  mit  (2)  übereinstimmt,  so  ent- 
steht im  Falle  3)  keine  neue  Punktgruppe.  —  „Es  können  daher 
vier  Punkte  in  einer  Ebene  nur  auf  zwei  verschiedene  Arten  eine 
Gruppe  bilden^)'*. 

Entweder  nämlich  bilden  alle  vier  zusammen  ein  concaves  Vier- 
eck, oder  drei  von  ihnen  bilden  ein  Dreieck,  welches  den  vierten 
einschliesst.  Ein  Grenzfall  ergiebt  sich,  wenn  drei  Punkte  in  einer 
Geraden  liegen. 

3)  Gebiet  des  Raumes.  —  Sei 

(4)      »  —  ttjÄi-f  «,«,  +  €r5«5-f-a4«4      (tti -(-«,+ «5 -|-«4—  1) 

1)  Kein  Factor  negativ.  Sei  «i  der  Schnittpunkt  der  Geraden 
(««i)  und  der  Ebene  («t  ^3^4)9  so  ist 

(««  +  «S  +  «4)*1  ^  (ffl+«J  +  «3  +  «4)«  — «1«1  =  «8«J  +  «8«S  +  «4«4 

d.  h.  x^  liegt  in  der  Fläche  des  Dreiecks  (e^e^e^,  und  auf  der  Ge- 
raden (ostfj  jenseit  x.  Hiernach  liegt  x  zwischen  e^  und  c^,  d.  h. 
innerhalb  des  Tetraeders  {e^^t^e^^  oder  auf  der  positiven  Seite  von 
jeder  der  vier  Ebenen  {e^e^e^),  (^^^4)9  (^^4^1)9  (^4^1^)- 


0  Vgl.  Sjstem  der  RaamUhre  I.  S.  71—74. 
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2)  Ein  Factor  negativ,  z.  B. 

«1  —  —  «i' 
(Vier  Fälle).    Dann  ist 

(«j+«s  +  «4)a^i  =  (a2+«s+«4~«i')aJ+<«i  =  ff««a+a3«3  +  «4«4 

Hiernach  liegt  x^  zwischen  x  und  c,,  folglich  x  auf  der  Geraden  (e^Xi) 
jenseit  xj,  d.  h.  ausserhalb  des  Tetraeders  (e^e^e^cj^)  und  zwar  im 
Nebeneckenraume  *)  jenseit  derjenigen  Ebene  («a«8«4),  welche  dem 
negativen  Punkte  («,)  gegenüberliegt,  oder  auf  der  negativen  Seite 
der  Ebene  (e^e^e^)^  auf  der  positiven  der  übrigen  drei  Ebenen. 

Die  Gleichung 

(5)         X  =  —  «/  «X  +  0f2  ««  +  «3<3+  «4 «4 

ist  nicht  auf  die  Form  (4)  reducirbar,  und  stellt  daher  eine  neue 
Punktgruppe  dar. 

3)  Zwei  Factoren  negativ,  z.  B. 

a^  =  — CTs',    «4 «4' 

(Sechs  Fälle).    Dann  ist 

(«2— «3'— Oa^i  ^  (at  +  «2--<^3'--«4')Ä--«ißi  "='a«C2-«3'«S-«4'«4 

Demnach  liegt  x^  in  dem  jenseit  «^  gelegenen  Scheitelwinkelraume 
des  Dreiecks  («jCs^J,  und  auf  der  Geraden  (xe,)  jenseit  des  Punktes 
X.  Letzterer  liegt  ^Iso  in  dem  jenseit  der  Kante  {e^Cf)  (welche  der 
Yerbindungslinie  der  negativen  Punkte  gegenüberliegt)  gelegenen 
Nebenscheiteleckenraume. 

Die  Gleichung 

X  =■  <'i*i  +  <*2^  "^zH — *'4'*4 

kann  auf  die  Form  gebracht  werden 

«1«!  —  aj+as'«3+a4'64— «2«, 

ist  somit  auf  die  Form  (5)  reducirt  and  stellt  eine  Punktgruppe  dar 
von  derselben  Art  wie  diese. 

Bestimmt  man  aus  (5)  den  Punkt  e^,  so  zeigt  sich,  dass  er  zu 
ei,  63,  64  die  gleiche  Lage  hat  wie  x.    Bestimmt  man  aber  einen  der 


I)  Die  hier  und  im  Folgenden  angewendete  Terminologie  der  dreiseitigen 
Ecke,  welche  ich  zuerst  in  meinem  „Lehrbuch  der  elementaren  Mathematik^. 
IV.  S.  40  anfgestellt  habe,  erklärt  sich  leicht  yon  selbst. 
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Pankte  62,  ^,  e^,  so  bat  jeder  dieser  Punkte  zu  den  übrigen  die  im 
Falle  3)  für  x  ermittelte  Lage.  —  In  der  durcb  die  Fälle  2)  und  3) 
gleichzeitig  dargestellten  Gruppimug  der  fünf  Pankte  haben  also 
zwei  Pankte  die  Eigenschaft,  dass  jeder  von  ihnen  in  einem  Neben- 
eckenranme  des  von  den  anderen  gebildeten  Tetraeders  liegt,  und 
drei  Pankte  haben  die  Eigenschaft,  dass  jeder  von  ihnen  in  einem 
Nebenscheiteleckenraame  des  von  den  anderen  gebildeten  Tetraeders 
liegt. 

4)  Drei  Factoren  negativ,  z.  B. 

«2  =  —  Cfj',      «3  «=  —  Cg',      «4  —  —«4' 

(Vier  Fälle).    Dann  ist 

(«2'+«3'+«4')iri  ==-  «i«i-(«i  — «2'— «s'— «4')« 

Der  Punkt  x^  liegt  diesmal  im  Dreieck  (e^e^ej^  aber  auf  der  Ge- 
raden {xe^)  jenseit  e^,  folglich  x  im  Scheiteleckenraume  jenseit  der 
Ecke  «1,  welche  der  Verbindungsebene  der  drei  negativen  Pankte 
(e,,  cj,  64)  gegenüber  liegt 

Da  die  Gleichung 

X  =  ffie,  — ofj'eg  — Cg'ea— tt4'«4 
auf  die  Form 

gebracht  werden  kann,  so  stellt  sie  eine  ebensolche  Punktgrnppe 
dar  wie  (4).  „Hiernach  können  fünf  Punkte  im  gewöhnlichen  Räume 
nur  auf  zwei  verschiedene  Arten  eine  Gruppe  bilden^^ 

Entweder  nämlich  sind  sie  die  Ecken  eines  aus  zwei  Tetraedern 
(1234,  5234)  zusammengesetzten  Hexaeders,  oder  vier  von  ihnen 
(1245)  bilden  ein  Tetraeder,  welches  den  fünften  (3)  umschliesst 
Ein  Grenzfall  entsteht,  wenn  vier  Punkte  in  einer  Ebene  liegen. 

4.    Gebiet  des  vierdimensionalen  Raumes.  —  Sei 

(6)    X  ^  aie^+a^e^  +  a^e^+a^e^+d^e^   (ai  +  a8+«3+«4  +  «i  "»  1) 

1)  Kein  Factor  negativ.  Man  findet  analog  wie  oben,  dass 
X  in  dem  Fünfzeil  liegt,  dessen  Ecken  e^,  «g,  «3,  «4,  «5  sind,  und  auf 
der  positiven  Seite  der  fünf  Räume 

(e^e^e^e^),    («2636465),     (e^e^e^e^),    (64e5«i««)5    («6«i«i«s) 

2)  Ein  Factor  negativ,  z.  B. 

«1  =  -  «1' 
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(Fünf  Fälle).  Dann  liegt  x  ausserhalb  des  Fflnfasells  (6162^30465) 
ond  zwar  jenseit  des  Raumes  (e^e^e^et)^  welcher  der  Ecke  mit  nega- 
tivem Factor  (e^)  gegenüberliegt,  oder  anf  der  negativen  Seite  des 
Raomes  («2636465),  anf  der  positiven  der  vier  übrigen  Ränme. 

Die  Gleichung 

(7)     a?«  — ai'6j+aj6j+a363  +  «464+a565 

ist  nicht  auf  (6)  reducirbar,  und  stellt  daher  eine  neue  Punkt- 
gruppe dar. 

3)  Zwei  Factoren  negativ,  z.  B. 

«1  •=  —  «iS      «2 «2' 

(Zehn  Fälle).  Dann  liegt  x  wieder  ausserhalb  des  Fanfzells,  und 
zwar  jenseit  der  Ebene  (636465),  welche  der  Verbindungslinie  der 
mit  negativen  Factoren  versehenen  Punkte  (e^,  e^)  gegenüberliegt, 
oder  anf  der  negativen  Seite  der  Ebene  (636465),  auf  der  positiven 
Seite  von  jeder  der  neun  übrigen  Ebenen. 

Die  Gleichung 

(8)    aj  —  -  ai'6j  —  a,'6j  +  a363-fa4  64+0565 

lasst  sich  auf  keine  der  Formen  (6)  und  (7)  reduciren  und  stellt 
daher  eine  neue  Pnnktgruppe  dar. 

Bestimmt  man  aus  Gleichung  (8)  einen  der  Punkte  6^,  .  .  .  65, 
so  findet  sich  rechts  stets  dieselbe  Combination  der  Vorzeichen, 
nämlich  dreimal  +  <ii^d  zweimal  — .  Man  schliesst  daraus,  dass  bei 
dieser  Gruppirung  jeder  der  6  Punkte  in  gleicher  Lage  zu  dem  von 
den  fünf  übrigen  gebildeten  Fünfzell  sich  befindet. 

4)  Drei  Factoren  negativ,  z.  B. 

flfj  «.  —  »3',      «4  —  —  «4*,     a^  —  — .  a^' 

(Zehn  Fälle).  Der  Punkt  x  liegt  jetzt  jenseit  der  Geraden  (616^), 
die  der  Ebene  der  mit  negativen  Factoren  versehenen  Punkte  (636465) 
gegenüberliegt. 

Die  Gleichung 
kann  auf  die  Form 

«1«!  ==  — «2«2  +  «  +  «8'«8  +  «4'«4+«ö'«6 
Areh.  d  Math.  n.  Physik  2.  Beiho,  T.  X.  1^ 
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gebracht  werden  und  stellt  daher  eine  eben  solche  Panktgrappe  dar 
wie  (7). 

Bestimmt  man  aus  (7)  einen  der  Punkte  a^,  a^^  a^,  a^,  so  nimmt 
derselbe  zu  den  übrigen  dieselbe  Lage  ein  wie  im  Falle  4)  der 
Punkt  X,  Es  haben  demnach  in  der  durch  die  Fälle  2)  und  4) 
gleichzeitig  dargestellten  Gruppirung  der  sechs  Punkte  zwei  Punkte 
die  Eigenschaft,  dass  jeder  von  ihnen  auf  der  negativen  Seite  eines 
das  Fünfzell  der  fünf  übrigen  begrenzenden  Tetraeder  liegt,  uud 
vier  Punkte  haben  die  Eigenschaft,  dass  jeder  von  ihnen  jenseit 
einer  Kante  jenes  Fünfzells  liegt. 

5)  Vier  Factoren  negativ,  z.  B. 

«2  •"  -  «,',    cf,  =-  -  «s',    «4  =  —  «4'»    «6  =  —  «*' 

Der  Punkt  x  liegt  jetzt  jenseit  der  Ecke  («1),  welche  dem  Tetraeder 
der  mit  negativen  Factoren  versehenen  Punkte  (e^e^e^e^)  gegen- 
überliegt. 

Die  Gleichung 

kann  auf  die  Form 

aj  61  «=■  a;  +  «2'  «2  +  «3'  «3  +  «4'  ^4  "h  '"^s'  ^5 

gebracht  werden  und  stellt  daher  eine  eben  solche  Punkt^ruppe  dar 
wie  (6). 

„Hiernach  können  sechs  Punkte  im  vierdimensionalen  Räume 
„auf  drei  verschiedene  Arten  eine  Gruppe  bilden". 

Entweder  nämlich  (Fall  3)  sind  alle  sechs  die  Ecken  eines  aus 
zwei  Fünfzellen  (12345),  (62345)  zusammengesetzten  Achtzells  (wobei 
das  beiden  Fünfzellen  gemeinsame  Tetraeder  (2345)  in  das  Innere 
des  zusammengesetzten  Körpers  fällt,  sodass  zur  äusseren  Begren- 
zung jedes  der  beiden  Fünfzelle  nur  vier  Tetraeder  liefert). 

Oder  (Fall  2  und  4)  zwei  Punkto  (5,  6)  liegen  auf  entgegen- 
gesetzten Seiten  des  durch  die  vier  übrigen  bestimmten  dreidimen- 
sionalen Raumes  (oder,  anders  ausgedrückt,  auf  entgegengesetzten 
Seiten  des  von  den  vier  übrigen  gebildeten  Tetraeders  (1234). 

Oder  fünf  von  ihnen  bilden  ein  Fünfzell  (12346),  welches  den 
sechsten  (5)  umschliesst.    (Fall  1  und  5). 

5.    Gebiet  des  n-dimensionalen  Raumes.  —  Sei 
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(9)     »-«!«,+  ...  +a«+l«H+l         (ff,+  .  .  .  +«»+1  -  1) 

1)  Kein  Factor  negativ.  —  Der  Punkt  x  liegt  in  dem  durch 
die  (n+1)  Pnnkte  c„  .  .  .  «n+i  als  Ecken  bestimmten  n-dimeu: 
sionalen  Tetraeder  (oder  n-dehnigen  (n-f  1)-Eck  *) ).  Anzahl  der  Fälle 

(n+l)(«fi)-l 

n  Factoren  negativ.  —  Der  Punkt  x  liegt  jenseit  der  Ecke 
(oder  des  0-dehnigen  l-Ecks),  welche  dem  negativen  («—  l)-dehnigen 
n-Eck  gegenüberliegt.    Anzahl  der  Fälle 

(n  +  l)-i-n+l 

2)  Ein  Factor  negativ.  —  Der  Punkt  x  liegt  jenseit  des 
(n  —  l)-dehnigen  n-Ecks,  welches  der  durch  den  negativen  Punkt 
dargestellten  Ecke  gegenüberliegt.    Anzahl  der  Fälle 

(n  +  l)-~-(»+l)-^-n+l 

(n— 1)  Factoren  negativ.  —  Der  Punkt  x  liegt  jenseit  der 
Kante  (oder  des  1-dchnigen  Zweiecks),  welche  dem  negativen  (n-2)- 
dehnigen  (7i-l)-Eck  gegenüberliegt.    Anzahl  der  Fälle 

(n  +  1)-« 

3)  Zwei  Factoren  negativ.  —  Der  Punkt  x  liegt  jenseit 
des  (n  —  2)-dehnigen  (n — 1)-Ecks,  welches  der  durch  die  negativen 
Punkte  bestimmten  Kante  (1-dehnigem  Zweieck)  gegenüberliegt.  An- 
zahl der  Fälle 

(n  +  l)-(~-i)  «(n  +  l)-» 

(n — 2)  Factoren  negativ.  Der  Punkt  o;  liegt  jenseit  der 
Fläche  (oder  des  2-dehnigen  Dreiecks),  welche  dem  negativen  (n— 3)- 
dehnigen  (n--2)-Eck  gegenüberliegt.    Anzahl  der  Fälle 

(«+!)•' 
Allgemein: 

„Sind  in  dem  Ausdruck   (9)   r  Factoren  negativ,  so   liegt   der 

9,Pnnkt  X  jenseit  des  (n — r)-dehnigen  (n  —  r-|- 1)-Ecks,  welches  dem 

„negativen  (r  — l)-dehnigen  r-Eck  gegenüberliegt.    Die  Anzahl  aller 

„Fälle  ist 

(n+l)-(—^+i)  =  (»+!)•' 


1)  Die  erste  dieser  Bezaichnnngen  habe  ich  io  der  „Theorie  der  homogen 
snsBmmeogesetsten  Raumgebilde^  (Nova  Acta  Aead.  Leop.  Carol.  Bd.  44. 
Nr*  4.     S.  452)  eingeführt,  die  zweite  rührt  von  Hrn.  Hoppe  her. 

19» 
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„Eine  Panktgnippe  von  gleicher  Beschaffenheit  'mit  der  eben 
„erwähnten  entsteht,  wenn  man  (n  —  r)  Factoren  negativ  setzt". 

Aas  den  vorstehenden  Betrachtangen  folgt  weiter: 

„Die  Gesamtzahl   der  verschiedenen  Grnppen,    welche   (n-|-2) 

„Pnnkte  im  n-dimensionalen  Räume  bilden  können,  ist  ~^,   wenn 

n+2  n 

„n  angerade,   and  -y~  oder.^+l,  wenn  n  gerade  ist". 

In  jedem  Ranme  mit  gerader  Dimensionenzahl  (n)  giebt  es  eine 
Grnppirang  von  (n+2)  Punkten,  die  so  beschaffen  ist,  dass  die  Lage 
eines  Punktes  zur  Gruppe  der  übrigen  für  alle  Punkte  die  gleiche 
ist.    Diese  Gruppe  ist  dadurch  charakterisirt,  dass  jeder  Punkt  aus 

den  übrigen  mittelst  negativer  Factoren  in  der  Anzahl  -  und  posi- 

tiver  in  der  Anzahl  (ö*t~l)  abgeleitet  werden  kann. 

Im  Gebiete  der  Ebene  sind  es  die  Ecken  eines  gewöhnlichen 
Vierecks,  welche  eine  solche  Gruppe  bilden.  Wir  nennen  diese 
Gruppe  eine  homogen  geordnete. 


2.    Uebergünge  einer  aas  (n-\-l)  Punkten  bestehenden  Gruppe 

[n-dehniges  (n-|~'l)~^<^^]  ^^^  ^®™  n-dimensionalen  in  den  {n — 1)- 

dimenslonalen  Raum. 

6.  Aus  (7t-|-l)  Punkten,  dio  nicht  in  einem  Räume  mit  ge- 
ringerer Dimensionenzahl  liegen,  lässt  sich  im  n-dimensionalen  Räume 
nur  eine  Art  von  Punktgruppen  bilden.  Eine  solche  Gruppe  soll 
Fundamen talgruppe  genannt  werden.  Sie  ist  stets  homogen 
geordnet  und  bildet  ein  System  von  Fundamentalpunkten,  durch 
welche  alle  Punkte  ihres  Raumes  mittelst  reeller  Factoren  bestimmt 
werden  können.  Diese  Pnnkte  sind  z.  6.  die  Eckpunkte  einer  Strecke 
im  Gebiete  der  Geraden,  eines  Dreiecks  im  Gebiete  der  Ebene, 
eines  Tetraeders  im  gewöhnlichen,  eines  Fünfzells  im  vierdimensio- 
nalen  Räume, 

Geht  eine  solche  Fundamentalgruppe  durch  Verschiebung  ihrer 
Punkte  oder  durch  Projection  in  den  (n  — l)-dimensionalen  Raum 
über,  so  entsteht  eine  der  im  vorigen  Abschnitte  betrachteten  Grup- 
pen. Und  zwar  lassen  sich  durch  Verfolgung  solcher  Uebergänge 
die  verschiedenen  Arten  von  Punktgruppen  ebenso  auf  rein  geome- 
trischem Wege  finden,   wie  im  vorigen  Abschnitt  auf  rechnerischem. 
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Hierbei  erscheioen  die  neuen  Pnnktgruppen  als  specielle  Fälle  der 
Fnndamentalgrappen,  was  für  die  Ausdehnung  von  Sätzen  und  Auf- 
gaben aber  Fundamentalgruppen  auf  eine  einen  Punkt  mehr  ent- 
haltende Gruppe  von  Wichtigkeit  ist.  So  folgen  z.  B.  aus  Sätzen 
Qber  das  Tetraeder,  welche  den  Dreieckssätzen  analog  sind,  solche 
aber  verschiedene  Arten  des  ebenen  Vierecks.  ^  Ausserdem  erken- 
nen vdr  in  den  neuen  Gruppen  die  verschiedenen  möglichen  Ab- 
bildungen der  Fundamentalgruppen  auf  das  Gebiet  nächst  niederer 
Dimensionenzahl. 

Wir  stellen  im  Folgenden  diese  Uebergänge  zusammen. 

7.  n  —  2.  Uebergang  des  Dreiecks  in  die  Gorade.  — 
Dieser  Uebergang  kann  nur  so  bewerkstelligt  werden,  dass  einer  der 
drei  Eckpunkte  in  die  durch  die  beiden  andern  bestimmte  Gerade 
rückt    (Nr.  1.  des  vorigen  Abschnitts). 

j»  «  3.  Uebergang  des  Tetraeders  in  die  Ebe^ne.  — 
1)  Ein  Punkt  rückt  in  die  durch  die  drei  anderen  bestimmte  Drei- 
ecksfläche. —  2)  Eine  Kante  rückt  vor,  bis  sie  die  gegenüberliegende 
in  einem  Punkte  schneidet.  In  diesem  Falle  cutsteht  das  gewöhn- 
liche (concave)  Viereck.    (Nr.  2). 

n  »  4.  Uebergang  des  Fünfzells  in  den  dreidimen- 
sionalen Raum.  —  Ein  Punkt  (Fig.  1.  Punkt  3)  rückt  in  das 
Innere  des  durch  die  vier  anderen  (1.  2.  4.  5.)  bestimmten  Te- 
traeders. —  2)  Eine  Kante  (1.  5)  rückt  vor,  bis  sie  die  gegenüber- 
liegende Dreiecksfläche  (2.  3.  4.)  in  einem  Punkte  schneidet.  lu 
diesem  Falle  entsteht  das  aus  zwei  Tetraedern  gebildete  Hexaeder. 
(Nr.  3). 

Allgemein : 

„Uebergang  des  ?»-dehnigen  (»•4-l)-Ecks  in  den  (n— l)-dimen- 
„sionalen  Raum'S  —  1)  Ein  Punkt  rückt  in  das  durch  die  n  übrigen 
bestimmte  (n — l)-dehnige  n-Eck.  —  2)  Eine  Strecke  (Kante)  schneidet 
das  durch  die  (n  —  1)  übrigen  Punkte  bestimmte  (n— 2)-dehnige 
(n  — 1)-Eck  in  einem  Punkte.  --  3)  Ein  (begrenzendes)  Dreieck 
schneidet  das  durch  die  (n  —  2)  übrigen  Punkte  bestimmte  (n  —  3)- 
dehnige  (n  —  2)-Eck  in  einem  Punkte. 

Allgemein : 

„Ein  (r — l)-dehniges  r-Eck  schneidet  das  durch  die  übrigen 
„(»  — r+1)  Punkte  bestimmte  (n  -  r)-dehnige  (» -r-f-l)-Eck  iu 
„einem  Punkte.  —  Denn  die  Stufenzahl  des  Gebietes,  welches  zwei 
Gebieten  von  (r— l)terund(t»— r)ter  Stufe  im  Hauptgebicile  (n— l)ter 
Stufe  gemeinsam  ist,  beträgt 
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(r  +  l)  +  (n-r)-(n-l)-0 
(S.  z.  B.  GrassmaDn,  AusdohDungslehre  II.  S.  62.  Nr.  95). 

Ist  71  gerade,  so  giebt  es  ^  solcher  Uebergänge;  ist  n  nogerade, 

n+1 

~^-.    Diese  Zahlen  gehen  in  die  in  Nr.  5.  ermittelten  über,  wena 

man  darin  die  Aenderang  von  n  in  (n-|-l)  vornimmt,  welche  nötig 
ist,  um  aus  der  Gruppe  von  (/*+!)  Punkten  im  (n  — 1)  dimensio- 
nalen  Räume,  welche  hier  behandelt  ist,  die  von  (n4-2)  Punkten 
im  n-dimensionalen  Räume  zu  machen,  von  welcher  in  Nr.  5.  die 
Rede  war. 


3.    Gruppen  von  beliebig  vielen  Punkten  im  n-dimenslonalen 

Räume. 

8.  Da  die  Fundamentalgruppe  eines  n-dimensionalen  Raumee 
aus  (n+1)  Punkten  besteht,  so  sind  (n-f-1)  Punkte  stets  auch  in 
einem  Räume  von  mehr  als  n  Dimensionen  denkbar.  Hingegen  sind 
besondere  Lagen  der  Punkte  erforderlich,  damit  dieselben  in  einem 
Räume  mit  geringerer  Dimensionenzahl  enthalten  seien.  Eine  der- 
artig specielle  Punktgruppe  kann  z.  B.,  wie  im  vorigen  Abschnitte 
gezeigt  wurde,  durch  Projection  der  Fundamen talgruppe  in  den 
(n— l)-dimensionaien  Raum  hergestellt  werden.  Durch  Fortsetzung 
dieses  Projectionsverfahrens  kann  die  gegebene  Punktgruppe  in  jedem 
Räume  mit  niedrigerer  Dimensionenzahl  zur  Darstellung  gelangen. 
Umgekehrt  kann  jede  in  einem  «-dimensionalen  Räume  gegebene 
Gruppe  von  r  Punkten  als  (r  -  «  -  l)-fache  Projection  einer  im  (r— 1)- 
dimensionalen  Räume  vorhandenen  Fundamentalgruppe  betrachtet 
werden. 

Um  nun  die  Frage  zu  beantworten,  wieviel  verschiedene 
Arten  von  Gruppen  r  Punkte  im  «-dimensionalen  Räume  bilden  kön- 
nen, könnte  man  versuchen,  unter  Fortsetzung  des  im  vorigen  Ab- 
schnitt beschriebenen  Verfahrens  die  Anzahl  der  Uebergänge  fest- 
zustellen, welche  bei  jeder  neuen  Projection  der  ursprünglichen 
Fundamentalgruppe  stattfinden  können,  und  man  würde  nach  (r— «— 1) 
derartigen  Bestimmungen  die  Anzahl  der  im  «-dimensionalen  Räume 
möglichen  Gruppen  übersehen  können.  Man  wird  jedoch,  wie  aus 
einfachen  Beispielen  sich  leicht  erkennen  lässt,  vielfach  von  ver- 
schiedenen Gruppen  eines  Gebietes  aus  zu  derselben  Gruppe  des 
nächst  meieren  Grebietes  gelangen.  So  führen  z.  B.  die  2  Gruppen 
von  5  Punkten  im  gewöhnlichen  Räume  auf  dieselbe  Punktgmppe 
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in  der  Ebene.  (S.  dio  Figur  1.,  welche  sowol  die  Projection  des 
Doppeltetraedcrs  (1234,  5234),  wie  diejenige  des  Tetraeders  (1245) 
mit  eingeschlossenem  Punkte  (3)  darstellt).  Auf  dieses  Verfahren 
lässt  sich  also  eine  sichere  Zählung  der  verschiedenen  Gruppen  nicht 
gründen. 

Statt  dessen  kann  man  nun  zuerst  die  Aufgabe  lösen,  die  Be- 
schaffenheit einer  einzelnen  Gruppe,  welche  r  gegebene  Punkte 
bilden,  festzustellen. 

Aus  dem  Abschnitt  2.  ist  bereits  zu  erkennen,  wie  sich  die  ver- 
schiedenen Gruppen,  welche  von  einer  bestimmten  Anzahl  von  Punkten 
gebildet  werden  können,  von  einander  unterscheiden.  Man  kann 
nämlich  zuerst  eine  gewisse  Anzahl  von  Punkten  so  weit  mit  ein- 
ander verbinden,  dass  sie  die  Ecken  eines  concaven  Polygons ')  (für 
8  »  2),  Polyeders  (für  «  »  3)  oder  eines  analogen  mehrdimensionalen 
Gebildes  sind,  welches  alle  übrigen  Punkte  umschliesst.  Diese  übrig 
bleibende  Gruppe  wird  in  derselben  Weise  behandelt,  und  dies  Ver- 
fahren wiederholt,  bis  entweder  alle  Punkte  erschöpft  sind,  oder 
eine  Gruppe  von  weniger  als  (s  +  l)  Punkten  übrig  bleibt.  Diese 
Eestgruppe  wird  stets  als  Fundamontalgruppe  eines  Raumes  mit 
weniger  als  a  Dimensionen  betrachtet  werden  können  und  als  solche 
nur  noch  zu  weiterer  Einteilung  der  in  ihr  vorhandenen  Punkte  zu 
benutzen  sein.    Man  bemerkt  übrigens,   dass  alle   so  entstandenen 

Gruppen  homogen  geordnet  sind. 

■ 

Es  lässt  sich  nun  zunächst  zeigen,  dass  r  beliebig  gegebene 
Punkte  im  «-dimensionalen  Räume  stets  nur  auf  eine  einzige  Art  in 
der  eben  beschriebenen  Weise  zu  einer  Gruppe  zusammengefasst 
werden  können,  welche  durch  die  Anzahlen  der  in  den  aufeinander 
folgenden  Schichten  befindlichen  Punkte  vollständig  charakterisirt  ist. 

Wir  wollen  diese  Betrachtung  der  Reihe  nach  für  die  ersten 
Gebiete  durchführen. 

Gebiet  der  Geraden.  —  Sei  eine  beliebige  Anzahl  von 
Punkten  in  der  Reihenfolge  -4i,  A^^  A^  ,  .  .  Ar  gegeben.  Dann 
umschliesst  von  den  Strecken  A^Ar^  A^Ay-i,  ^3>4r-2,  .  .  .  eine  jede 
alle  folgenden.  Jenachdem  r  gerade  oder  ungerade  ist,  bleibt  im 
Innern  kein  oder  ein  Punkt  unverbundon  übrig.  Hienach  giebt  es  auf 
der  Geraden  2  Gruppirungen  beliebig  vieler  Punkte,  und  diese 
Gruppirungen  hangen  nur  von  der  Anzahl  der  Punkte  ab.    Dio  An- 


1)  D.  b.  eines  Polygons  mit  lauter  concaven  Innenwinkeln. 
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zahl  aller  Strecken  ist  ^  oder  — 0— ,  jenachdem  r  gerade  oder  un- 
gerade ist  Die  Eindentigkeit  des  Verfahrens  der  Zusammenfassung 
der  Punkte  liegt  auf  der  Hand.  Einer  gegebenen  Zahl  r  entspricht 
also  nur  eine  einzige  Gruppirung  von  Punkten. 

Gebiet  der  Ebene.  —  Seien  r  Punkte  in  beliebiger  Lage  ge- 
geben. Dann  kann  man  stets  aus  den  aussen  liegenden  Punkten 
als  Ecken  ein  und  nur  ein  concaves  Polygon  bilden,  welches  alle 
übrigen  Punkte  umschliesst  Denn  wählen  wir  zunächst,  was  immer 
möglich  ist,  zwei  aussen  gelegene  Punkte  ^^j,  A^^  so,  dass  alle 
übrigen  Punkte  auf  derselben  Seite  der  Geraden  A^^A^^  liegen  (einige 
auch  vielleicht  noch  auf  dieser  Geraden  selbst) ,  so  kann  vx>n  A^^ 
aus  nur  nach  einem  Punkte  ^13  eine  Gerade  so  gezogen  werden, 
dass  alle  übrigen  Punkte  auf  der  concaven  Seite  des  Winkels 
A^^  Ai2  ^13  liegen  (abgesehen  von  denen,  <^ie  etwa  noch  auf  der  Ge- 
raden ^igilis  liegen).  Ebenso  lässt  sich  unter  derselben  Bedingung 
von  i4|3  nur  nach  einem  Punkte  ^4^4  eine  Gerade  ziehen.  Setzt 
man  dieses  Verfahren  fort,  so  gelangt  man  schliesslich  von  einem 
Punkte  A^ri  zu  dem  Punkte  A^  zurück  und  hat  so  von  der  ge- 
samten Punktgruppe  ein  concaves  Punktpolygon  abgelöst,  welches 
alle  übrigen  Punkte  umschliesst.  Die  Zahl  der  Punkte  dieses  Poly- 
gons sei  c^,  wobei  es  keinen  Unterschied  macht,  ob  alle  Punkte 
Eckpunkte  des  Polygons  sind,  oder  eine  Anzahl  derselben  auf  den 
Seiten  liegt,  da  im  letzteren  Falle  nur  eine  Anzahl  von  Winkeln  des 
öj-Ecks  den  Wert  2R  hat. 

Auch  hier  leuchtet  die  Eindeutigkeit  des  Processes  der  Poly- 
gonbildung ein.  Namentlich  ist  es  gleichgiltig,  durch  welches  Punkte- 
par  die  zuerst  beschriebene  Linie  gelegt  wird. 

Auf  dieselbe  Weise  sondert  man  aus  den  übrigen  (r—a^)  Punkten 
ein  Polygon  A^Ai^ , .  ,  A^r^  aus,  welches  oj  Punkte  umfasst  u.  s.  w. 
Zuletzt  können  drei  Fälle  eintreten,  indem  innerhalb  des  letzten 
Polygons  0  oder  1  oder  2  Punkte  unverbunden  übrig  bleiben. 

Die  Anzahl  alier  möglichen  Gruppirungen  von  r  Punkten  in  der 
Ebene  erhält  man  hiernach  auf  folgende  Weise: 

„Man  zerlege  die  Zahlen  r,  /  —  1,  r—  2  auf  alle  möglichen  Arten 

„in  Summanden,  deren  jeder    __,  3  ist,   und   permutire  diese   Sum- 

„manden  auf  alle  möglichen  Arten.  Die  Gesamtzahl  aller  Permu- 
„tationsformen  ist  dann  die  gesuchte  Anzahr^ 
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Man  hat  z.  B.  für  r  »  8  folgende  Grappen: 

(8),    (5  +  3),    (3+5),    (4  +  4) 
(7)+l,    C4+3)  +  l,    (3  +  4)+l 
(6)  +  2,    (3+3)  +  2 

Hierbei  giebt  in  jeder  Klammer  die  erste  Zahl  die  Anzahl  der  Eck- 
punkte des  äusseren,  die  zweite  diejenige  der  Eckpunkte  des  inneren 
derjenigen  beiden  Polygone  an,  welche  aus  den  gegebenen  Punkten 
auf  die  oben  beschriebene  Weise  gebildet  werden  können.  Die 
ausserhalb  der  Klammern  stehenden  Zahlen  aber  geben  die  Anzahl 
der  im  Innern  dos  zweiten  Polygons  unverbunden  bleibenden  Punkte 
an.  —  Fig.  3.  zeigt  die  acht  Punktgruppen  in  der  obigen  Reihen- 
folge. 

Wenn  also  beispielsweise  acht  Körpe^r  (Würfel,  Steinchon  oder 
dergl.)  auf  eine  horizontale  Tafel  geworfen  werden,  so  wird  die  zu- 
fällig hervorgebrachte  Stellung  derselben  stets  eine  der  oben  auf- 
gezählten sein.  Nur  müssen  auch  mehr  als  2  Punkte  auf  einer 
Polygonseite  als  Polygonecken  gezählt  werden. 

Gebiet  des  Raumes.  —  Sind  r  Punkte  in  beliebiger  Lage 
gegeben,  so  wählen  wir,  was  immer  möglich  ist,  drei  aussen  ge- 
legene Punkte  ^11,  ^129  ^13  so,  dass  alle  übrigen  Punkte  auf  der- 
selben Seite  der  Ebene  ^1,^12^13  liegen,  einige  auch  vielleicht  noch 
in  dieser  Ebene  selbst.  Es  entsteht  dann  im  ersten  Falle  das  Drei- 
eck ^]i^i2^]3,  im  zweiten  aber  lässt  sich  nach  dem  vorhin  be- 
schriebenen Verfahren  durch  die  äusseren  ^Punkte  ein  concaves 
Polygon  legen,  welches  alle  übrigen  in  dieser  Ebene  befindlichen 
Punkte  nmschliesst,  und  unter  ausschliesslicher  Benutzung  dieser 
Punkte  als  Ecken  in  Dreiecke  zerlegt  werden  kann.  Durch  jede 
Kante  des  Dreiecks  oder  dieses  Polygons  lässt  sich  jetzt  nur  eine 
Ebene  so  legen,  dass  einer  (oder  mehrere)  der  übrigen  Punkte  in 
dieser  Ebene  liegt,  alle  übrigen  aber  auf  der  concaven  Seite  des 
von  der  Ebene  ^n^n^is  ^^^  ^^^  neuen  Ebene  gebildeten  Raum- 
winkels. In  jeder  dieser  Ebenen  lässt  sich  jetzt  wieder  ein  concaves 
Polygon  construiren,  welches  alle  übrigen  in  dieser  Ebene  liegenden 
Punkte  entweder  einschliesst  oder  in  seinem  Umfange  enthält.  Durch 
Fortsetzung  dieses  wieder  durchaus  eindeutigen  Verfahrens  erhält 
man  schliesslich  ein  von  lauter  Dreiecken  begrenztes  concaves  Po- 
lyeder, dessen  Ecken  Punkte  aus  der  gegebenen  Menge  sind,  während 
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alle  übrigen  Punkte  im  Innern  desselben  liegen.  Dabei  kann  jede 
Kante  der  äusseren  Begrenzung  mehrere  Punkte  enthalten  und  jede 
Fläche  aus  mehreren  Dreiecken  bestehen.  Die  Zahl  aller  dieser 
auf  der  Begrenzungsfläche  des  Polyeders  liegenden  Punkte  sei  a^. 

Man  wird  dann  in  derselben  Weise  aus  den  äusseren  Punkten 
der  in  das  erste  Polyeder  eingeschlossenen  Gruppe  ein  zweites  bil- 
den ,  dessen  Puuktezahl  «2  ^^i  9  u-  s-  ^*  Zuletzt  werden  dann  ini 
Innern  0,  1,  2  oder  3  Punkte  übrig  bleiben. 

Die  Anzahl  aller  möglichen  Gruppirungen  von  r  Punkten  im 
Räume  erhält  man  hiernach  auf  folgende  Weise : 

„Man  zerlege  die  Zahlen  r,  r  — 1,  r  — 2,  r  — 3  auf  alle  mög- 

„lichen  Arten  in  Summanden,  deren  jeder  ^4  ist,   und  permutire 

„diese  Summanden  auf  alle  möglichen  Arten.  Die  Gesamtzahl  aller 
,,Permutationen  ist  dann  die  gesuchte  Anzah^^ 

Für  r  «•  8  ergeben  siph  z.  B.  die  Gruppen : 

(8),    (4  +  4),    (7)  +  l,    (6)  +  2,    (5)  +  3 

Aus  diesen  Gruppen  lassen  sich  der  Reihe  nach  z.  B.  bilden: 

Ein  Hexaeder,  ein  Tetraeder,  welches  ein  zweites  Tetraeder 
nmschliesst,  eine  doppelte  fünfseitige  Pyramide  mit  eingeschlossenem 
Punkt,  eine  doppelte  vierseitige  Pyramide  mit  eingeschlossenem 
Punktepar,  eine  doppelte  dreiseitige  Pyramide  mit  eingeschlossenem 
Punktetripcl. 

Gebiet  von  n  Dimensionen.  —  Die  Zerlegung  einer  ge- 
gebenen Gruppe  von  r  Punkten  liefert  hier)  offenbar  eine  Reihe 
n-dimensionaler  Körper,  jeder  begrenzt  von  einer  Anzahl  (n  — 1)- 
dehniger  n-£cke.  Jeder  dieser  Körper  umschliesst  alle  folgenden. 
Im  Innern  bleiben  0,  1,  2,  ...  n  Punkte  übrig.  Zur  Berechnung 
der  Anzahl  aller  möglichen  Gruppirungen  von  r  gegebenen  Punkten 
dient  die  Regel: 

„Man  zerlege  die  Zahlen   r,   r  — 1,  r  — 2,   ...r  — «    auf  alle 

,möglichen  Arten  in  Summanden,  deren  jeder  «»  n-fl  ist,  und  per- 

„mutiro  diese  Summanden  auf  alle  möglichen  Arten.  Die  Gesamt- 
„zahl  aller  Permntationen  ist  die  gesuchte  Anzahl^^ 

Da  r  Punkte  im  Räume  von  r— 1  Dimensionen  eine  Funda- 
mentalgruppe bilden  (vorausgesetzt,  dass  sie  in  keinem  Räume  mit 
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geringerer  DimensioneDzahl  enthalten  sind),  und  durch  (r— n— -1) 
auf  einander  folgende  Projectionen  im  n-dimensionaien  Räume  ab- 
gebildet werden  können,  so  giebt  die  im  letzten  Satze  ermittelte 
Zahl  gleichzeitig  an,  auf  wie  viele  wesentlich  verschiedenen  Arten 
eine  Fundamentalgruppe  in  einen  Baum  mit  geringerer  Dimensionen- 
zahl projidrt  werden  kann. 

Auch  sieht  man,  dass  in  der  Tat,  wie  schon  im  Eingang  be- 
merkt, jede  beliebige  Gruppe  von  r  Punkten  in  einem  Räume  mit 
71  Dimensionen  als  Projectionsgebilde  einer  Fundamentalgruppe  des 
(r  — l)-dimensionaIen  Raumes  angesehen  werden  kann. 

Hagen  i/W. 
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XV. 

Ueber  die  einem  Dreicke  ein-  und 
angeschriebenen  Kreise  und  Kegelschnitte. 

Von 

Andr.  MQIIer. 


Die  folgenden  Untersuchangou  bilden  die  Fortsetzung  und  Er- 
weiterung der  früher  in  dieser  Zeitschrift  von  mir  veröffentlichten 
Abhandlungen:  „üeber  den  Brocard'schen  Kreis  etc."'),  und  es 
sollen  die  dort  zur  Verwendung  gekommenen  und  barycentrisch 
aufgeführten  Formeln  nunmehr  in  barycentralem  Sinne  gedeutet 
werden  *).    Während  nämlich  dort  drei  Punkte 

A'  =  rA+8B  +  tC 
B*  =  sA+tB+rC 
C'  =  tA+rB+8C 

durch  ihre  Coordinaten  r,  «,  <  als  gegeben  betrachtet  werden, 
und  diese  Grössen  die  Abstände  der  Punkte  A\  B\  C  von  den  be- 
treffenden Seiten  des  Fundamentaldreiecks,  dividirt  durch  die  bezügl. 
Höhen  des  Dreiecks  darstellten,  sollen  nunmehr  drei  Gerade  be- 
trachtet werden,  welche  durch  die  Identitäten  bestimmt  sind 


1)  S.  3«  R.  T.  VIII.  S.  337  ff.  und  2*  B,  T.  IX.  S.  US  ff.  dieser  Zeit- 
schrift 

2)  Die  Anregung  zar  Fortführung  jener  Untersuchungen  in  dem  ange- 
gebenen Sinne  erhielt  ich  von  Herrn  üniversit&tsprofessor  Dr.  Brill  in  Tü- 
bingen, wofür  ich  ihn  hiemit  meinen  wärmsten  Dank  darbringe. 
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B^C  =  rBC-^sCÄ  +  iAB 
CA'  =8BC+tCA  +  rAB 
A'B*  =  tBC^rCA+sAB 

und  fflr  welche  die  Grössen  r,  «,  t  die  Verhältnisse  der  Entfernnngen 
der  Ecken  des  Fundamentaldreiecks  von  den  durch  sie  gegebenen 
Geraden  darstellen,  sodass  also  beispielsweise  pr,  p«,  Qt  die  Längen 
der  von  il,  B^  C  auf  B'C  etc.  bzbw.  gefällten  Senkrechten  sind, 
wenn  man  unter  t»  irgend  eine  Constante  versteht 

Ziehen  wir  nun  drei  weitere  Gerade  in  den  Kreis  unserer  Be- 
trachtung, welche  durch  die  Ecken  des  Fundamentaldreiecks  gehen 
und  die  gegenüber  stehenden  Dreiecksseiten  in  den  Punkten  L,  3f, 
N  schneiden  und  welche  da  bestimmt  sind  durch  die  Ausdrücke 

AL=pCA+qAB 
BM  =  pAB+qBC 
CN  =  pBC+qCA 

so  teilen  diese  Geraden  die  Seiten  des  Fundamentaldreiecks  äusser- 
lich  im  Verhältniss  von  p :  9,  denn  die  Schnittpunkte  sind  bestimmt 
durch  die  Relationen: 

L^qB'-pC 

M^'-pA+qC 

N=qA—pC 

Bestimmen  wir  nun  die  Coordinaten  der  Schnittpunkte  der  Geraden 
AI^  BM^  CN  mit  den  Geraden  B'C\  CA',  AB*  bzhw.,  so  erhalten 
wir  fQr  den  ersten  Schnittpunkt 

«1  :  x,  :  «8  =.  (pt^qs)  iqri—pr 
far  den  zweiten 

«1 :  0?,  :  «,  —  (-  pt)  :  (ps  — gr) :  qt 
fflr  den  dritten 

«1  :  ar,  :  «3  —  5«  :  (—/>«)  :  (pr  -  qt) 

Da  nun  aber  die  Determinante 

pi—qs,  qr,  —pr 

—pt^  p«  — gr,  qt 

qs,  —  jw,  pr  — 9« 

ist,  SO  liegen  die  Schnittpunkte  in  einer  Geraden. 


1)  BellaTitis:   Sposizione  dei    nnovi    metodi    di    geometria    analitica    95 
8.  4S  ff. 
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Bestimmt  man  die  Coordinaten  der  Schnittpankte  der  Geraden 
AL^  BM^  CN  mit  den  anderen  Seiten  des  Dreiecks  A'B'C  and 
bildet  die  betr.  Determinanten,  so  sind  diese  von  der  eben  betrach- 
teten nicht  wesentlich  verschieden  nnd  ans  dieser  durch  cyklische 
Yertanschang  der  Colonnen ,  bzhw.  Beihen  zu  erhalten,  so  dass  sich 
die  Sätze  ergeben: 

Wenn  man  die  Seiten  des  Fundamentaldreiecks  in  den  Punkten 
Ly  M,  iV  in  demselben  (beliebigen)  Yerhältniss  teilt  und  die  Teil- 
pnnkte  mit  den  gegenüber  stehenden  Ecken  verbindet,  so  liegen  je 
drei  Schnittpunkte 

1.  von  AL  mit  B'C\  BM  mit  C*A\  CN  mit  A*B' 

2.  von  AL  mit  CA',  BM  mit  A*B\  CN  mit  B'C 

3.  von  AL  mit  A'B\  BM  mit  B'C\  CN  mit  CA' 

in  gerader  Linie. 

Die  Coordinaten  der  drei  Geraden,  deren  jede  durch  drei  zu- 
sammengehörige Schnitte  auf  die  Seiten  des  Dreiecks  A*B*C*  geht, 
ergeben  sich  aus  den  betr.  Determinanten: 

1)  «1  :  wj  :  »3  «  r{ph-\-  qh--pqr)  lUp^r  +  qh—pqt) 

2)  u^  :  f/j  :  1*8  =  t(p^r  +  q^s  -  pqt)  :  Hp^t  +  q'^s  —  pqs) 

:  rip^s  +  q^t—pqr) 

3)  «1  :  Mg  :  Ms  «  '(p^  +  q^r—pqs)  :  r{p^s+q^t—pqr) 

:  t(p^r+q*a--pqt) 

Um  nun  an  das  Gesagte  weitere  Schlüsse  knüpfen  zu  können, 
transformiren  wir  die  Coordinaten  in  Bezug  auf  das  Dreiek  A'B'C. 

Da  wir  aber  für  die  Geraden  B'C\  C'A\  A*B'  die  Identitäten 

hatten 

B'C  =  rBC+sCA  +  tAB 

C'A'^sBC+tCA  +  rAB 

A'B'  =  tBC+rCA-^-xAB 

SO  ergiebt  sich,  falls  man 

r,    *,    t 

J  ^     Sy    t,     r 

t,     r,     9 
setzt, 


—  ra  +  sß+ty 
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A'  ^aA  +  ßB+yC 

B'  ^ßA  +  yB  +  aC 

C  =  yA  +  aB+ßC 
und  daraus 

A^iyß-  «»)  A'+(ay^  ß*)  B'  +  {aß  -  y^)C* 
oder 

A  =  rA'+MB'  +  tC' 

B  =  sA'  +  tB'  +  rC' 

C=tA'  +  rB'+8C* 

Diese  Formeln  lassen  erkennen,  dass  das  gegebene  Dreieck  ABC  zu 
dem  Dreieck  A'B'C  in  derselben  Beziehung  steht,  wie  das  (verall- 
gemeinerte) Brocard'sche  Dreieck  zum  Fundameutaldreieck,  so  dass 
also,  wenn  man 

setzt,  die  Punkte  A,  B,  C  in  Bezug  auf  das  Dreieck  ÄB'C*  die 
Brocard'schen  Punkte  (im  engeren  Sinne)  darstellen.  Construirt  man 
also  für  diesen  Fall  das  Dreieck  A'B*C\  so  hat  man  die  Aufgabe 
gelöst,  wenn  die  Brocard'schen  Punkte  gegeben  sind,  das  dazu  ge- 
hörige Fundameutaldreieck  zu  finden.  Da  aber  dann  der  Brocard- 
sehe  Kreis  für  A'B*C*  der  dem  gegebenen  Dreieck  ABC  umgeschrie- 
bene ist,  so  möge  die  Constrnction  des  Dreiecks  A' B'C\  wie  sie 
sich  ans  den  oben  für  Ä'C,  C'A\  A'B'  aufgestellten  Identitäten  er- 
gibt, hier  kurz  angeführt  werden. 

£s  seien  zu  diesem  Zwecke,  wie  früher,  die  Brocard'schen 
Punkte  in  Bezug  auf  das  Dreieck  ABC  mit  A^^  B^,  C^  bezeichnet 
und  es  seien  die  Schnittpunkte  der  Greraden  AA^^  ^^i^  AC^y  BA^ 
etc.  mit  den  Gegenseiten  des  Dreiecks  bzhw.  Aa^  Aß^  i4y,  Ba  etc., 
dann  ist  der  zu  Aa  reciproke  Punkt  A-.a  derjenige  auf  BC,  welcher 
von  C  ebenso  weit  absteht,  wie  A«  von  B,  Es  seien  ferner  die  zu 
A^a^  A-ß  etc.  harmonischen  Punkte  in  Bezug  auf  die  Eckpunkte 
des  Fundamentaldreiecks  A—a^  A^b  etc.,  und  die  den  Schnittpunkten 
der  Geraden  AG^y  BG^^  CG^  mit  den  Gegenseiten  des  Dreiecks  har- 
monisch zugeordneten  Punkte  Ga^  Gb,  Ge,  dann  erhält  man  für  die 
Schnittpunkte  der  Geraden  B'C  mit  den  Seiten  BC^  CA^  ^Ä  bzhw. 

Ga^b^B  —  c^C 
für  die  Schnittpunkte  von  CA'  mit  CA,  AB,  BC  bzhw. 
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A-h=      a^B  —  U^C 

endlich  für  die  Schnittpunkte  A'B*  mit  AB^  BC,  CA  bzhw. 

Ge    ==      a^A—b^B 
A^c  =      c^B  -  a^C 

Man  brancht  also,  um  für  den  gegebenen  Fall  das  Dreieck  A'B'C* 
zu  construiren,  nur  die  Eckpunkte  des  Dreiecks  ABC  mit  den  Punkten 
A^B^C^^^zM  verbinden,  zu  den  Schnittpunkten  dieser  mit  den  Gegen- 
seiten die  reciproken,  zu  diesen  endlich  die  harmonischen  Funkte  zu 
zeichnen,  wie  es  durch  die  erhaltenen  Formeln  angezeigt  ist,  um  je 
zwei  Punkte  der  Geraden  B*C*  etc.  zu  erhalten.  Die  Punkte  Ga^ 
Gh^  Gc  die,  wie  oben  gezeigt,  auch  auf  den  Seiten  des  Dreiecks 
A'B'C  liegen,  können  zur  Prüfung  der  Richtigkeit  der  Zeichnung 
verwertet  werden. 

Kehren  wir  nun  zur  Transformation  der  Coordinaten  zurück,  so 
erhalten  wir  aus  den  obigen  Formeln 

BC=uWC*-\-^C'A''\'yA!B' 

CA  =  ßB'C'  +  Y^'^'  +  ^^'^' 
AB  =  yB'C'  +  aC'A'+ßB'C* 
mithin 

AL  =  p(ßB'C'  +  yC'A''i-aA'B'  +  (yB'C'  +  aC'A'+ßA'B') 

BM=  {py+qa)B'C'  +{pa'^qß)C'A'  +(pß  +  qy)A'B' 
CN^(pa  +  qß)B'C'  +  (pß+qy)C'A'  +  (py  +  qa)A'B' 

Für  den  Schnittpunkt  der  Geraden  AL  mit  B'C  erhält  man  in  Be- 
zug auf  A*B'C'  als  Fundamentaldreieck 

arglos—  (pa  +  5ft  :  (— (py+<ya))  «  /  :  (— w) 
Für  den  Schnitt  von  BM  mit  C^A*  hat  man  ferner 

a*!  :ars  =  (— (p/3+gy)):(^y4-ga)  =-  {—n)  \  m 
Für  den  Schnittpunkt  von  CN  mit  A'B   endlich  findet  man 

xj  ciTa  «-  ipß+qy)  :(-  (pa+ö/?))  =«:  (— 0 
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Für  die  Coordinaten  uj,  u,,  v^  der  Geraden  aber,  welche  durch  diese 
drei  Schnittpunkte  geht,  hat  man: 

u^  i  u^  \  u^  ==*  Imi  mn  :  nl 

Die  Geraden  nun,  welche  man  für  die  verschiedenen  Werte  von 
jp  und  q  auf  die  angegebene  Weise  erhält,  umhüllen  einen  Kegel- 
schnitt, welcher  dem  Dreieck  A'B'C*  eingeschrieben  ist.  Soll  dieses 
der  Fall  sein,  so  müssen  die  Coordinaten  i»^,  u^,  »3  derselben  der 
Gleichung  genügen 

in  welcher/,  g  und  A  Constante  sind,  deren  Werte  durch  zwei  Ge- 
rade, welche  den  Kegelschnitt  umhüllen,  bestimmt  werden  können. 
Wählen  wir  hiezu  die  beiden  Geraden,  die  für  die  besonderen  Werte 

p  «  0    und  5  «=  0 

erhalten  werden,  also  die  Gerade,  welche  durch  die  Schnittpunkte 
BA  mit  B'C\  CB  mit  i4'C"  und -4C  mit  il'Ä',  und  diejenige,  welche 
durch  die  Schnittpunkte  von  CA  mit  B'C\  von  AB  mit  A*C*  und 
von  BC  mit  A'B*  geht,  so  hat  man  für  die  erste 

1*1 5  «1 :  «8  —  «/^  •  «y  2  /Jy 
und  für  die  zweite 

«1  :  tt,  :  IIa  —  ay  :  /Jy  :  a/5 

so  dass  man  zur  Bestimmung  der  Coustanten  /,  ^,  h  die  Gleichungen 
erhält 

und 

ay^ßy^afi       " 
aus  denen  sich  ergibt 

figih^  (a^-ßy)  :  (y^-aß)  :  {ß^^ay) 

oder  reducirt 

f :  g  :h  »^  r  :  t  :  8 

Nun  muss  also,  wenn  die  obige  Behauptung  sich  als  richtig  erweisen 
soll,  die  Gleichung  erfüllt  sein: 

Tis 
im'*   mn*'  nl  ™ 

Ank.  d.  Xath.  n.  Pliyi.   8.  RMhe.  T.  X.  ^0 
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oder,  wenn  man  die  Nenner  beseitigt  und  für  /,  m  und  n  ihre  Werte 

setzt, 

r(pß  +  qY)  +  t(pa+qß)  +  9(py+qa)  =  0 

Dieses  ist  aber  der  Fall,  denn  auf  Grund  der  Determinante  /1  sieht 
man  sofort,  dass  die  Gleichungen  zurecht  bestehen 

rß  +  ta+sy^O 
und 

ry+tß+sa  =  0 

Um  nun  die  Frage  zu  entscheiden,  ob  der  umhüllte  Kegelschnitt 
auch  ein  Kreis  sein  könne,  hat  man  sich  zu  erinnern,  dass  für 
diesen  Fall  die  Constanten  f^g^h  vier  verschiedene  Werte  haben 
können,  nämlich  ^) 

1.  f:gzh:=:ÖalSb'de 

2.  figih^aii^dejii—öb) 

3.  f:gik^('-dc):0:i-6a) 

4.  f:g:h^i-öi):(^da):c 

wenn  zur  Abkürzung 

öa  ^^  b'\'C  —  a,       64  =»  a-J-c  — Ä,      de '=' a-^-b  —  c;       ff  «=  a+^+^ 

gesetzt  wird,  und  a,  &,  c  die  Längen  der  Seiten  des  Dreiecks  A'B'C 
bezeichnen. 

Da  nun  aber,  wie  wir  oben  allgemein  gesehen,  die  Proportion 
bestehen  muss 

f:g  :h  '^ritia 

so  sind  durch  die  vier  obigen  Gleichungen,  wenn  wir  von  dem 
Dreieck  A'B'C^  ausgehen,  iu  Bezug  auf  dieses  Dreieck  viermal  je 
drei  zusammengehörige  Punkte  bestimmt,  welche  die  Eigenschaft 
haben,  dass,  wenn  man  die  Entfernung  von  je  zweien  derselben  in 
dem  nämlichen  Verhältniss  teilt  und  die  Teilpunkte  mit  dem  dritten 
verbindet,  diese  die  entsprechenden  Seiten  des  Dreiecks  A'B'C  in 
drei  Punkten  schneiden,  die  in  gerader  Linie  liegen.  Die  Verbin- 
dungslinien dieser  Schnittpunkte  umhüllen  im  ersten  Fall  den  dem 


1)  Fflr  die  erste  Gl.  8.  Bellavitis:  Sp.  d.  n.  m.  160  p.  71,  Ittr  die  Qbrigen 
(matAt  matand.),*  Annal.  Gkom.  der  Kegelschn.  nach  Salmop  von  Fiedler 
Art.  161  p.  19a. 
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Dreieck  A*B*C'  eingeschriebeoen,  in  den  ttbrigen  Fällen  die  dem- 
selben angeschriebenen  Kreise.  Neben  jedem  dieser  Kreise  aber  er- 
hält man,  wie  wir  oben  allgemein  gesehen  haben,  noch  zwei  um- 
hüllte Kegelschnitte,  wenn  man  andere  Seiten  der  beiden  Dreiecke 
als  sich  gegenseitig  entsprechend  erachtet. 

Was  nun  die  Constraction  dieser  finveloppen  angeht,  so  con- 
strnire  man  (Fig.  1.)  zunächst  für  die  dem  Dreiecke  A'B*C'  ein- 
geschriebenen Kegelschnitte  die  Punkte  Ay  B,  C\  und  um  diese  zu 
erhalten,  zuvor  die  Punkte 

Gs  =ÖaA'-\-öbB'+ÖeC' 

und  * 

indem  man  die  Seiten  A'B\  B'C\  CA  im  Verhältniss  h  :  da  etc. 
fttr  den  ersten,  und  umgekehrt  für  den  zweiten  Punkt  teilt  und  die 
Teilpunkte  mit  den  gegenüber  stehenden  Eckpunkten  des  Dreiecks 
verbindet.  Da  nun  G^d  das  Collineationsceutrum  der  Dreiecke 
A*B'C'  und  ^^6' ist,  die  Verbindungsgeraden  GdA  etc.  aber  pa- 
rallel sind  zu  den  Seiten  B'C*  etc.,  so  erhält  man  den  Punkt  A  als 
Schnittpunkt  der  Parallelen  zu  B'C  mit  G-jA\  den  Punkt  B  als 
Schnittpunkt  der  Parallelen  zu  CA*  mit  G^d  B\  den  Punkt  C 
endlich  als  Schnittpunkt  der  Parallelen  zu  A'B'  mit  G^^C,  In- 
dem man  dann  die  Strecken  AB^  BC\  CA  in  demselben  Verhältniss 
teilt,  diese  Teilpunkte  mit  den  gegenüber  stehenden  Eckpunkten  6\ 
Aj  B  bzhw.  verbindet  und  die  Schnittpunkte  dieser  mit  den  Seiten 
A'B*  etc.  bestimmt,  erhält  mau  in  den  Geraden,  welche  diese  Schnitt- 
punkte verbinden,  die  Tangenten  des  dem  Dreieck  A'B'C  einge- 
schriebenen Kreises.  Lässt  man  die  Seiten  BC^  CA^  AB  den  Seiten 
CA',  A  B\  B*C*  und  in  einem  zweitctn  Falle  den  Seiten  A'B\  B'C^ 
Ca'  entsprechen,  so  erhält  man  als  Umhüllte  zwei  Ellipsen,  die  in 
Folge  ihrer  Bildungsweise  dem  eingeschriebenen  Kreise  coordinirt 
sind,  und  für  welche,  wie  wir  oben  gesehen,  in  den  betr.  Formeln 
die  Goordinaten  da  cyklisch  vertauscht  sind.  So  sind  beispielsweise 
die  Punkte,  in  denen  die  Geraden,  welche  die  Ecken  des  Dreiecks 
A*B*C*  mit  den  Berührungspunkten  der  Ellipsen  verbinden,  sich 
schneiden,  gegeben  durch 


Q-i  sr^'  +  i-Ä'  +  ^C 


»0* 
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und  diese  bildea  mit   G-^  ein  Brocard'sches  Dreieck  (im  weiteren ' 
Sinne).    Ebenso  verhält  es  sich  mit  den  zn  diesen  reciproken  Pankten 
G^^  und  Gd. 

o  e 

Die  drei  erwähnten  Kegelschnitte  haben  nun  ausser  den  drei 
Seiten  des  Dreiecks  A'B'C  noch  je  eine  Tangente  gemeinsam.  Für 
den  Kreis  und  p  —  0  erhält  man  die  Gerade 

k  =  aßB'C'+ayC'A'  +  ßyA'B' 

diese  erhält  man  aber  auch  für  die  zweite  Ellipse  und  <{  —  0.  Für 
den  Kreis  und  q^O  erhält  man  die  Gerado  ^ 

II  =  ayB'C'+ßyC'A'+aßA'B' 

diese  erhält  man  aber  auch  für  die  erste  Ellipse  und  für  p  =  O. 
Für  die  erste  Ellipse  und  ^  »  0  hat  man  endlich  die  Gerade 

v  =  ßYB'C'+ttßC'A'+aYA'B' 

diese  erhält  man  aber  auch  für  die  zweite  Ellipse  und  für  p  =  0. 
Es  ist  also  die  Gerade  X  die  dem  Kreis  und  der  zweiten  Ellipse, 
die  Gerade  fi  die  dem  Kreise  und  der  ersten  Ellipse ,  die  Gerade  v 
die  den  beiden  Ellipsen  gemeinsame  Tangente.  Diese  Tangenten 
sind  in  der  beigegebenen  Zeichnung  mit  0,  1  und  1'  bezeichnet, 
entsprechend  (bis  auf  1')  den  übrigen  Bezeichnungen,  welche  den 
Tangenten  der  ersten  Ellipse  beigefügt  sind.  Was  aber  diese  Be- 
zeichnungen angeht,  so  denke  man  sich  A,  B,  C,  bzhw.  als  Null- 
punkte der  Strecken  AB^  BC  und  CM,  betrachte  ferner  die  Be- 
wegungen von  A  nach  B^  von  B  nach  C7,  von  C  nach  A  als  positiv 
und  nehme  für  die  auf  der  durch  AB  bestimmten  Geraden  gemesse- 
nen Strecken  als  Maass  die  Strecke  AB  für  die  auf  BC  die  Strecke 
BC  etc.,  dann  sind  die  sich  entsprechenden  Punkte  auf  jeder  dieser 
Geraden  mit  derselben  Zahl  zu  bezeichnen  und  mit  eben  dieser  Zahl 
ist  auch  jeweils  die  zu  diesen  Teilpunkten  gehörige  Tangente  ver- 
sehen. 

Was  endlich  die  Construction  der  Punkte  A^  B^  C  angeht, 
welche  für  die  dem  Dreiecke  A'B'C  angeschriebenen  Kreise  (und 
Ellipsen)  die  oben  erörterte  Bedeutung  haben,  so  werden  dieselben 
in  ähnlicher  Weise  erhalten,  wie  bei  dem  eingeschriebenen  Kreise. 
Man  sucht  zunächst  (Fig.  2)  (für  den  der  Seite  B*C*  angeschriebe- 
nen Kreis)  den  Punkt 
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indem  man  B*!'  im  Verhftltniss  g :  8e  nnd  Ä'C  im  VerhftltnisB 
f:J»  ftQsserlich,  B'C'  aber  im  Yerhältniss  9h :  Sc  innerlich  teilt 
Bod  die  Teilpankte  mit  den  gegenüber  stehenden  Eckpunkten  des 
Dreiecks  verbindet.  Zeichnet  man  dann  auf  den  Seiten  des  Drei- 
ecks die  Pankfe,  welche  zu  den  eben  construirten  Punkten  reciprok 
sind,  so  erhält  man  durch  die  Verbindung  dieser  Punkte  mit  den 
gegenaberstehenden  Eckpunktpunkten  des  Dreiecks  als  Schnittpunkt 
dieser  drei  Geraden  den  Punkt 

G-aa^  -Ia'x+\-  B'  +\c' 
a  *    de  de 

iks  Collineationscentrum  des  gesuchten  Dreiecks  mit  dem  gegebenen. 
Zieht  man  nun  durch  Gaa  die  Parallelen  zu  den  Seiten  des  Drei- 
ecks A'B'C\  so  schneiden  diese  die  Geraden  A'G  —  aa  etc.  in  den 
Paakten  ABC.  In  der  beigegebeucn  Figur  ist  der  der  Seite  o  an- 
geschriebene Kreis  berücksichtigt  und  die  Tangenten  0,  j,  2  und  oo 
gezogen. 
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XVI. 

*    Die  Resultirende  als  Maxima  der  Projectionen 
der  Seitenkräfte* 

Von 

Victor  Thalimayer. 


Im  Nachstehenden  ist  ein  Gedankengang  verfolgt,  welcher  in 
einfachster  Weise  die  rechnnngsmässige  Bestimmung  der  Grösse  und 
Richtung  der  Resnltirenden  sowol,  als  auch  die  Herleitung  anderer 
zwischen  der  Resnltirenden  und  den  Seitenkräften  bestehenden  Re- 
lationen gestattet. 

Es  wird  nämlich  von  dem  Gesichtspunkte  ausgegangen,  dass 
Kräfte y  welche  auf  einen  freien  Punkt  einwirken,  sich  zu  grösst- 
möglicher  Gesamtwirkung  vereinigen  müssen,  mithin  gewissermassen 
ein  Princip  maximaler  Wirkung  zu  Geltung  kommen  muss. 

Schliessen  Kräfte  Pj,  Pg,  Pa  .  .  .  mit  der  Kraft  Pq  die  Winkel 
«11  flfi»  «3  ...  ein,  ist  ferner  q>  der  Winkel,  welchen  eine  Gerade 
mit  Pq  einschliesst,  so  ist  die  Resultirende 

i2=-  l^PcosCg)  — a)  I) 

wenn  q>  aus: 

g-l?Pcos(<p--a)  =  2:P8in(<p~a)  —  0  II) 

bestimmt  wird.    Gleichung  II)  mit  einem  beliebigen  Längenmass  l 
multiplicirt  giebt 

Z:PZsin(<p— «)  «0  ni) 
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die  Oleichnng  der  Btatischen  Momente  mit  Bezug  auf  einen  auf  der 
Resnltirenden  gelegenen  Punkt 

Setzt  man  q>  +  y  statt  tp  in  Gleichung  IIT),  so  erhält  man: 

2:PZ8m(<p±y-.a)  —  +ÄZ8iny  IV) 

die  Gleichung  der  statischen  Momente  für  einen  ausserhalb  der  Re- 
sultirenden  gelegenen  Punkt 

Gleichung  I)  mit  einem  Längenmasse  a  multiplicirt  ergiebt 

Rs^  2  P«COS  {(p  —  a)  V) 

die  Gleichung  zwischen  der  Arbeit  der  Resultirenden  und  jener  der 
Seitenkräfte. 

Resultirende  zweier  Kräfte.  Schliessen  zwei  Kräfte  P^ 
und  P|  den  Winkel  a  »  0  ein,  so  ist  deren  Resultirende 

R  -  Po+A 

ist  der  eingeschlossene  Winkel  a  =  180^,  so  ist 

Ä-Po-Pi 

Da  die  Resultirende  mit  dem  Anwachsen  des  Winkels  a  von  0 
auf  180^  von  Po-f-^n  dem  einen  Grenzwert,  auf  Pq  — Pi  den  andern 
Grenzwert  sich  vermindert,  so  wird  für  einen  zwischen  0  und  180^ 
gelegenen  Wert  von  o  die  Resultirende  eine  Grösse  annehmen,  welche 
<CPo-|~^i  ist  Man  kann  daher  unter  der  Voraussetzung,  dass 
m<<  1  und  ti  <C  1  für  die  Resultirende  setzen: 

Ä  —  wPo  +  nPi 

Die  Werte  f&r  m  und  n  müssen  nun  derartige  sein,  dass  sich 
aus  selben  die  Grösse  der  Resultirenden  auch  für  die  Grenzfälle 
ergeben« 

^    Bezeichnen  wir  mit  fp  den  Winkel,   den  die  Richtung  der  Re- 
sultirenden mit  Pq  einschliesst,  so  muss: 


^Q>fii  — 1,    n  — 1    und    Ä  =  Po  +  Pi 


für    «  =  0 

für    « «  18(y>  \           ,                 ^        ^  «       „       „ 

^           >  m  «  1,    n«— 1  und  R^Pq^P^ 

für    ««180«)                ^              ^        A  1,       T>       i> 

^  -  180«  )  ^  ""  ~-^'    **  ""  -^  ^°^  A  — -Po 

werden. 
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Diesen  Erfordernissen  entsprechen  nun  nur  die  Werte  costp  fElr 
m,  femer  cos{a  +  q>)  fttr  n. 

Da  nun,  wenn 
Winkel  q>  als  gleich  mit  a,  nnd  wenn 

Winkel  q>  als  gleich  mit  0  angesehen  werden  mnss,  so  ergeben  sich 
als  Grenzwerte  des  Winkels  fp  die  Winkel  o  nnd  0..  Es  kann  dem- 
nach q>  nicht  ^  als  a  werden,  somit  ist  auch  nur  der  Wert 
cos(a  — 9)  jener,  der  für  unsere  Berechnung  in  Betracht  kommen 
kann. 

Diesem  nach  können  wir  als  Ausdruck  für  die  Resultirende 
setzen : 

R  =  PoC08(p  +  ^lC08(a— 9?)  1) 

nnd  da 

COs(a  — y)  =  cos((p  —  a) 
auch 

R  =-  Pq  cos  (p  +  P^  cos  ((p  —  a)  2) 

Die  Gleichungen  1)  und  2),  welche  die  Grösse  der  Resultirenden 
als  Summe  der  Projectionen  der  beiden  Seitenkr&fte  auf  eine  Ge- 
rade erscheinen  lassen,  geben  für  verschiedene  Wert  von  q>  ver- 
schiedene Werte  für  R, 

Weil  nun  die  Resultirende  nur  eine  bestimmte  Grösse  haben 
kann,  und  weil  angenommen  werden  muss,  dass  die  Einzelkräfte  zur 
grösst  möglichen  Gesamtwirkung  sich  zusammentun  werden,  so  ist 
es  nahe  gelegt,  dass  für  q)  jener  Wert  zu  nehmen  sei,  der  den 
Ausdruck 

R  =-  PoC08<;p-f-PiCOs(g)  — «) 

zu  einem  Maximum  macht. 

Wir  haben  demnach:  , 

dR 

K-  =  —PoSin^  — PiSin(^  — a)  =0  3) 

.  P,sina  .^ 

tgy«_^-^^-^_  4) 


und  hieraus 


Multipliciren  wir  Gleichung  3)  mit  l,  so  haben  wir: 

Po  isin<p-|-i\/8in(<)p-— «)  -=-0  5) 

d.  h.  die  Summe  der  statischen  Momente  der  zwei  Seitenkräfte  be- 
zogen auf  einen  Punkt  der  Resultirenden  ist  =  0. 
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Ans  Gleichnng  5),  wenn  wir  darin  fp±,Y  statt  <p  setzen,  wird: 

FQls\n(q>±y)  +  P^lsiü(tp±y'-a)  «  +/ sin y(Po cos (p+Pj 008(9— «)) 

4*  l  cos  y(Fq  sin  1^  +  P,  sin(<)p  —  tt) ) 

Da  nnn  der  in  der  Klammer  befindliche  Teil  des  ersten  Gliedes 
«  Ry  der  in  der  Klammer  befindliche  Teil  des  zweiten  Gliedes 
hingegen  =  0  ist,  so  ergiebt  sich: 

PolB\Jii(p±y)+PjBin(q>±y  —  a)  —  ±Ä/8iny  6) 

d.  i.  fllr  einen  ausserhalb  der  Resultirenden  gelegenen  Punkt  ist 
die  Summe  der  statischen  Momente  der  Seitenkräfte  gleich  dem 
statischen  Momente  der  Resultirenden. 

Aus  3)  folgt,  dass: 

Po  sin  (p  «  Pj  sin  (a  —  q)) 
dies  im  Vereine  mit 

R  —  Pocosgp  +  Pi  cos  (a  —  <p) 

(nach  1)  ergiebt,  dass  die  Resnltirende  der  Grösse  und  Richtung 
nach  durch  die  Diagonale  des  Kräfteparalellogrammes  bestimmt  ist, 
denn  nur  an  diesem  erftLllen  sich  constructiv  die  zugezogenen  beiden 
Gleichungen.  Man  gelangt  somit  auch  auf  diesem  Wege  auf  einen 
Beweis  für  die  Richtigkeit  des  Kräfteparalellogrammes. 

Resnltirende  mehrerer  in  einer  Ebene  an  einem 
Punkte  angreifenden   Kräfte. 

Sind  die  Kräfte  der  Reihe  nach  Pq,  P^,  Pg  .  .  .  Pm,  und  die 
Winkel,  welche  Pj,  Pg,  P3  .  .  .  mit  Pq  einschliessen,  der  Reihe  nach 
^9  ^S9  ^8  •  -  -9  ^0  l^&^i^  man,  wenn  q>  den  Winkel  bezeichnet,  den 
die  Resnltirende  R  mit  Pq  einsohliesst,  nach  obigem  setzen: 

i2  =»  PoCOS9)  +  PiC08(g)  — aJ  +  P,  cos  (g)--a,)+  •  •  •  1) 

und  zur  Bestimmung  von  q>: 

dR 

g- —  —  PoSingp  — P,8in(q:»--ffi)  — P,8in(y  — «,)—  .  .,  =  0  2) 

oder 

PoSin<)p+PiSin(^— oi)+P2  8in(g)  — «,)+  .  .  .  «=  0  3) 

worans  sich  ergiebt: 

^ PiSinerj  +  P,sin«,+-P8Bin«8+  ■  *  - 

^^"^  Po  +  PiC08a,  +  PaC08a,-f  P8COSa8+  .  .  . 
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Multiplicirt  man  3)  mit  l,  so  ergiebt  sich: 

PoZ8in9)-|-P,Z8in(g)  — ai)  +  -f»^8iJ^(9  — ttj)+  .  .  .  =  0        4) 

Setzt  man  hierin  q>  +  y  statt  q>^  so  wird: 

PoZ8in((p±y)  +  P,isin(i;p+y  — ai)+P2'8in(<)p±y— «,)+  .  .  .  =* 

±Z8iny(PoC08g)+PjC08(g)— ai)+P,c08(<p— «,)+  •  •  •) 
4-Zco8y(Po8ing)4-P,sin((3P  — a,)  +  P,8in(<;p  — a,)4-  ,  .  .) 

Da  nnn  der  in  der  Klammer  befindliche  Teil  des  ersten  Gliedes 
—  E^  jener  des  zweiten  -»  0  ist,  so  hat  man: 

Po^8in(g)±y)H-PiZsin(<p  +  y— a,)  +  P,Z8in(g>±y-a,)+  .  .  .  — 

«  ±Ä/8iny  5) 

wobei  wieder  4)  nnd  5)  die  bekannten  Gleichungen  der  statischen 
Momente  vorstellen.  Construcüv  erfttllen  sich  Gleichnng  1)  und  3) 
an  dem  Eräftepolygon. 

Resnitirende  mehrerer  im  Raame  an  einem  Punkte 
angreifenden  Kräfte. 

Greifen  mehrere  Kräfte  Pq,  P^,  P,  .  .  .  P«  an  einem  Punkte 
im  Räume  an  und  sind  die  Winkel ,  welche  die  Kräfte  I\ .  P^ ,  Pj 
.  ,  .  Ph  mit  Pq  eiuschliessen,  der  Reihe  nach  «i ,  cts«  ^s  •  •  »  j^°^ 
welche  P„  Pg  .  .  .  Pn  mit  Pj  eiuschliessen:  ß^^  ß^^  ß^  .  •  .,  ist 
ferner  e  der  Winkel,  welchen  die  Resnitirende  R  mit  P^  einschliesst, 
ferner  co  der  Winkel,  welchen  die  durch  Pq  und  R  gehende  Ebene 
mit  der  durch  PqPi  gelegt  gedachten  einschliesst,  und  sind  endlich 
yii  ysi  Yii  •  '  '  <i'6  Projectionen  der  Winkel  ft,  /?,,  /?8,  .  .  .  auf  eine 
auf  die  Kraftrichtung  Pq  senkrechte  Ebene'),  so  lässt  sich  nach 
obigem  Vorgänge  setzen: 


1)  Die    Projectionen    y,,    y,,   ys  •  •  ♦  <Jc  Winkel  ^,,   fl^,   ft^  ,  ,  .   auf 
eine  anf  P^  senkrechte  Ebene  ergeben  sich  aui: 

COS  jJ|  —  cos  «1  cos  ffj 
COSVt  = : = 

'*  sm  a^  Sin  otj 

COS  5.  —  cos  0|  COS  a. 

cosy,  =-  — ^ : * 

''  sm  a^  sin  a^ 

cos  /?•  —  cos  «,  cos  «4  . 

cosy«  —  ^ r-^ U.      8.      f. 

'^  sinaismo« 

Vergleiche  auch    unsere    diesbezügliche  Arbeit    Band  X«    2te   Reihe    des  Ar- 
chivei« 
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fi  =  Po  CO*  * + -Pi  (cos  üfj  COS  t + sin  «|  sin  ff'cos  w) 

+i9(co8a^cose-f~8ii^^8S^^^^9(<»  —  yi))+ •  •  • 

.  .  .  +P«(cosff»co8€4-Bin«n8in«co8(«^y»-i)  1) 

wobei  die  Coefficienten  der  Kräfte  die  Cosinasse  der  Winkel  sind, 
welche  selbe  mit  der  Richtung  der  Resaltirenden  einschliessen. 

Zur  Bestimmung  von  o>  hat  man  aus 

cR 

j-  =  — P8in«iSin«8ino)--PjSina^8inf8in(a— y,) 

— Ps  sin  tfs  sine  sin  (a> — y,) —  .  .  .  =  0    den  Wert:  2) 

P,8in(ir2  8inyj-f-P3  8ino3  8inyj4- •  •  • 

^  Pi  8inai-|-P2  8itt«jC0syj  +  A8i>^^sC08yjj+  •  •  • 

Zur  Bestimmung  von  e  aus 

■j  ^  —  Po  sin  2;— Pj  (cos  «1  sine  — sin  «1  cos  €  cos  w) 

—  PjCcostfiSiDc  — sina^cosecosCcii— yj)) —  ...  —0  den:  3) 

Pj  sin  cfi  cos  m  "h  -Pi  sin  «2  cos(  o)— yi)-f-P88iP"s^'08ft^j— yg)+  •» 

*^~"  Po  +  P,  COS«,+  P2COSa,  +  P3«8+    ... 

In  Gleichung  3)  entsprechen  doii  Coefficienten  der  Kräfte  die  Sinusse 
jener  Winkel,  welche  selbe  mit  der  Resaltirenden  eiDSchliessen. 
Moltipliciren  wir  3)  mit  2,  so  haben  wir 

P|/8in«+  Pi/(cosorj8in€—  sin  «4  cos  f  cos  ©) 

-{-PsZCcosagStnc  —  sin ofg cos  «  cos  (« — yi))+  • .  .  =  0         4) 

Setzen  wir  hierin  «  +  y  statt  e,  so  erhalten  wir: 

Potain  (€  +  y)  +  P|  H^OB  «1  sin  (c  +  y)  —  »ii»  «1  cos  (e  ±  y)  cos  w) 
+  Pti(cosorjSin(£±y)— 8intt,cos(£dby)cos(cö  — yj))+  .  .  . 
-  i:  /  sin  y  (P©  cos  «  +  Pi  (cos  o,  cos  «  +  sio  «i  sin  t  cos  w) 
+Ps(co8flfjCOSf +  siDa,8infco8((»— yi))+  .  .  .) 
+/  cos  y  (Po  sin  f  +  Pi  (cos  a^  sin  c  —  sin  a^  cos  f  cos  00) 
+P,(cosa,sinc  — sinofgcosfcos(cö  — yi)4-  •  -  0 

Da  nun  die  Summe  der  Glieder  der  ersten  Klammer  —  Ry  jene 
der  Glieder  der  zweiten  Klammer  »  0  ist,  so  haben  wir 
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Pq  l  (sin  »  ±  y) + -Pi  ^  (cos  «i  sin  (« ±  y)  —  sin  a,  co8(6  ±  y)  cos  w) 
+  Pj Z(co8  «j'sin  (6  ±  y)  —  sin  a, cos  (f  ± y)  cos  («  -  y,))  -f-  .  .  .  — 
±Ä/siny  5) 

Hier  sind  4)  uud  5)  wieder  die  Gleichungen  der  statischen 
Momente. 

Gleichungen  1),  2)  und  3)  erfttUen  sich  an  dem  r&umlichen 
Kräftepolygon,  respective  dessen  Projection  auf  die  auf  Pq  senk- 
rechte Ebene. 

Erteilen  die  Kräfte  der  freien  Masse  m  gewisse  Geschwindig- 
keiten «0,  «1,  1^2  ...  so  sind  ihre  Grössenmaasse  mv^,  mt?|,  mv^  . . . 
und  die  oben  gefundenen  Werte  für  tg<]p,  tgw  uud  tg6  bleiben  con- 
stant,  was  besagt,  dass  die  Bewegung  in  gerader  Richtung  vor  sich 
geht.  Dasselbe  ist  der  Fall,  wenn  die  Kräfte  alle  der  Masse  m  gewisse 
Beschleunigungen  y,,  y^,  ys  .  •  •  erteilen,  indem  dann,  da  nach  einer 
gewissen  Zeit  t  ihre  Grösse  mit  wy^*,  my^t^  my^f  . . .  gemessen  werden 
kann,  aus  den  Ausdrücken  für  die  Tangeuten  der  Winkel  <p,  o  uud 
£,  die  Grösse  t  herausfällt.  Sind  unter  deu  Kräften  solche,  welche 
der  Masse  zum  Teile  Beschleunigungen,  zum  Teile  aber  keine  er- 
teilen, so  findet  die  Bewegung  in  einer  Curve  statt,  indem  dann  mit 
t  sich  auch  die  Werte  der  Tangenten  der  Winkel  9»,  co  und  €  sich 
ändern.  Die  Bahn,  welche  von  dem  Beweglichen  beschrieben  wird, 
ist  dann  die  Einhüllende  der  unter  den  verschiedenen  Winkeln  ge- 
zogenen Geraden. 

Nach  diesem  Vorgänge  kann  auch  die  Endgeschwindigkeit  eines 
freien  Punktes,  auf  welchen  Kräfte  wirken,  bestimmt  werden. 

Wird  z.  B.  einem  Punkte  A  von  einer  Kraft  P©  die  Beschleuni- 
gung y,  von  einer  andern  zu  dieser  unter  einem  Winkel  a  wirken- 
den Kraft  P]  hingegen  die  Geschwindigkeit  c  zu  Teil,  so  ergiebt 
sich  zur  Bestimmung  der  Endgeschwindigkeit  v  des  Punktes  A  nach 
Verlauf  der  Zeit  t: 

V  =  ccos^+y*cos(a  — 9)  1) 

wobei  CD  aus 

zu  bestimmen  ist 

Man  bekommt  aus 
dv 


9(p 


—  —  c  sin g> -f  y<  sin  (a  —  9)    den  Wert: 
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und  mit  Benatznog  dieses  Wertes : 

V  —  y  (c'\-yt  cos  a)*-\-  y*i*sm^a 

nnd  hieraus  nach  der  von  uns  in  Band  X.,  2te  Reihe  angegebenen 
Art  Wurzel  zu  ziehen,  unmittelbar: 

V  -a  {c'^-pcosa)coBq>'^ytsiua6mq> 

wie  sich  dies  durch  Transformation  auch  aas  1)  ergiebt. 

Die    Einhüllende  der  unter  den  Winkeln  9  zur  Kraftrichtnng 
?!  liegenden  Geraden  ist  eine  Parabel. 
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XVII. 

üeber  den  Zusammenhang  der 

Facultäten-Coefficienten  mit  den  BernouUi'schen 

und  Euler'schen  Zalen. 

Von 

Franz  Rogel. 


Das  wirkliche  Bestehen  eines  Zusammenhanges  der  Facultäten- 
Coefficienten  mit  den  Bernoulli'schen  Zalen  lässt  sich  aus  der  Tat- 
sache erkennen,  dass  erstere  in  einfacher  Weise  in  den  Newton- 
sehen  Identitäten  mit  den  mit  Hilfe  der  Bernoulli'schen  Zalen 
summirbaren  Potenzreihen  ganzer  Zalen  verbunden  sind. 

Es  ist  auch  auf  diese  Weise  möglich  den  Arten,  aus  den  Elementen 
1,  2,  3,  .  .  .  n— 1  gebildeten  Facultäten-Coefficient  6'*»*  in  Deter- 
miuantenform  durch  2k  Potenzen  von  n  und  eine  beschränkte  Anzai 
Beruoulli'scher  Zalen  darzustellen. 

Die  sehr  umständliche  Transformationen  erfordernde  Verwandlung 
dieser,  sich  in  combinatorischer  Form  gebenden  Ahängigkeit  in  eine 
einfachst  mögliche  und  übersichtliche  Gestalt  führt  zu  einem  Er- 
gebniss,  welches  direct  mit  Benutzung  der  von  Faä  di  Bruno 
ins  Leben  gerufenen,  von  L.  Königsberger  (Klein,  Ann. 
XXXIL),  Teixeira  (Jörn.)  und  F.  Meyer  weiter  ausgebildeten 
combinatorischen  Darstellung  der  höheren  Ableitungen  der 
Functionen  erzielt  wird,  wenn  man  von  der  bekannten  Formel 

o.=,-.,.(»r)[^(,-^,)"i.^ 

aasgeht 
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Sei 

V 

80  ist 

^offlr  symbolisch 

[yi+y2+  '  ••  +y»»]* 

unter  dem  Vorbehalte  geschrieben  werden  kann,  dass  nach  yollen- 
deter  polynomischer  Entwicklung  die  Potenz  -  Exponenten  durch 
Wiederholangs-Exponenten  der  Ableitungen,  dass  ferner 
jede  Oten  Potenz  durch  die  Functionen  selbst  ersetzt  werden  und 
dass  schliesslich  die  Stellenzeiger  rechts  unten  entfallen.    Es  ist  dann 

..  ,,,'"-ferffiy(i^r-(0    „ 

*  al    p!    y!     o!     .  .  .     x! 

wo  fflr  «,  |3,  . .  .  alle  möglichen  gleichen  und  ungleichen,  den  Glei- 
chungen 

a-|-j5-}-y+^  ...  X  «■  n 

/J  +  2y+3a  ...  +kx^k 

genügenden  ganzen  Zalen  zu  setzen  sind. 

Die  Nullwerte  y^',  y^",  . . .  y^W  bestimmen  sich  aus 

,  =  a_r+*i^-JV+»f..... 

—  2jr<»<2Ä 

es  ist 

yo-1,   vo^-h  yo<-^>-(-i)^+^^;,    y(«^+i)  =  o, 

r  =  1,  2,  .     . 

Aus  2')  geht  hervor,  dass  a  nicht  unter  wk  sinken,  aber  auch 
nicht  (n— 1)  übersteigen  kann,  es  wird  daher  der  Teiler  (n— ä— 1)! 
von  a\  allen  Gliedern  der  Summe  gemeinschaftlich  sein. 


Nach  erfolgter  Einsetzung  ist 

m 

«l(-2)<'    ßl    y\    i\ 


WO 
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ö    wenn    h    gerade 

3) 
(.        wenn    h    nn gerade  ist 


und  für  a,  ß  alle  möglichen ,  und  für  y,  ^  . . .   alle  möglichen   ge- 
raden den  Bedingungen 

/5  +  2y+4d  ...  +2r%^h 
entsprechenden  ganzen  Zalen  zu  setzen  sind. 

Bezüglich  der  Auflösungen  Nr.  2')  wäre  zu  bemerken,  dass  alle 
der  zweiten  genügenden  Werte  auch  der  ersten  genügen;  die  erste 
dient  tatsächlich  nur  zur  Bestimmung  von  a. 

Das  Vorzeichen  eines  jeden  Gliedes  hängt  von  h^  ß  und  den 
Exponenten  der  Bernoulli'schen  Zalen  mit  geradem  Index,  also  von 
d,  {;  . . .  ab ;  dasselbe  ist  daher 

Erwähnenswert  sind  folgende  specielle  Fälle: 
a)    ifc-1. 

^  =  1,    y-3-....-O,    c,H«~-^) 

h)    h  =  2 

«1       /5,    y 


«+/3+y  — «  «-2,    2,    0 

/3+:«y  =  2  n-1,    0,     1 

(^\ 

rn-/'«-^V2t  nl^        V^^/  n(n~l)(n--2)(3n--l) 

c)    Ä  —  «— 2 

j3  +  2y  +  4Ä+  .  .  .  +2rÄ  =n— 2 

n  gerade 
n  ungerade 

Das  Minimum  von  al  ist  hier  21 
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G.-^=(«-i)i({+^+|...+,4i) 


,.,...,(ffy(-^r(<-"--iii)- 

=  (-1)       n !  2.       ^)^ ir-/r  y!     d!     ...     x! 


4) 


Z  B.  ist  für  n  »  6 


a    ß    y    6 


«+/5+y+;^-6                         2  4  0    0 

/J+2y  +  4a-t6f  =  4               3  2  10 

4  0  2    0 

5  0  0    1 

i-h .,-1-3-1- 4-1-5       ^•[2*2!4!"*"2*(2!)-^3l'^(2!)H!      415!] 
^     fc  «.n-  1 

«+/5+y  ...-!-»"=» 

(34-2y  ...  +  2rÄ  — n  — 1 

f    n  — 1  n  ungerade 

^=\    n-2 

folglich 

(ff)' (-{S))'- ■■(<-."•  ,f:„):  _,-.,.-. 


-2  n  gerade 


(-2)/»al/5!y!61     .  .  .    ä!  nl 


5) 


Hieraus  entstehen,  so  wie  aus  Nr.  4)  für  n  »  4,  6,  8  . . .  2v  For- 
meln, in  welchen  die  v  —  1  ersten,  und  für  n  =  5,  7,  9  , .  2v— 1 
solche,  in  welchen  ebenfalls  die  v^l  ersten  Bernoulli'schen  Zalen 
mnltiplicatiy  und  additiv  verknüpft  erscheinen.    So  ist  für 

«=6  a    ß    y    d 

a  +  ß+y+i^6  15    0    0 

^+2y+4«-6  2    8    10 

2  12    0 

3  10    1 
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1  B,  B,  B,^        1_ 

2*51  ■>■  2»  (2!)«"^  2. 3!  41  "•"  (21)*  ""  61 
n  — 8 

a    ß     y    ö    e 

«+/5+y+^+«  =  8  17    0    0    0 

/J4-2y+4a+6f-7  2    5    10    0 

2  3  2  0  0 
4  3  0  10 
4  18  0  0 
6    10    0    1 

1      ,       B,  B,  B,  1    (B,y 

2'7l"*~2»C^l)*      2»(4I)*"^2  (6!)»"^2«2l\2!/ 

^2.3I4!\2i;       81 
n-5 

a    ß    Y    ö 


U4.2y+4«-4 

14    0    0 

2  2    10 

3  0    2    0 

4  0    0    1 

1    _L      *«     _    "»  4 

Bi'         1 

2*41"*'2«(2I)»      (4|)»"^ 

'(2l)»SI~5l 

a 

=  7 

/J+2y+4*+6.  -  6 

a    ß    f    i    1 

16    0    0    0 
2    4    10    0 
8    2    2    0    0 

4    2    0    10 

4    0    3    0    0 

5    0    110 

6    0    0    0    1 

1  j 

.         Bj                  ■*«       _i_  ■^» 

2I4I61+2»(2I)«3! 

2«6!^ 

^'2*(2I)»4I      2*21  (41)»+ (61)» 

+  r-^ 


(21)«3I  4!  ~  71 

e)    Wenn  A?>  n— 1   angenommen  wird,    bo  verschwindet  ft*, 
weil  dann  C^^  J  "  ^  ^^^*     ^^^  geradem  k   darchl&oft  al   die 
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Werte  von  (n  —  jfc)!  bis  (n  — 1)!,  bei  nngeradem  ä  jene  von  (n—fe)! 
bis  (n— 2)1,  80  dass  im  letzteren  Falle  (n  -!)•  ein  allen  Gliedern 
gemeinsamer  Factor  ist,  C«**  daher  für  ungerade  k  nnd  n  »  1  zwei- 
mal verschwindet.    Durch  Absonderung  des  beliebigen  Factors  n—g 

von  f**,    j  und  vorläufiger  Ausschliessung  des  Falles  (k  ungerade 

nnd  gleichzeitig  n  »  1)  entsteht  wegen 

/n-l\        /fi-l\  V    k-g   ) 
und 

[("*  )]    _  (-1)*-' 

wenn  beide  Seiten  von  Nr.  3)  durch  n  —  ^  dividirt  und  dann  «  —  ^ 
gesetzt  wird: 

"1  -'(^r(-f!r-('-»-i^)'i 

'  a!  (-a);«/»!    y!    dl     ...    »1  U=, 

Bei  nngeradem  it;  nnd  n  >•  1  ist 

i_,'-'"(ar(-f!r--('-'-,-^i)'l 

(*  «l(-2)/*|SI     yl     dl     ...     *I  ),=i 

Mit  Berttcksichtignng  von 

[|^)-L,-C-l)*-'(*-2)l;    wo    «-«-&  =  -(*-!) 

[(/-;^l)lL,-(-l)*-»(^-3)'  wo  «-«-*H-l=--(*-2) 


6) 


7) 


gilt  anch 

81* 
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k  ungerade  [(^_i)«J  ^^ (*  -  1)1 «  X 

(  (-2)^(«-l)!    y!    dl    ...    »1 


1  n=i  T) 

wo  dann  die  Grössen  a,  /?,  y  . . .  auf  die  bereits  angegebeae  Art  aas 

/J-f2y+4*    ...     2r»  — ife    (a  <  0) 

zn  bestimmen  sind  and  hernach 

(«-l)I  =  (-l)-«-i(.^«— 1)! 
zn  setzen  ist. 

Bei  geradem  h  nimmt  der  anter  dem  Sammenzeichen  in  Nr.  3) 

stehende  Factor  -7  die  Werte  von 

n\  n\ 

(n-Ä:)I     ^^^      (n-l)!""** 

an,  welehe  für  n  =  1  mit  Aasnabme  des  letzten  (==  n)  s&mtlich  ver- 
schwinden;  dem  Factor  .  _t\i  entspricht 

«  —  • — 1 

/J-y-a     ...     =0,     X-1 

X; 

Bei  nageradem  ib  nimmt    -\  die  Werte 

an,  welche  fürn=:2  mit  Aasnahme  des  letzten  sämtlich  verschwinden; 
dem  Factor  .  ^o.|  entspricht. 

daher  ist 

/J  =  l,    H-1,    y-a    ...    -Q 
und 
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and 

k 


mtir  lim  Birnm^tckM  und  Eider^icken  Zolim  825 

[^12^2-^"^)         ^^5   ib  ungerade  9) 

*  — 1 

Diese  beiden  an  nnd  fttr  sich  bemerkenswerten  Resultate  baben 
loch  inaefem  eine  praktiscbe  Bedeutung,  als  sieb  mit  ibrer  Hilfe 
äe  fttr  Mbere  Facultaten-Coeffidenten  gewonnenen  Formeln  mittelst 
der  Emaetzungen  n  -»  1  resp.  n  =  2  leicbt  auf  ibre  Richtigkeit 
prüfen  lassen. 

2. 
Die  Einf&brung  der  combinatoriscben  Gebilde  99,  definirt  durch 

.-(l«..i-0--(-^-+f?^-^^...)- 

—  (— l)«(iB,*tl«"»  — ©,"»t^+«  ...+(-  ly+lfdr'^f^-^ir^^  ...)10) 

WO  ooth«  die  byperboliscbe  Gotangente 

bexdchnet,  fthrt  zu  einer  eigenartigen  Abbängigkeits-Form. 
Anagehend  von  der  Formel  Nr.  1)  ist  zunächst 

-5C0ths-ö  =  öC0th5-l-s  +  l 


^— 1       2  2      2^2""      Ji%     *      2 


lind 

gesetzt,  ist 
lud 


gcotbg  — 1  =  « 


-S+1-- 


(Ä)" = (•+■)• 


l''(Ä)").=l-<-+"-!.-l""'^.^"Tl.  »' 

WO  ilkr  r,  «  und  ^,  0  alle  möglichen  gleichen   und  ungleichen  den 
Gldchnngen 
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r-^-  $  '^  n 

genügenden  ganzen  Zalen  za  setzen  sind. 
Nnn  ist 

(—1)^       ^I  Sgr  ^  gerade  and  ^  2r 

0 Q  nngerade  oder  <2r 

SB^o  _  0    m  >  1    und    »i«  -  1 

SB'    -Ä 
t        £ 
2         2 
ferner 

"  'o,  ö  >  * 

dies  in  Nr.  1)  eingesetzt,  giebt  mit  Rücksicht  darauf,  dass  das  Vor- 
zeichen unter  dem  Summenzeichen 

(-1)  -  (-1) 

und  nach  Vereinigung  mit  jenem  vor  demselben 

-(-1)  =(-1)       ist: 

a»  =  A!n!(",  Mi  (-1)^        £  12) 


2«'(al)«rl(«-<j)! 
wo  r,  s  und  ^,  <r  den  Bedingungen 

r+s=^n      ^  =  2r    und  gerade 
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n  geDOgen  haben. 

Bemerkenswert  sind  die  folgenden  speciellen  Fälle: 
g)    t-«-!,    C„_i»==  (.1—1)1 

■  ungerade    r'\'»  =  n  ^^3r    and  gerade 


pH-^  — w  — 1    ö^# 


n+1 
n-1  n-3  (-1)    ^     »» 


^'1 


11^1!  «+1!        n-3I  n+S!  "  '  ^  11(^  —  1)! 

2         2  2         2 

II  —  3  n— 5  n  —  1 


»1 


11«,^  «.     ^  .       ^         »-3 


(2:)2M  »-3!  »-1 !       n  -  5*  n+1 1    •  *  +^~*> 


2 


2         2  2  2  l!(n-3)! 


n  —  5  »-7  »  —  3™, 


2  «      2  2 

+  — — I  n-5!«-3!       n-7»— 1    -^^^     ^^ 


(4!)«2*|  _^   "  ^-     ""  "  n-5 


2        2  2         2  l!(n— 5)! 


^2^  («-3)!)»    1121  + 


x  ^ i_  13) 

^2-i[(»-l)!]«l!       nl  ' 
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9 

a 

r 

« 

I-.+1 

n— 1 

0 

n— l 

2 
»-3 

2 

•         • 

1 

«+1 
2 

n+3 
2 

•        • 

n— 1 

1 
2 

•      •        •        • 

n  — 1 
2 

n-3  , 

2 

n— 3 
2 

«—5 
2 

1 

n+a 

2 

n+5 

2 

n— 1 

1 
2 

n-3 
2 

•                           • 

• 

• 

• 

2 

»-3 

1 

n— 1 

1 

0 

n— 1 

0 

n 

1 

ik  — n— 1,  n  gerade.  Da  q  gerade  sein  miiss,  ist  in  der 
vorigen  Tabelle  n  — 2  statt  n  —  l,  w— 4  statt  n— 3  etc.  zuschreiben 
und  a  nnd  s  entsprechend  zn  erhöhen;  dann  ist 


n— 4 


n 
2 


\ 


,   »1 «I 

»In— 2  n,     ^rrJi^ry 
\    2    'a-        22' 


...  (-1) 


>n-2 


n-6 


+ 


». 


2»(31)«  I  n-  4  n—  2  n-6    « 
2     '      2     '      2      a 


ll(»-2)!y 
n~2 


...+(-1) 


»»«-4 


ll(n-4)! 
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^     2 


26(51)« 


«: 


n-8 
2 


n— 4 
2 


V 


„  _6,  «  -4  n— 8!,n—  2  ■ 


.+(-1)         »!!^ 
1!  (n-6)! 


+  2»-«I(n-3)!]»  1!  21^  2«->[(n-l)l]»       «1 
b)    ifc  — n— 2 

n  gerade 


«—4 


f.-2n+2       n-4n+4 
"1       o      1  o     •       o      1 


2     *      2 


n 
2 

•••+(-1)   ^*n-2 
2 


l!(n-l)! 


-4 


n— 2 


14) 


I        1       I    _»l 

-r2«(2!)«     n-4,n,         n-6,n+2. 

2       ^^  2     •      2      ' 


tt-6 
2 


1-8 


l!(n— 3)! 
«-4 


■2 


_L         1  «.  ^«  +(_1)  »*         fi 


2^2'  2     '2 


l!(n  — 5)1 


T"  2«-*  [(«-4)!]»  3!  ^  2«-2[(n-2)!]*  2! 


15) 
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*— n— 2,    »  ungerade 

•  -1 


n-8 


1-6 


«1 


n-3,n+l,       n-  5   n+3 
2     •     2     •  2     '    2     • 


...+(-1) 


1B> 


-3 


/ 


1 

2«(3I)« 


•     QS/UI\S 


». 


«-6 
2  " 


1—7 
2 


l!(n-2)! 
n-3 


2 


<^> 


n  —  5   n  - 1  y       n        7.n4-l. 
\       2       "T"*  2     '~2~^ 


...+(-1) 


»* 


ij-b 


n-7 


n-9 


l!(n  —  4)! 
n— 5 


+ 


1 


2*^(5!)*  I  n  —7  n  — 3         n~  9    n-1 
2     •    2     •  2      •     2      ^ 


...+(-1) 


2 


lI(n-6); 


1  »1^  1 

2*-*  [(n  -  4) !]»    3 1  "^  2—2  [(^  _  2) !]« 


-'nlil+2+3+"-+n-l) 


16) 


c)  Die  Annahme  n  «  1  führt  in  Verbindung  mit  den  Ergeb- 
nissen Nr.  8)  und  9)  zu  einer  bekannten  Recursions-Formel  fttr  die 
BernouUi'schen  Zalen. 


3. 


Die  von  Eni  er  zur  Auffindung  zalentheoretischer  Sätze  ange- 
wendete Methode  der  Vergleichung  der  Coefficienten  zweier  ver- 
schiedenen für  eine  und  dieselbe  Function  geltenden  gleichwertigen 
Reihenentwicklungen,  hat  Sc hlö milch  in  diesem  Journale  IX.  Bd. 
333  u.  s.  f.  benutzt  nm  Beziehungen  der  Facultäten-Coefficienten 
unter  sich  und  mit  BemouUi'schen  Zalen  aufzufinden  und  fand  u.  A. 


ÄjQ*-B,r4-+Ä8C7g»  .. 


(n-l)l   n-1 
2       'n+1 
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Ebenso  leicht  kann  eine  Relation  zwischen  Facnltäten-Coef&cienten 
und  Enler'schen  Zalen  E  gefnnnden  werden. 


Es  ist 
2 

Für 

=  i-f,ä'*+fV-S^*--.  -f<y<+ 


Jt 


21^  -r^jy        81 

y  =  log(l+x) 
yerwandelt  sich  diese  Entwicklung  in 

2  ii^+ä  -1  -  f!  ['og(l-f.)]M-f,  [log(l+x)]* 


- -J,  [log  (1 +  »)]«...  17) 


Die  echt  gebrochene  Function  ist  aber  auch 
2«»^2aj  +  4  1  ar> 


besteht  daher,  wenn  ein  «*  <  1  vorausgesetzt  wird,  aus  drei  geo- 
metrischen Reihen  oder  aus  dem  Producte  der  geometrischen  Reihe 

^^ l4i  welche  nur  Potenzen  von   »*   enthält  mit   dem  Polynom 

J(2ar*— 2jr*+4),  in  welchem  das  Glied  mit  der  ersten  Potenz  von 
X  nicht  vertreten  ist.  Es  folgt  daraus,  dass  die  mit  diesem  Bruche 
gleichwertige  recurrente  Reihe  £  arx^  mit  der  Relationsscala  [2,  2] 

Potenzen  mit  Exponenten  vou  der  Form  4v-{-l  nicht  enthalten 
kann,  daher  ist 

ar  «-0,    r  =  4v-j-l 
ferner  ist 


«r-(-iA    r-4v;        ar-J(-i)    ^    ,    r  =  4r  +  2 

r-3 


ör-i(-l)    ^    ,    r-4v  +  3 

Die  Potenzen  von  log(l+x)  in»Nr.  17)  rechter  Hand  lassen  sich  mit 
Hilfe  von 

[iog(i+.)]p-Ci.^-c..f.^  +  c^-^^  (7+iT{7+-.)  •  •  • 

-  i<«<  +  i 
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/ 

entwickeln,  die  gleichnamigen  Potenzen  znsammenziehen  und  die 
Goefficienten  dieser  neuen  Potensreihe  mit  jenen  so  eben  gefundenen 
(or)  vergleichen. 

Es  ergeben  sich  hierdurch  die  gewünschten  Beziehungen  zwischen 
Facultäten-Goefficieuten  und  Euler'schen  Zalen  mit  Unterscheidung 
der  yier  Fälle: 

a)  r  —  4v 

b)  r-4v+l 

Ei  C4,-i**+i  -  E^  Ci,^8**'+<  +  E»  C4«-6*'+i  . . .  +  E^p^i  Cs^+i 

c)  r  =  4v+2 

JEi  Cip^-^^  —  Ej  C4,»-.2*''+2  4-  E^  (74,-4*"  ^^^  .  . .   -E2V  Q^'f « 

d)  r  =  4v+3 
E,C4»+i*H^-E,C4,-i*''+8+E,C4,-8*'*>  ...  —EipC^^i^ 

Brflnn,  September  1890. 
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XVIII. 

Dreiteilung  jedes  Winkels   mittelst  einer  festen 

Hyperbel. 

Von 

Herrn  Wiiheim  Panzerbieter, 

OberUhrer  am  Falkrealgymnasiam  in  Berlin. 


Analysis.  Macht  man  den  gegebenen  Winkel  a  znm  Centri- 
winkel  BMC  eines  Kreises  mit  beliebigem  Radins,  und  nimmt  man 
an,  dass  die  Bogen  BP^j  P^R  und  CR  die  gleichen  Drittel  des  Bogens 
BC  seien ,  so  mass  die  Halbirungslinie  des  Winkels  a  die  Sehnen 
BC  and  Py^R  in  ihren  Mittelpunkten  Q  resp.  Qj  treffen,  die  Sehne 
BPy  daher  gleich  2P|Qi  sein,  also  der  Punkt  /\  auf  derjenigen 
Hyperbel  liegen,  deren  Punkte  doppelt  so  weit  von  B  entfernt  sind, 
als  Yon  der  Halbirungslinie  des  Winkels  a.  Da  ftbr  diese  Hyperbel 
die  lineare  Excentricität  gleich  der  doppelten  Hauptachse  ist,  so  er- 
giebt  sich  sofort  folgende  Gonstruction : 

Gonstruction«  Man  teile  die  zu  den  Centriwinkel  a  ge- 
hörige Sehne  BC  in  die  drei  gleichen  Teile  BP,  PO  und  OC  und 
eonstmire  diejwiige  Hyperbel,  welche  O  zum  Mittelpunkt,  P  zu  dem 
einen  Scheitel  und  B  zu  dem  entsprechenden  Brennpunkt  hat.  Diese 
Hyperbel,  deren  anderer  Scheitel  in  C  liegt,  schneidet  den  Kreis 
ausserdem  in  den  Punkten  Pi\  P^  und  Pq*    ^^^^  i^^' 

Wkl.  BMPx  -  J.     Wkl.   BMP^  =  120«-  «/8  und  Wkl.  BMP^  - 

Beweis.  Ist  MQ  die  Balbirongslinie  des  Centriwinkels  «,  10 
ist  BP^  2Pa,    also    BO  —  2P0 

mithin  ist  MQ  die  Directrix  der  construirten  Hyperbel;  mithin  ist 
Jeder  Punkt  der  letzteren  doppelt  so  weit  von  B  entfernt,  als  von 
JtfO,    Es  ist  dahw; 
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1)  ÄPi  — 2PjQi;    mithin 

Wkl.   BMP^  =  2  Wkl.  P^MQ^  =  2  (^  -  Wkl.  BMP^\ ;    daher 

Wkl.  BMPi  -  ^ 

2)  BP^  —  SPgQ,;    mithin 

Wkl.  BMP^  -  2  Wkl.  PjüfO,  -  2(l800-  J-  WkL  ÄJlfP,) 

daher: 

Wkl.  -BlfP,  -  120®— g 

3)  ÄP3«2P3Q3;    mithin 

Wkl.  BMP^  =  2  Wkl.  PaJlfQa  =  2(1800-(Wkl.  BMP^^aß)) 

daher: 

Wkl.  Äil/Ps  -  120«+«/3 

Anmerkung  1.  Es  ergiebt  sich  ohne  weiteres,  dass  die  ein- 
mal ausgeftlhrte  Gonstruction  der  Hyperbel  für  eine  beliebige  Strecke 
BC  zur  Trisection  eines  jeden  Winkels  ausreicht;  denn  man  braucht 
nur  BC  zur  Sehne  desjenigen  Kreises  zu  machen,  in  welchem  der 
gegebene  Winkel  der  dieser  Sehne  gegenüber  liegende  Centriwinkel 
ist,  um  sofort  die  Punkte  P^;  P^  und  Pg  zu  erhalten. 

Anmerkung  2.  Bezeichnet  man  den  Radius  des  Kreises  mit 
r,  die  Sehne  BC  mit  a  und  die  Sehne  BPx  mit  &,  so  gilt  für  h  die 
kubische  Gleichung 

&»  — 3r«6  +  ar«  «0 

(da  b  =  2rsina/6;  a  —  2rsina/2  und  8ina/2  =  sina/6(3  — 4sin*a/6) 
ist).    Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind: 

2r8ina/6;  2r  sin  (60«  -  a/6)  und  —  2rsin(60ö  +  a/6) 
und  werden  daher  durch  die  Sehnen  BP^ ;  Bp^  uod  BP^  geometrisch 
dargestellt. 

Anmerkung  3.    Da 

Wkl.  JBJiP8-=-1200+g 
ist,  so  ist 

Wkl.  MöP8«30«— ^ 

mithin  ist  BP^  eine  Trisectionslinie  des  Winkels  MBC  oder  90®— a/2 ; 
in  gleicher  Weise  ergiebt  sich,  dass  BP^  den  concaveu  Winkel  MBX 
oder  9ü®+a/2  und  BP^  den  convexen  Winkel  MBX  oder  270®-a/2 
drittelt  Bezeichnet  man  ferner  den  Nebenwinkel  von  a  mit  CMA 
oder  y  (und  seine  zugehörige  Sehne  AC  mit  c),  so  ist 
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Wkl.  AMPj^  -  60«-  ^ 

daher  ist  MP^  eine  Trisectionslinie  des  Winkels  7;  ebenso  drittelt 
MFi  den  Winkel  360<>— y  und  MP^  den  Winkel  360® +y.  Mithin 
liegen  die  vier  Punkte  C,  P^,  P3  nnd  P3  auch  auf  derjenigen  Hy- 
perbel, welche  in  analoger  Weise  durch  ÄC  so  gelegt  wird ,  dass  A 
ein  Brennpunkt  derselben  und  C  der  beiden  Hyperbeln  gemeinsame 
Scheitelpunkt  ist. 

Nimmt  man  die  Sehne  BC(a)  zur  Xachse  und  die  Halbirungs- 
linie  MQ  des  Winkels  a  zur  Fachse  eines  Goordinatensystems ,  so 
lautet  die  Gleichung  der  durch  BC  gelegten  Hyperbel: 


y»  =  aa:  +  3x>- j 

und  die  Gleichung  des  Kreises: 

{rhtf+^-^ 

oder,  da 

>         / 
a»+««=4r»    ist: 

»*+<*+»»  -  J 

Aus  der  Hyperbelgleichung  folgt: 

«'+3«^-y«-| 

mithin  ist: 
oder: 

oas+S»*— y»  —  yt+cy+<c* 

»«-»'+g«-^»-0 

oder: 

(^^\*     r«4.£V--'-'^ 

\    '4/         V  T  4y  16 

Verlegt  man  daher  den  Anfangspunkt  Q  des  Coordinatensystems 
durch  parallele  Verschiebung  der  Achsen  nach  dem  Halbirungspunkte 
S  des  Radius  MC  und  vertauscht  man  die  Achsen  mit  einander,  so 
erh&lt  man  die  Gleichung: 


««-y«-: 


16 


welcher  die  Coordinaten  der  Schnittpunkte  des  Kreises  und  der 
Hyperbel  gleichfalls  genügen  müssen.  Die  vier  Punkte  (?,  P^,  P^ 
und  P3  liegen  daher  auch  auf  einer  gleichseitigen  Hyperbel,  deren 
Mittelpunkt  8  ist,  und  deren  Achsen  den  Halbirungslinien  der  Winkel 
o  und  Y  parallel  laufen. 
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Hieraus  ergiebt  sich  sofort  folgende  weitere  LösuDg  des  Tri- 
sectioDsproblems: 

Construction.  Man  zeichne  eine  beliebige  gleichseitige  Hy- 
perbel, deren  Mittelpunkt  S  sei,  trage  an  die  Achse  8X'  derselben 

a 

den  Winkel  0  ftQi  dessen  Schenkel  die  gleichseitige  Hyperbel  (oder 

ihre  conjugirte)  in  C  und  durch  8  verlängert  in  M  schneide,  und 
schlage  um  Mmit  dem  Radius  ilfC  einen  Kreis,  der  die  gleichseitige 
Hyperbel  ausserdem  in  den  Punkten  P,,  P^  und  P3  schneidet 
Trägt  man  alsdann  an  CM  den  Winkel  CMB=cc  an,  so  ist  wiederum 

Wkl.  ÄilfPi  =  ^;     Wkl.  ^ifPj  =  120»— «/3    und 

Wkl.  BMP^  -  120«+a/3 

Die  gewonnenen  Resultate  ergeben  daher  auch  folgenden  Lehr- 
satz: Der  einem  rechtwinkligen  Dreiecke  ABC  umgeschriebene  Kreis 
M  wird  von  der  durch  die  Mitten  der  drei  Seiten  und  den  Scheitel 
C  des  rechten  Winkels  gelegten  gleichseitigen  Hyperbel  in  den  drei 
Punkten  P^',  P«  und  P^  derartig  geschnitten,  dass  AP^  und  BP^ 
Trisectionslinien  der  spitzen  Winkel  BAC  und  ABC^  ÄP^  und  BP^ 
Trisectionslinien  der  entsprechenden  Nebenwinkel  und  MP^  und 
MPg  Trisectionslinien  der  Winkel  BMC  und  AMC  sind. 
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Dostor,  Prof.  G.,  Memoire  sur  nne  m^tbode  nouvelle  de  trans- 
formation  des  coordonn^s  dans  le  plan  et  dans  Tcspace,  avec 
application  aux  lignes  et  surfaces  des  deux  premi^res  degres. 
1856.    Geh.    Preis  1  Mk.  20  Pf. 

—  Propri^t^B  noavelles  des  qnadrilat^res  en  g^o^ral  avec  application 
aux  quadrilat^res  inscriptibles ,  circonscriptibles  etc.  1868.  Geh. 
Preis  1  Mk.  80  Pf. 

—  Nouvelle  d6termination  analytique  des  foyers  et  directrices  dans 
les  sections  coniques  etc.    1879.    Geh.    Preis  1  Mk.  60  Pf. 

Fahland,  H.,  Leitfaden  für  den  planiraetri sehen  Unterricht  in  Gym- 
nasien und  Realschulen.  Mit  1  Taf.  1857.  Geh.  Preis  1  Mk. 
20  Pf. 

Orunert,  Prof.  J.  A.,  Analytische  Geometrie  der  Ebene  und  des 
Raumes  für  polare  Coordinatensysteme.  Mit  1  Tafel.  1857.  Geh. 
Preis  5  Mk.  40  Pf. 

Hain,  £• ,  Mathematische  Unterrichtsstunden.  1.  Heft:  Einfache 
Gleichungen  des  ersten  Grades  mit  einer  Unbekannten.  1884. 
Geh.    Preis  50  Pf. 

Dass.    2.  Heft:  Leichte  grammatische  Konstruktionsaufgahen.  Mit 

1  Tafel.    1885.    Geh.    Preis  50  Pf. 

Helmling,  Prof,  P.,  Ueber  die  Integration  der  allgemeinen  Riccati'- 

schen  Gleichung  j-  X  «^*  '=^  «  nnd  der  von  ihr  abhängigen  Differen- 
tialgleichungen.   1879.    Geh.    Preis  1  Mk.  60  Pf. 

Hofmann,  Fr.,  Die  synthetischen  Grundlagen  der  Theorie  des  Te- 
traedroid-Komplexes.    1887.    Geh.    Preis  1  Mk.  20  Pf. 

Hoppe,  Prof,  R, ,  Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie.  I  Teil: 
Lehrbuch  der  analytischen  Curventheorie.  1880.  Geb.  Preis 
1  Mk.  80  Pf. 

—  Dass.    n.  Teil:  Principien  der  Flächentheorie.     2.  Aufl.    1890. 

Geh.    Preis  1  Mk.  80  Pf. 

—  Tafeln  zur  30stelligen  logarithmischen  Rechnung.  1876.  Geh. 
Preis  80  Pf. 

Hon^l,  Prof.  J,,  Essai  d'une  exposition  rationelle  des  principes 
fondamentaux  de  la  g^omctrie  616mentairo.  1863.  Geh.  Preis 
1  Mk. 

Jentzseh,  H.,  Geometrische  und  mechanische  Theorie  der  Astroiden. 
Mathematische  Monographie.  Mit  5  Tafeln.  1863.   Geh.  Preis  5  Mk. 

Oettinger,  L,,  Weitere   Ausführungen   der    politischen    Arithmetik. 

1863.  Geh.    Preis  6  Mk. 

Pfeil,  Graf  L.  v.,  Anwendung  der  Sekanten  zur  Auffindung  der  Sinus, 
Tangenten  und  Bogen  kleiner  Winkel  aus   Tafeln   von  5  Stellen. 

1864.  Geh.    Preis  50  Pf. 

SeliR^mileh,  Prof,  0,,  Nene  Methode  zur  Summirung  endlicher  und 

unendlicher  Reihen.    1849.    Geh.    Preis  90  Pf. 
Sella,  Qu.,  die  geometrischen  Prinzipien  des  Zeichnens,  insbesondere 

die  der  Axonometrie.    In's  Deutsche  übertragen  von  Dr.  M,  Curtze. 

Mit  4  Tafeln.    1865.    Geh.    Preis  1  Mk. 
Worpitzky,  J.,  Beiträge  zur  Integration  der  Riccati'schen  Gleichung. 

1862.    Geh.    Preis  1  Mk.  50  Pf. 
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Lehrbuch 

der 

analytischen  Geometrie. 

U.  TeU:  Flächentheorle# 

Von 

Dr.  R«  Hoppe, 

ProfMsor  uk  der  UniyerBit&t  BerÜA. 

Zweite  Auflage. 

Geh.    Preis  1  Mk  80  Pf. 

Leipzig.  CA.  Koches  Verlagsbuchhandlung. 

(J.  Sengbuich,) 
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XIX. 
Teilungen. 

Von 

Rudolf  Gaertner. 


Vorwort.  Geometrische  Gebilde  durch  Teilung  auf  einander 
zu  beziehen  ist  ein  schon  gebrauchtes  Verfahren.  Man  spricht  von 
dem  geometrischen  Ort  der  harmonischen  Teilung.  Das  Abbildungs- 
princip  der  reciproken  Radien  ist  nichts  Anderes.  In  einer  kurzen 
Schrift  über  „die  Polaren  der  algebraischen  Curveu"*)  zeigte  ich, 
dass  auch  die  Polaren  als  das  Ergebniss  einer  Teilung  angesehen 
werden  können.  Die  Principien  der  Teilung  zu  verallgemeinern  ist 
die  Aufgabe  vorliegender  Abhandlang. 

Inhalt. 

§  1.  Bedeutung  der  Teilungen.  §  2.  Allgemeine  Beziehung 
zwischen  gegebenen  Polfernen  und  Rotationswiukel.  Transformation 
der  Teilungsgleichung.  §  3.  Volldeutige  und  minderdeutige  Tei- 
lungen. §  4.  Die  Tciluugsgleichuug  als  Ortsgleichung.  §  5.  Wech- 
selbeziehung zwischen  Pol  und  Teilpunkt.  §  6.  Durch  Centralpro- 
jection  auf  parallele  Träger  wird  die  Teilung  nicht  geändert.  §  7. 
Allgemeine  Gesetze  der  homogenen  Teilungen.  §  8.  Polaren.  §  9. 
Unendlich  ferne  Pole.    §  10.    Centralen. 


*)  Vergl.  Grunert's  Arch.  d.  Math.  u.  Phys.     Zweite  Reibe,  VJI,  2. 
▲rch.  d  M atli.  u.  Phyaik  2.  Seihe.  T.  X.  22 
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§  1.    Bedeutung:  der  Teilungren. 

Auf  einer  Geraden  seien  n  „6  ran  dp  unkte''  R^  bis  Rn  ge- 
geben. Ein  fester  Punkt  O  dieser  Geraden  sei  der  Nullpunkt  der 
Messung.  Derselbe  heisse  „Pol".  Die  Lage  jedes  Punktes  der 
Geraden  wird  durch  seine  Entfernung  vom  Pol,  die  sogenannte 
„Polferne"  gemessen.  Es  bestehen  die  n  „gegebenen  Pol- 
fernen'*  r^  bis  r„.  Die  Gerade  selbst  heisse  „Pol gerade"  zum 
Unterschiede  von  denjenigen  Geraden,  welche  nicht  durch  den  Pol 
gehen. 

Die  n  gegebenen  Polfernen  sollen  n  „Einheiten"  vorstellen, 
mittelst  deren  jeder  beliebige  Punkt  der  Polgeraden  gemessen,  d.  h. 
auf  den  festen  Pol  bezogen  wird.  Diese  beliebigen  Punkte  der  Pol- 
geraden treten  als  gesuchte  Punkte  auf  und  werden  durch  die 
„gesuchten  Polfernen"  q  gemessen.  Ihre  Lage  wird  daher  stets 
durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

(0)  F(q,  r„  r„  .  .  .  rn)  -  0  ») 

auf  den  festen  Pol  bezogen. 

Wie  wir  nun  gewohnt  sind  von  harmonischer  Teilung  zu  sprechen 
und  diese  Teilung  durch  eine  Construction  zu  erzeugen,  so  wollen 
wir  in  vorliegendem  Falle  annehmen,  es  gäbe  eine  Teilung,  d.  h. 
Construction,  welche  jene  gesuchten  Punkte  erzeugt  und  nennen 
letztere  Punkte  „Teil punkte"  die  Gleichung  (0)  jedoch  „Tei- 
lungsgleichuog".  *) 


1)  Der   höchste  Grad    der  Variabelen   g   giebt   die    Zahl    der   geaachten 
Paukte  an. 

2)  Die  einfachste  Form  einer  Teilongsgleichnng 

^  =1  kr 

zeigt  an,  dass  anf  einer  Polgeraden    der  Fol  O  sowie  ein  Grnndpankt  R  ge- 
geben, dagegen  ein  Teilpankt  gesneht  ist,  welcher  der  Gleichung 

^  =  kr 
genfigt.  Ist  Jk  =  J  so  muss  die  Strecke  OR  in  drei  gleiche  Teile  geteilt  werden. 
Das  erste  Drittel  von  O  aus,  in  der  Richtung  des  Grundpnnktes  R  angetra- 
gen, bestimmt  den  Teilpunkt.  Wir  fahren  das  Beispiel  an  um  zu  zeigen,  dass 
der  Begriff  der  Teilung  der  einfachsten  Form  unserer  Gleichungen  zu  Grunde 
liegt.  Eine  Teilung  höheren  Grades  leichter  anschaulich  zu  ronchen  hüben 
wir  „Teilung"  und  „Construction'^  idcntificirt.  Ob  eine  solche  Construction 
möglich  ist  oder  nicht,  ob  dieselben  Teilpunkte  durch  eine  Construction  oder 
durch  mehrere  in  ihrer  Art  verschiedene  Constructionen  erlangt  werden  kön- 
nen, gilt  ans  als  völlig  nebensächlich. 
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Indem  wir  die  Teilang  als  Constraction  stets  vollzogen  denken, 
befinden  sich  die  Teilpunkte  auf  der  Polgeraden  in  der  ihnen  durch 
die  Teilungsgleichung  (0)  vorgeschriebenen  Lage.  Setzen  wir  zur 
Abkürzung  r  an  Stelle  der  gegebenen  Polfernen  r,  bis  r„,  so  er- 
kennen wir 

I.  Die  allgemeine  Teilungsgleidiung 

(1)  F{Q,  r)  =  0 

giebt  eine  Gleichung  a/i,  mj  der  ausser  der  gesuchten  Pol  ferne  q  uud  den 
gegebenen  Ptd fernen  r^  bis  r«  nur  tioch  bestimmte  ^numerisclie  TV^r/ö"  ent- 
halten sind. 

Durch  die  gegebenen  Polfernen  r  werden  die  Grundpunkte, 
durch  die  gesuchte  Polferne  g  die  Teilpunkte  auf  den  gemeinsamen 
festen  Pol  bezogen. 

Wie  jede  Gleichung  eine  bestimmte  Anzahl  von  Wurzeln,  so 
bedingt  jede  Teilungsgleichung  eine  bestimmte  Anzahl  von  Teil- 
pnnkten,  gleichviel  ob  diese  Punkte  reell  oder  imaginär  sind.  Daraus 
Bchliessen  wir 

II.  Sind  P(ßl  und  Grund^mnlie  der  Lage  nach  gegeben^  so  mrd  durch 
die  TeilungsgleicJiung  (1)  die  Lage  dei'  Teilpunkie  bestimmt. 

Wie  ferner  jede  Gleichung  durch  jeden  ihrer  Wurzel  werte  er- 
füllt wird,  so  gilt  auch  die  Teilungsgleichung  nicht  nur  für  die  Ge- 
samtheit der  sie  bedingenden  Teilpunkte,  sondern 

III.  Die  Teilungsgleichmg  (1)  gilt  für  jeden  einzelnen  Teilpunkt,  *) 

Waren  die  n  Grundpunkte  bisher  in  starrer  Lage  gedacht,  so 
sollen  sie  sich  jetzt  nach  beliebigem  Gesetze  in  der  Polgeraden  be- 
wegen. Jedem  Moment  der  Bewegung  entspricht  dann  eine  starre 
Lage  der  Grundpunkte.  Obgleich  sich  bei  dieser  Bewegung  die  n 
gegebenen  Polfernen  ändern,  so  werden  die  n  Grundpunkte  doch  in 
jedem  Moment  der  Bewegung  als  gegeben  betrachtet,  und  zwar  soll 
allgemein  der  Grundpunkt  Ei  in  jeder  Lage  durch  die  gegebene 
Polferne  n  gemessen  werden,  d.  h. 

IV.  Die  n  Grundpunkte  werden  in  jedem  Moment  der  Bewegung  dui'ch 
dieselben  n  gegebenen  Polfernen  r  auf  den  festen  Pol  bezogen. 

Die   Bewegung  der  n   Grundpunkto    hat   gemäss  II.    eine  ent- 


1)  Bezieht  sich  aber  stets  auf  den  festen  Pol  als  Nullpunkt. 

22» 


Digitized  by 


Google 


340  Gaertner:   Teilungen, 

sprechende  Bewegung  der  Teilpunkte  zur  Folge.  In  jedem  Moment 
der  Bewegung  bilden  Grundpunkte  und  Teilpunkte  ein  starres  System, 
welches  stets  durch  dieselbe  Teilnngsgleichuug 

FiQ,  r)  =  0 

auf  den  festen  Pol  bezogen  wird. 

Fällt  bei  der  Bewegung  der  Grundpunkte  und  der  davon  ab- 
hängigen Bewegung  der  Teilpunkte  einer  der  letzteren  auf  einen 
Gruudpunkt,  so  gilt  für  diesen  die  Gleichung 

p  —  r    oder    p  —  r  —  0     auch    -  •=  1 

r 

Fallen  für  den  speciellen  Fall  m  »  n  sämtliche  Teilpunkte  mit  den 
n  Grundpunkten  zusammen,  so  zeigt  dies  die  Gleichung 

(2)  (p-r,)(p  -r,)  .  .  .  (p— r„)  «  0 

an.    In  diesem  speciellen  Falle  ist 

"*  »"l  ^  ♦•«'*"  '        rn 

und  wir  erkennen  hier  die  anfangs  erwähnten  n  ,,Einheiteu'^  der 
Teilung.  Die  Teilung,  welche  Gleichung  (2)  angiebt.  nennen  wir 
,, Einheitsteilung''  oder  „Grundteilung". 

Mit  jeder  unendlich  geringen  Lagenänderung  der  Grundpunkte 
sei  eine  Drehung  der  Polgeraden  —  im  Pol  —  um  einen  unendlich 
kleinen  Winkel  verbunden.  Die  n  Grundpunkte  mögen  bei  dieser 
Lagenänderung  eine  gegebene  a.  C.  n.  0.  >)  durchlaufen.  Denken 
wir  auf  jeder  Polgeraden  die  Teilung 


1)  a.  C.  n.  O.  Abkürenng  fQr  „algebraische  Carre  nter  Ordoong". 

Anm.     Satz  III a  lasst    sich    auch    wie    folgt   ableiten:    Grundcorve  und 
Teilcnrve  seien  durch  die  Gleichungen 

^(.r,  y)  =  0  resp.  T(x,  y)  =  0 
auf  ein  gemcinsnincs  rechiwinkliges  Achscnsystem  bexogen,  dessen  Anfangs- 
punkt der  feste  Pol  0  sei.  Tran  »form  Iren  wir  beide  Gleichungen  in  PoiKr- 
ooordinaten  und  hezeichnon  im  Sinne  unserer  To.ilungsgleichungen  den  lladin?- 
vcctor  der  Grundcurve  mit  r,  denjenigen  der  Tcilcurre  mit  (;,  jjo  entstehen 
die  Gleichungen 

(7(r,  if/)  r-  0         resp.      T((j,  y»)  =  0 

worin  ^  den  Rotationswinkcl   bedeutet.     Da   Grundpunktc    und  entsprechende 
Teilpunkte  stets  auf  ein  und  derselben  Polgeraden  liegen,  so  ist  der  Rotations- 
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F(g,  r)  «  0 

als  Constructiou  erzcagt,  so  mass  infolge  IT.  der  Ort  dieser  Teilung 
eine  algebraische  Curve  sein.    Es  besteht  wie  vorher  der  Satz: 

III  a.  Die  Teiluiigsgleichung  gilt  für  jeden  Putikt  der  Teiicurve 
(vergl.  III.) 

Wie  der  Büschel  der  Polgeraden  als  Ort  der  Teilung  in  Bezug 
auf  eine  Grnndcurve  eine  Teiicurve  entstehen  lässt,  so  zeigt  das 
Bündel  der  Polgeraden  als  Ort  der  Teilung  in  Bezug  auf  eine 
„Grundfläche^^  eine  „Tei]flächo*^    Auch  hier  besteht  der  Satz: 

III  b.     Die  Teilungsgleichung  gut  filr  jeden  Punkt  der  Teilfläche, 

Die  zu  Grunde  gelegte  Fläche  wird  durch  die  £iuheitst«ilung 
gemessen.  Die  Gleichungen  beziehen  sich  wie  stets  so  auch  hier  auf 
den  festen  Pol. 

Die  Teilungsgleichung 

F((f,r)-0 

hat  aho  ixtr  anderen  Ortsgleichnngen  den  Vorzug  in  ungeänderter  Form  auf 
der  Geraden  eine  Punktreihe  ^  in  der  Ebene  eine  algebraüiche  Curce  und  im 
Räume  eine  Fläche  zu  bedeuten.     Mit  der  Annahme  der  Teilungsgleichung 

F{f,  r)  -  0 
aber  sind  wir  gezwungen  die  EinfieitsteUung 


Winkel  yf  beiden  Panktreihcn   jeder  Polgeraden   gemeiosam.     Wir  können  ihn 
daher  eliminiren  und  erhalten  die  Gleichung 
(1)  F(g,  r)  =  0 

dies  ist  die  Grleiehung  der  gesuchten  Teilcnrre  in  Polarcoordinaten«  Jeder 
Fnnkt  der  Teiicurve  genügt  also  der  Gleichung  (1),  welche  mit  unserer  Tei- 
Inngsglcichung  identisch  ist  Wir  erkennen,  dass  die  Teilungsgleichnngen  als 
Polargleichnngen  aufgefasst  werden  können.  Der  Botationswinkel  tritt  nicht 
mehr  als  Variabele  auf,  weil  er  der  Grundcnrren-  und  Teilcurrengleichnng 
als  gemeinsam  eliminirt  werden  konnte*    Mögen  wir  aber 

F(q,  r)=0 
als  Teilungsgleichung    oder    als  eine    auf   Folarcoordinaten  bezogene  Ortsglei- 
chung  betrachten,  in  beiden  Fällen    mnss  die    „Einheitsteilung^  als  Gleichung 
der  Grundcur?e  aufgestellt  werden. 
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als  Gleichung  d&^jemgtn  GrundgehUdes  ^   sei  es  Punktrethe,   Curve  oder  Fläche 
zu  betrachten,  in  Bezug  auf  welches  die  Teilung  stattfindet. 

Die  folgendeu  Paragraphen  bescbäftigon  sich  mit  Gebilden  der 
Ebene. 


§  2.    Allgremeine  Beziehung:  zwischen  gregrebenen  Polfemen  und 
Rotatlonswlnkel.    Transformation  der  Tellangrsgrlelchnngr. 

Die  Grandeurve  sei  durch  eine  Gleichung  der  Variabeln  x  und 
y  auf  rechtwinklige  Coordinaten  bezogen.  Coordlnaten-Anfang  sei 
der  feste  Pol.    Man  ordne  die  Gleichung  nach  homogenen  Summen. 

(k) 
Bezeichnet   u    die  homogene  Summe  A;ten  Grades  der  Yariabelen  x 
und  f/,  so  bat  die  Gleichung  der  Grundcurve  (a.  C.  n.  0.)  die  Form 

(n)     (n-1)     («-2)  (0) 

(0)  tt+u-fi*    -|-...4-tt«o 

Durch  die  Substitution 

X  =  g  cos  ^    und    ^  =  p  sin  ^ 

gehen  wir  zu  einem  Polarsystem  über,  dessen  Pol  mit  dem  ursprüng- 
lich gegebenen  festen  Pol  zusammenfällt.  Die  homogene  Summe 
(h)  (k)  {k) 

u  kommt  durch  diese  Substitution  auf  die  Form  g^iff^  worin  ^    eine  ho- 

(k) 
mogene  Summe  kten  Grades  bedeutet,  welche  sich  von   u   nur  da- 
durch unterscheidet,  dass  cos  t^  an  Stelle  von  x  nnd  sin  ^  an  Stelle 
von  y  getreten  ist.    Die  Gleichung  (0)  der  Grundcurve  geht  daher 
über  in 

(n)  (n-1)  (n~2)  (0) 

(1)  ß"  xp  +p»»-i  t^      -f  e*~2      V      +  .  .  .  +  tfi  =  0 

(») 
Dividirt  man  diese  Gleichung  durch   rp  ,  so  entsteht 

(n-1)  (n-2)  (0) 

(2)  9^+9^-^     (^    +9--^    -^    +...-f  ^==0 

'üf  iff  xp 

Dieselbe  a.  C.  n.  0.  wird  aber  auch  durch  die  Einheitsteilung 
(p-»'i)(p-'*2)(^— ^s)  •  •  •  (^  — ♦"».)— 0 
auf  den  festen  Pol  bezogen.    Entwickelt  man  dieselbei  so  wird 
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(1)  (2)  (n) 

(3)     p«  — pn-l     r    +p*»-2    r  —  .  .  .  ±     1   r  — 0 

Da  die  GleicLuDgen  (2)  und  (3)  für  jeden  Wert  der  veränderlichen 
Grösse  q  einander  gleich  sind,  so  erkennen  wir  nach  der  Methode  der 
anbestimmten  Coefficienten  folgende  besonders  wichtige  Beziehung 
zwischen  den  gegebenen  Polfemen  r  und  dem  Rotationswinkel  y 

(n-h)  (k) 

I.  r  -  ±      (n)     resp.         r       =  ±  («) 

Das  Vorzeichen  moss  mit  successiver  Aenderung  von  A;  um  1  stetig 
wechsein. 

Die  gefundene  Beziehung  I.  gestattet  eine  sehr  einfache  Trans- 
formation derjenigen  Teilungsgleichungen,  in  denen  die  Polfernen  r 

(*)  (h) 

nur  in  der  Summenform  r  vorkommen,  da  diese  Summen  r  aus 
der  Teilungsgleichung  mittelst  der  Beziehung  I.  unmittelbar  eliminirt 
werden  können.    Die  Teilungsgleichung  kommt  dadurch  auf  die  Form 

F{p,  ij;)  -  0 

Befinden  sich  aber  einzelne  Polfernen  r  in  der  Teilungsgleichung, 
so  dient  zu  ihrer  Berechnung  die  Gleichung  der  Grundcurve  in  der 
Form 


II.     r»»+r»»-i 


in  welcher  r  an  Stelle  des  q  der  Gleichung  (2)  getreten  ist,  doch 
wird  die  Berechnung  der  Polfernen  r  aus  der  Gleichung  II.  allge- 
mein in  den  Fällen  unmöglich,  wo  Gleichung  IL  den  vierten  Grad 
überschreitet.  Nach  Elimination  von  r  aus  Grundgleichung  IL  und 
Teilungsgleichung  bleibt  wie  oben  eine  Gleichung  von  der  Form 

F{q,  V')  =  0 

{h)  {k) 

Da,  wie  schon  erwähnt  q^  yf  die  Polarform  von  u  ist,  so  geht 
Gleichung 

durch  die  Substitution 


(«-1)                 (n-2) 

(0) 

(n)      ^"^           (»)      ^•' 

■  +  $,- 

-0 

if                        V 

^ 

in 


F(p,  t/;)  -  0 

(*)  (*) 

p*  ip    —    u 
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F(u)  =  0  . 

über.  Es  wird  hier  nur  der  rückwärtige  Gang  durcbgemacht,  welcher 
in  der  Anmerkung  des  §  1.  eingeschlagen  wurde,  um  die  Teilungs- 
gleicbungen  als  Polargleicbungcn  erkennen  zu  lassen. 

§  3.    Yolldoutlge  und  minderdcutige  Teilungen. 

Das  Wesen  der  allgemeinen  Teilung  tritt  erst  nach  genauerer 
Untersuchung  der  Teilungsglcichung  mtcn  Grades 

(0)  F'n  (p,  r)  =  0  ') 

deutlich  hervor.  Es  wird  angenommen,  dass  diese  Gleichung  (0) 
nicht  mehr  durch  p  dividirt  werden  kann,  dass  also  das  letzte  Glied 
der  Gleichung  (0)  kein  q  enthält.  Gleichung  (0)  sagt  aus:  Auf  jeder 
Polgeraden  bestehen  m  Teilpunkte,  wenn  bestimmt  ist,  welcher  der 
gegebenen  Grundpunkte  i2j,  welcher  R^  n.  s.  w.  ist.  Vertauschen 
wir  die  n  Grundpunkte  unter  einander,  so  wird  auch  die  Teilung 
(0)  andere  Teilpunkte  bedingen. 

Wir  nennen  die  Teilung  (0)  „eindeutig",  wenn  trotz  belie- 
biger Vertauschung  der  Grundpunktc  ^)  dieselben  m  Teilpunkte  eut- 
stehen,  dagegen  „m  e  h  r  d  e  u  t  i  g'\  wenn  eine  Vertauscbuug  der  Grund- 
punkte neue  Teilpunkte  erzeugt. 

I.  Eindeutig  sind  diejenigen  Teilungsgleichungen,  in  denen  nur  Summen 
von  r  in  der  Form    r    mrkommen, 

weil  in  diesen  Summen  jedes  r  beliebig  seine  Lage  Tertauschen 
kann,  also  auch  umgekehrt  jeder  Grundpunkt  auf  der  Polgeraden 
seinen  Platz  gegen  einen  anderen  wechseln  kann. 

Eine  Teilungsgleichung  kann  eindeutig  und  mehrdeutig  zur  An- 
wendung gelangen.    Z.  B.  ist  die  Teilung 

in  Bezug  auf  drei  gegebene  Gerade  eindeutig,  wenn  jeder  Geraden 
ein  bestimmtes  r  zugemessen  wird,  zweideutig,  wenn  jeder  Geraden 


1)  m  soll  den  Grad    der  Teilaogsgleichang    in    Bezug   auf   die  Tariabele 
Folfeme  q  andeaten. 

2)  d.  h.  Ton  den  n  Grundpunkten  einer  beliebigen  Polgeraden  wird  jeder 
einmal  der  Grandpankt  Rk- 
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zwei  der  gegebenen  r  bestimmt  zugemessen  werden^),  dreideatig, 
wenn  jede  Gerade  einmal  dnrch  r^  ein  zweites  Mal  dnrch  r,  nnd 
das  dritte  Mai  dnrch  r^  gemessen  wird. 

In  Bezug  anf  einen  Kegelschnitt  und  eine  gegebene  Gerade  ist 
Teilung  (a')  eindeutig,  wenn  durch  r^  und  r^  der  Kegelschnitt, 
durch  vq  die  Gerade  gemessen  wird,  dagegen  zweideutig,  wenn  z.  B. 
durch  r^  die  Gerade  und  durch  r^  und  r^  der  Kegelschnitt  gemessen 
wird.  Letzteres  erklärt  sich  aus  folgendem  Umstände:  Ist  R  ein 
gleitender  Punkt  des  Kegelschnittes,  so  können  wir  nicht  sagen,  der 
Punkt  E  soll  bis  zu  einer  bestimmten  Grenze  durch  r^  Ton  da  ab 
durch  r,  gemessen  werden.  Selbst  wenn  dies  angienge,  würde  durch 
rj — rj  eine  Wurzel  in  der  Gleichung  der  Teilcurve  auftreten,  weil 
's  —  ^3  ans  der  Gleichung  des  Kegelschnittes  (für  Polarcoordinaten) 
zu  entnehmen  ist.  Dadurch  wird  ein  Quadriren  der  Teilungsglei- 
chung notwendig,  welches  anzeigt,  dass  in  Bezug  auf  den  gegebenen 
Kegelschnitt  sowol  r, — r^  als  auch  r^ — rj  zu  berücksichtigen  ist.  Die 
Teilung  wird  also  zweideutig.    Ihre  Gleichung  lautet  in  diesem  Falle: 

Ist  eine  Teilung  mehrdeutig,  so  wollen  wir  das  Product  aller 
möglichen  Teilungsgleichungen  als  „volle  Teilung^'  bezeichnen, 
oder  die  Teilung  „volldeutig"  nennen. 

IL     Die  oißUdeutige  Teilung  gilt  für  aüe  minderdeutigen  Teilungen^ 
denn  sie  umfasst  alle  ihre  Producte. 

Die  Teilung 

(a**)     (^-r, -rjj  +  raXß  — r,  — r3-frj)(e— r,-r8  +  ri)  =  0 

gilt  für  alle  Gmndgebildo  beliebiger  Ordnung,  wenn  nur  die  Bedin- 
guug  erfüllt  ist,  dass  auf  keiner  Polgeraden  ausserhalb  des  Pols 
mehr  als  drei  Grundpunkte  auftreten.  Kann  in  Bezug  auf  irgend 
eines  dieser  Grundgcbilde  miuderdcutig  geteilt  werden,  so  ergiebt 
die  volle  Teilung  als  Ort  der  Teilung  eine  algebraische  Curve, 
während  die  miniierdeutige  Teilung  eine  reine  Curve  erzeugt,  vor- 
ausgesetzt, dass  keine  geringere  Deutung  möglich  war. 

Liegt  der  Teilung  (a*")  eine  algebraische  Curve  zu  Grunde, 
welche  einen  k  fachen  Punkt  im  Pol  hat,  auf  jeder  Polgeraden  aber 


1)  z.  B.  sollen  die  Geraden  «/p  g^^  g^  daf  erste  Mal  durch  r| ,  r,,  r, 
gemtsien  werden;  das  zweite  Mal  sei  bestimmt,  dass  ^|  durch  r,,  y,  dnrch 
r,  nnd  5,  durch  r|  gemessen  wird. 
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ausserhalb  des  Pols  im  allgemeinen  drei  Grnndpnnkte  nachweist,  so 
kann  die  Gleichung  dieser  a.  G.  (3-^A;)  0.,  welche  eigentlich  die 
Form  hat 

doch  in  der  einfacheren  Form 

(9—^1)  (Q  -  »•«)  (9  -  »'s)  —  ^ 

geschrieben  werden,  weil  die  in  den  Pol  fallenden  k  Grundpunkte 
von  keinem  £influs8  auf  die  Teilung  der  Polgeraden  sind,  was  schon 
daraus  erhellt,  dass  in  der  Teilungsgleichung  (a'^)  nur  die  gegebenen 
Folfemen  derjenigen  Grundpunkte  vorkommen,  welche  auf  jeder 
Folgeraden  ausserhalb  des  Pols  erscheinen. 

Wir  bemerken  allgemein,  dass  die  Teilungsgleichung 

F'«(g,  r)  =  0 

sowol  auf  einen  beliebigen  Nullpunkt  in  der  Ebene  der  a.  C.  n.  O. 
wie  auch  in  erweitertem  Sinne  auf  den  k  fachen  Punkt  einer  a.  C. 
(n-f-*)  0.  als  Pol  bezogen  werden  kann.  Die  Teilung  erleidet 
dadurch  keine  Aenderung.  Der  Ort  der  Teilung  aber  wird  je  nach 
der  Gestalt  der  Grundcurve  verschieden  sein.  Wie  die  Einheits- 
teilung einen  vielfachen  Punkt  der  Grundcurve  im  Pol  nicht  anzu- 
zeigen braucht,  so  wird  auch  die  allgemeine  Teilungsgleichung  alle 
diejenigen  Fälle  in  sich  schliessen,  in  denen  der  Pol  als  vielfacher 
Punkt  der  Teilcurve  auftritt,  gleichviel  ob  die  Grundcurve  im  Pol 
einen  vielfachen  Punkt  hat  oder  nicht. 

Der  nächst  liegende  Weg  den  etwa  vorhandenen  vielfachen 
Punkt  der  Teilcurve  im  Pol  zu  bestimmen  wäre  folgender:  Wir 
bringen  die  Toilungsgleichung  nach  Art  des  §  2.  auf  die  homogene 
Form 

F(u)  «  0 

Fehlen  dieser  Gleichung  die  m  homogenen  Summen  u  niedrigsten 
Grades,  so  hat  die  Teilcurve  einen  m  fachen  Punkt  im  Pol. 

Als  Beispiel  soll  der  Ort  der  Teilung 

b)  p=ri  — r, 

in  Bezug  auf  eine  beliebige  a.  C.  IL  0.  bestimmt  werden.  Die  Glei- 
chung der  Grundcurve  sei 

(2)      (1)     (0) 
tt  +  u  +  tt  =  0 
Ihre  Polarform  ist 
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(2)  (1)       (0) 

Die  gegebcucu  Polferucu  rj  uad  r^  siud  die  Warzeln  dieser  Glei- 
cliaog;  es  wird 

Die  Gleichung  der  Teilcarve  ist  daher 
(1)  (0)  (2) 

^''  ' ^) 

Diese  Gleichung  oiilspricht  der  yollen  Teilangsgleichuog 

welche  ans 

(p-ri+r^Xp  — rg  +  rj)  «0 

durch  AusmultiplicircD  entsteht.  Es  vollzieht  sich  also  die  Voll- 
deatigkeit  von  selbst,  wenn  dieselbe  anfangs  nicht  in  Rechnung  ge- 
bracht wird.  Gleichung  (b|)  muss  mit  g^  multiplicirt  werden-,  es 
entsteht 

(2)  (1)  (0)   (2) 

(k)  (k) 

da  allgemein  q^  ^    die  Polarform  von    u    ist,  so  wird 

(2)   __  (1)         (0)  (2) 

Die  gesuchte  Teilcnrve  ist  daher  eine  a.  C.  IV.  0.,  welche  im  Pol 
einen  Doppelpunkt  hat'  (Siehe  Anm.) 

Eine  andere  Art  den  etwa  vorhandenen   vielfachen  Punkt  der 
Teilcurve  im  Pol  zu  erkennen,  zeigt  der  folgende  Paragraph. 


Anm      Oft  wird  es  behofs  Transformation  der  Teilungsgleichang 
F(g,  r)  =  0     in     F(u)  =  0 
von  Vorteil  sein,   die  Tolldentige  Teilung    za  benutzen,    weil  die  Berechnung 
der  Wurzeln  r,  bis  r»  der  Grnndgleichnng  II.    §  2.  dadurch  umgangen  wird. 
So  läatt  sich  z,  B.  die  ToUdeDtige  Teilung  (a'")  in  der  Form  Bebreiben 

(1)  (1)  (1) 

(d-  r  +2rs)(<»-  r  +2r,)(e-  r  +2r,)  =  0 
und  ergiebt  nach  teilweiser  Entwickelnng 
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§  4.      Teilangrsg^leiehangr  als  Ortsgleichangr. 

Es  kann  nicht  im  Sinno  dieser  Abhandlang  liegen,  Teilungs- 
gleichungen  aufzustellen,  um  sie  nachher  durch  andero  zu  ersetzen. 
Den  Ort  der  Teilung  zu  erkennen,  bedarf  es  nicht  erst  der  Trans- 
formation der  Teilunffsgleichung  in  bekannte  Formen.  Vielmehr 
muss  die  Teilcurve  in  ihrem  ganzen  Verlaufe  einzig  aus  der  Tei- 
lungsgleichung unter  Bezugnahme  auf  die  Grundcurve  erkannt  wer- 
den, da  sie  ja  umgekehrt  durch  die  Teilung  in  Bezug  auf  die  Grund- 
curve entstanden  ist. 

Zunächst  versuchen  wir  einen  Weg  einzuschlagen,  welcher  den 
etwa  vorhandenen  vielfachen  Punkt  der  Teilcurve  im  Pol  unmittelbar 
aus  der  Teilungsgleichung  erkennen  lässt.  Angenommen  wird,  dass 
der  Pol  ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene  der  a.  C.  n.  0.  ist  und  die 
Teilungsgleichung  nicht  mehr  durch  q  dividirt  werden  kaun. 

Setzen  wir  in  der  Teiluugsgleichung    -F(p,  r)  =  0 

so  fallen  alle  Glieder,  welche  q  enthalten,  fort,   und  es  bleibt  eine 
Gleichung  übrig  von  der  Form 

Ö(r)«0 


(1)  (1)       (1)  (1)     (2)        (3) 

(P~r)»~(e-r)*2r    +(p-'  r)4r +8r     =0 

In  dieser  rolldeatigen  Teilung  kommen   nar  Summen   von  r  in  der  Form     r 
Tor.     Sie  hat  nach  I.  wieder  den   Charakter    einer  eindeutigen  Teilung  ange- 
uommcn  und  kann  leicht  mittelst  der  Beziehung  I.  §  2.  auf  die  Form 

F(u)  =  0 
gebracht  werden.     Würden  wir  aber  dieselbe  Teilung  in  der  Form 

eindeutig  auf  ein  Grundgebilde  beziehen,  welehes  eine  toUc  Teilung  erfordert, 
z.  B.  auf  eine  reine  Curve  dritter  Ordnung,  so  müssten  wir  zunächst  die  Wur- 
zeln der  kubischen  Gleichung 

(2)         (1)       (0) 

'•'  +  '•*  (3) +'•(3)  + (3) -0 
V;  1^  tf; 

bestimmen  und  in  obige  Gleichung  einsetzen  Kach  Rechnungen  langwierig- 
ster Art  würde  schliesslich  dasselbe  Resultat 

f\u)  =  0 
wie  oben  entstehen. 
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welche  ausser  numerischen  Grössen  nur  gegebene  Polferoen  ent- 
hält.   Die  Zahl  nun,  welche  angiebt,  wie  oft  die  Bedingung 

5  (r)  =  0 

von  den  Polgeraden  in  Bezug  auf  das  Grnndgebilde  erfüllt  werden 
kann,  zeigt  an,  wieviel  Polgeraden  die  Teilcurve  im  Pol  berühren; 
denn  liegt  umgekehrt  der  Pol  auf  der  Teilcurve  und  denken  wir 
einen  nahe  liegenden  Puukt  der  Teilcurve  mit  dem  Pol  verbunden, 
die  80  entstandene  Sehne  der  Teilcurve  —  d.  i.  eine  Polgerade  — 
aber  nach  derjenigen  Richtung  rotirend,  nach  welcher  sie  abnimmt, 
so  wird  sie  zur  Tangeute,  wenn 

wird.  Die  Frage  nach  dem  vielfachen  Punkt  im  Pol  ist  aber  iden- 
tisch mit  der  Frage  nach  der  Anzahl  der  Tangenten  im  Pol.  (Siehe 
unten  B.)    Um  zu  erkennen,  wie  oft  die  Bedingung 

ö(r)  — 0 

von  den  Polgeraden  in  Bezug  auf  das  Grundgebilde  während  der 
Rotation  der  Polgeraden  erfüllt  werden  kann,  muss  vor  Allem  die 
Mehrdeutigkeit  der  Teilungsgleichungen  in  Betracht  gezogen  werden. 
(Siehe  unten  A.)  Allgemeingültige  Anhaltepunkte  lassen  sich  nicht 
geben.    Jede  Teilungsgleichung  muss  für  sich  discutirt  werden. 

Aehnlich  wie  die  Frage  nach  dem  vielfachen  Puukt  im  Pol  er- 
ledigt sich  die  Frage  nach  den  unendlich  fernen  Punkten  der  Teil- 
curve.   Dividirt  maq  die  Teilungsgleichung  durch  q  und  setzt 

-  =  0    also     p  —  OD 

80  bleibt  das  erste  Glied  der  Tcilungsgleichung  bestehen.   Dieses  sei 

a{r)  «  0 
Die  Bedingung 

«(r)-0 

wird  demnach  von  denjenigen  Polgeraden  erfüllt,  welche  nach  un- 
endlich fernen  Punkten  der  Teilcurve  gerichtet  sind,  d.  h.  von  den- 
jenigen Polgeraden,  welche  den  Asymptoten  der  Teilcurve  parallel 
sind.  Wir  bemerken,  dass  bei  der  Untersuchung  einur  allgemeinen 
Teilung  zunächst  folgende  Momente  in  Betracht  kommen. 

A.  Dif  Teifunr/  int  in  tlezng  auf  Mehrdeutigkeit  zu  fintersuchen.  In 
aili/enieitieii  Fällen  w/  die  Teilung  coiUeutig  zu  nehmen.  In  s/^cieilen  FfÜlen 
kann  die  Teilung  ininderdeuiig  bestimmt  werden.  Der  allgemeine  Fall  gilt 
aucli  für  den  speciellen. 
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B.     Für 

ergiebt  die  Teilungagleichung 

Ö(r)  =0 
Die  Bedingung 

ö  (r)  =-  0 

ipird  mn  denjenigen  Ihlgeradcn  erftiiit,  welche  die  Teiicurre   im  Ihl  berühren. 
Die  Zcdd^  welche  angieht,  wie  oft  die   Bedingung 

6>  (r)  «  0 
vnn  den  Bd geraden  L  B.  a.  C.  n,   O.')  erfüllt  ivird^  gieht  die  Zahl  des  viel- 
fachen Punl'te.^  der  Teilcurce  im  Pid  an. 


C.     Für 

P    =     CD 

ergieht  die  Teilnngsgleichung 

Of(r)=rO 

Die  Bedingung 

«(r)-^O 

wird  vtm  denjenigen  Pdgeratlen  er  fällig  tvelche  parallel  zu  den  Asymptoten  der 
Teilcurve  gehen. 

Geht  die  Teilcurve  darch  den  Pol,  so  lässt  sich  die  Gestalt 
derselben  wie  folgt  näher  bestimmen.  Ein  Punkt  P  der  Teilcurve 
liege  nahe  dem  Pol  O.  Die  Polgerade  rotire  so,  dass  die  Sehne 
OP  kleiner  werde.  Während  die  Polgerade  rotirt,  nähert  sich  der 
Teilpunkt  P  dem  Pol  O.  Fällt  P  mit  O  zusammen,  so  sagen  wir 
der  Teilpunkt  erreicht  die  Grenzlage.  Zugleich  erreicht  die  Pol- 
gerade die  Grenzlage,  sie  wird  Tangente  im  Pol.  Wir  unterschei- 
den nun 

ff.  Die  Polgerade  rotire  üher  die  Grenzlage  oloie  den  Sinn  der  Drehung 
zu  ändern. 

D.  Der  Teiljmnk't  *)  P  Uherachreitet  auf  der  rotirenden  lUgeraden  die 
Grenzlage  im  Pol:  die  Sehne  OP  wird  zur  langeute;  der  Pü  ist  ein  Purdrt 
der  Teilcurce. 

E.  Der  Teilpunli  P  ändert  in  der  Grcnzlage  xeine  liichtung,  indem  er 
rückwärts  schreitet :  die  Bdgerade  wird  Dtym>eltangeiüe  im  Pol.  Die  Teil- 
curce zeigt  eine  Spitze  im  Pol.  Die  Zweige  der  Spitze  liegen  zu  beiden  Seiten 
der  Doppeltangente.     Der  Pol  iM  ein   Doppelpunkt  der  Teilcurce. 


1)  i.  B,  a.  C.  n.  O.     AbkÜixung    fftr    „in   B«ziig  nof   die  a.  C.  n.  O.", 
welche  zu  Grund«  llfgt. 

2)  Die  Bewegung    des  Tcilpunktes    P   muss    ans    der    Teilungsgleichnng 
unter  Bezugnahme  auf  das  vorliegende  Grundgebildc  erkanat  werden. 
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ß.  Die  B)lgerade  ändere  in  der  Grenzlage  den  Sinn  der  Drehung,  d,  7t. 
«  rntire  rüchctbts, 

F.  Der  TeiipunLi  P  übeiachreitet  den  lU:  die  Bdgerade  mrd  Weiide- 
i'Oifffnie  im  Bd.     Die  Teilcurce  hat  einen    Wendepunkt  im  Bd. 

G.  Der  Teilpunkt  P  äiulert  aeine  Richtung  im  PtU:  die  Teilcurce  zeigt 
tlite  Spiue  im  /W,  deren  Zweige  auf  dersellten  Seite  der  Doppeltangente 
ÜriftTi.    Der  Bd  üst  ein  Doppelpunkt  der  Teilcurce. 

Diesen  Merkmalen  fügen  wir  noch  hinzu: 

H.  /rf  der  Bd  ein  k  f acher  Punk-t  der  Grumtcurce,  so  werden  k  Pul- 
Jemen  r  zu  null. 

Setzt  inan  daher  in  der  allgemeinen  Teilnngsgleichung 

FXq,  r)  -  0 
welche  wir  ausfübrlicher 

^(9j  »-1,  ♦•«,.,.  rn)  ^  0 
schreiben 

rn  =  r„-i  =  rn-2  —  .  .  .  =  r«*— »*  l  —  0 

so  giebt  die  nea  entstehende  Teilungsgleichung 


Anm.     Als  Beispiel  soll  die  Teilung 

diicutirt  werden.     Der  Teilung    liege    eine    Hyperbel    in    beliebiger  Lage    sn 
Graode. 

ad  A.  Die  Teilung  ist  zweideutig,  da  sowol  r^ — r,  als  auch  r,  —  r| 
za  berflcksichtiges  ist.  Auf  jeder  Polgeradcn  entstehen  zwei  Teilpunkte, 
welche  gleich  weit  Yom  Pol  nach  verschiedeneu  Richtungen  entfernt  sind,  weil 
(>,  T=r^—r^     und     (>,  =   -  (r,  -  r,)     ist. 

ad  B.     Fflr 

eoUteht 

r,  —  r,  =  0     oder     r^  —  r,  r=  0 

la  beiden  F&llen  ist  die  Bedingung 

r,  =r, 
ZQ  erffiUen.     Es  giebt  nnr  zwei  Folgeraden,  welche  die  Bedingung 

r,  =  r, 
«rfüUen   kOnnen.    das  sind  die  Tangenten   an    die  gegebene  Hyperbel.     Diese 
Mden  Tangenten  sind   nach   B.  Tangenten   der  Teilcurve   im  Pol.     Liegt  der 
^^\  innerhalb  der  Hyperbel,  so  hat   die  Teilcurve  einen  isolirten  Doppelpunkt 
im  Pol.    Alsdann  giebt  es  keine  gemeinsamen  Tangenten  an  Hyperbel  und  Tcil- 
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PiQy  »-11  ♦•«,...  rn^k)  -  0 

die  neue  Teilung  sämtlicher  Polgeraden  an. 

J.     Nimmt  die  Teilungsgleichung 

F((!,r)=0 
durch  die  Substitution 

(k)  ß  =  r„  =  rn-l  -=  '«-2  «-...«  rw-jkfi 

die  identische  Fimn 

an,  so  erfüllt  sie  die  Bedingung  (k)  d.h.  die  Teilcurve  geht  durch  den  k  fachen 
Punkt  der  Gmndcurve^  denn  k  gegebene  Polfernen  müssen  gleich  {f 
sein,  wenn  ein  k  facher  Gruudpunkt  zugleich  ein  Teilpunkt  sein  soll. 

§  5.    Wechselbeziehung  zi?ischen  Pol  and  Teilpunkt. 

Bisher  wurde  die  Gesamtheit  der  Teilpunkte  auf  den  gegebenen 
Pol  bezogen.  Jetzt  soll  umgekehrt  der  Pol  auf  jeden  Punkt  der 
Teilcurve  bezogen  werden. 


curve.     Die  Teilcurve   ist   vierter  Ordnung,    da    ein  Doppelpunkt    in  den  Pol 
föllt,  ausserdem  auf  jeder  Folgernden  noch  zwei  Teilpunkte  bestehen, 
ad  C.     Für 

wird 

diese  Bedingung  wird  durch 

r,  =J-<»     und     r,  =  J-aD 
erfüllt,    d.  h.    diejenigen  beiden  Polgeradeu,    welche   den   Hjperbelasymptoten 
parallel  laufen,  geben  die  Asymptoten-Richtungen  der  Teilcurve  an. 

ad  ß.  Die  Folgerade  •  ändert  in  der  Grundlage  den  Sinn  der  Drehung, 
weil  sie  gezwungen  ist  einem  Punkte  der  Hyperbel  zu  folgen,  dieser  Hyperbel- 
pnnkt  aber  auf  demselben  Zweige  der  Hyperbel  weitergleitet,  sachdem  die 
Folgerade  die  Hyperbel  berührte. 

ad  F.  Der  Teilpuukt  überschreitet  den  Pol ,  weil  die  Polgerade  in  dem- 
jenigen Moment  die  Teilung  ändert,  wo  sie  die  gegebene  Hyperbel  berührt. 
Liegt  der  Pol  ausserhalb  der  Hyperbel,  so  hat  die  Teilcurve  einen  recllon 
zweifachen  Wendepunkt  im  Pol.  Die  ad  B.  erwähnten  Tangenten  vom  Pol 
an  die  Hyperbel  sind  Wendetangenten  der  Teilcurve. 

Da  der  Pol  ein  (eventuell  isolirter)  Doppelpunkt  der  Teilcurve  ist, 
zeigt  jede  Folgerade  zwei  Teilcurvcnsehnen,  welche  infolge  A.  von  gleicher 
Länge  aber  entgegengesetzt  gerichtet  sind.  Beide  Sehnen  erscheinen  als  eine, 
wenn  der  Pol  innerhalb  der  Hyperbel  liegt,  d.  h.  wenn  er  ein  isolirter 
Doppelpunkt  der  Teilcurve  ist. 
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Die  Teilangsgleichung 

(0)  F(Q,  r)  «  0 

gilt  für  jeden  Paukt  der  Teilcurve.  Greifen  wir  einen  beliebigen 
Punkt  derselben  heraus,  z.  B.  den  Teilpunkt  Pjt  und  verbinden  ihn 
mit  dem  Pol  O,  so  bezieht  die  Gleichung 

(k)  F(ß»,  r)=0 

in  der  (fu  an  Stelle  der  gesuchten  Polferne  g  der  Gleichung  (0) 
tritt ,  die  Lage  des  Teilpunktes  Pk  auf  den  Pol  O,  Gleichung  (k) 
gilt  auf  der  starren  Polgeraden  OPk.  Diese  Polgerade  hat  die  Grund- 
punkte Ri  bis  Rn- 

Der  Teilpuukt  A  soll  jetzt  Nullpunkt  der  Messung  werden,  und 
zwar  die  Lage  des  Pols  O  auf  den  Teilpunkt  Fk  bezogen  werden. 
Während  bisher  die  Strecken  0J7„  OR^  .  .  .  Maasseinheiten  wareu, 
sind  jetzt  PkRi^  PkR^,  .  .  .  Maasseinheiten.  Diese  neuen  Maass- 
einheiten bezeichnen  wir  mit  r^,,  r»^,  .  .  . 

In  Bezug  auf  die  Grundpunkte  findet  eine  Verschiebung  des 
Nullpunktes  statt.    £s  tritt  also 


rk,- 

-Qk 

an  Stelle 

von 

^1 

»•*•- 

-9k 

9»        »> 
allgemein 

»9 

»•« 

rjt- 

-Qk 

an  Stelle  von 

r 

Der  Teilpuukt  Pk  wurde  durch  die  gesuchte  Polferne  gjc  auf  den 
Nfrttheren  Nullpunkt  0  bezogen.  Jetzt  wird  der  Punkt  O  durch  die 
gesuchte  Polferne  —gu  auf  den  gegebenen  Teilpunkt  Pk  als  Null- 
punkt bezogen.    An  Stelle  der  Gleichung  (k)  tritt  daher  die  Gleichung 

Dies  ist  wiedeir  eine  Teilungsgleichung.    Während  also  die  allgemeine 
Teilungsgieichung 

(k)  F(Qk,  r)  -  0 

den  Teilpunkt  Pk  auf  den  Pol  O  als  Nullpunkt  bezieht,  misst  um- 
gekehrt die  Teilungsgleichung 

(kO  Fi'-gk,    n— pO-O 

die  Lage  des  Pols  O  vom  Teilpunkt  Pk  als  Nullpunkt. 

Gleichung  (k)  ist  aber  als  Gleichung  einer  algebraischen  Curve 
(denn  Gl.  (k)  ist  identisch  mit  Gleichung  (0))  so  aufgebaut,  dass 

Arch.  d.  Math.  n.  Phys.    2.  Beihe,  T.  X.  23 
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jeder  ihrer  Sammanden  in  Bezug  auf  gu  und  r  zusammengenommen 
gleich  hohen  Grades  ist.  Dasselbe  gilt  von  Gleichung  (k')  weil  Qk 
wie  r  der  Gleichung  (k)  durch  eine  Grösse  desselben  Grades  ersetzt 
wird.  Wenn  aber  jeder  Summand  der  Gleichung  (k')  in  Bezug  auf 
Qk  und  r  zusammengenommen  gleich  hohen  Grades  ist,  so  können 
wir  Gleichung  (k')  mit  —1  multipliciren  und  erhalten 

(k")  F(Qk,    ß»^rjfc)-0 

Den  Wechsel  in  der  Eigenschaft  als  Nullpunkt  zwischen  Pol 
und  Teilpunkt  wollen  wir  durch  die  Gleichung  angeben 

(a)  F{Qk,r)  =  F(Qk,     Qk'-rk)^0 

[gk  —  rk  statt  r] 

Der  Teilpunkt  Pk  war  ein  beliebiger  Punkt  der  Teilcurve.  Statt 
dessen  können  wir  jeden  anderen  Punkt  dieser  Teilcurve  wählen. 
Obige  Wechselbeziehung  (a)  gilt  also  zwischen  dem  Pol  O  und  jedem 
beliebigen  Punkt  der  Teilcurve.  Denken  wir  uns  nicht  allein  die 
Grundcurve,  sondern  auch  die  Teilcurve  in  ihrem  ganzen  Umfange 
gegeben,  und  wenden  das  soeben  gefundene  Resultat,  dass  Gleichung 
(k")  für  jeden  Punkt  der  Teilcurve  als  Nullpunkt  gilt  in  der  Weise 
an,  dass  wir  einen  Punkt  P  als  Nullpunkt  auf  der  Teilcurve  gleiten 
lassen,  während  seine  Verbindungslinie  mit  dem  Pol  um  letzteren 
einen  Strahlenbüschel  beschreibt,  so  bemerken  wir,  dass  die  Tei- 
lungsgleichung 

^(P*>     Qk  —  rk)  ■=  0 

auf  jeder  Polgeraden  eine  Reihe  von  Punkten  bedingt,  deren  einer 
in  den  Pol  fallen  muss.  Ist  die  Teilcurve  mter  Ordnung,  so  trifft 
der  gleitende  Punkt  P  die  vorerwähnte  Polgerade  01^  m  mal. 
Jedesmal  aber,  wenn  P  auf  dieser  Polgeraden  erscheint,  bedingt  die 
Teilungsgleichung 

^(^»j    Qk  —  rk)  =•  0 

eine  neue  Reihe  von  Punkten,  deren  einer  in  den  Pol  fällt.  Das- 
selbe gilt  auf  jeder  Polgeraden.    Der  Ort  der  Teilung 

^(e*j    ^ifc  -  n)  —  0 

ist  also  eine  a.  C,  welche  einen  m  fachen  Punkt  im  Pol  hat.  Diese 
Curve  nennen  wir  „secundäre  Teilcurve"  im  Gegensatz  zu  der  „pri- 
mären Teilcurve",  auf  welcher  der  Punkt  P  als  Nullpunkt  gleitet. 

Da  es  dem  Princip  der  Teilung  zu  Grunde  liegt,  die  Polfernen 
der  Grundcurve  von  jedem  beliebigen  Nullpunkte  durch  r^  bis  rn  zu 
messen,  so  wollen  wir  dies  auch  tun,  wenn  der  Nullpunkt  gleitet. 
Gleichung  (a)  gilt  wie  wir  wissen  für  jeden  Punkt  der  Teilcurve  als 
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Nallpunkt.  Wir  mttssen  also  an  Stelle  von  (fk  allgemein  q  setzen, 
wenn  Gleichung  (a)  auf  jeden  Pankt  der  Teilcorve  bezogen  werden 
soll.  Indem  wir  aber  die  Grnndcurve  durch  die  Folfernen  r^  bis  r«» 
auf  den  gleitenden  Punkt  P  beziehen ,  fällt  auch  für  die  gegebenen 
der  Index  k  fort.    Wir  finden,  die  Gleichung 

(b)  F(Q,r)  -  F(e,     (,-r)-0*) 

[p— r  statt  r] 

giebt  die  Wechsdbeziekung  zwischen  FdI  und  Teücwve  auf  jeder  Pol- 
geraden  an. 

Den  firttheren  Pol  O  können  wir  jetzt  als  Teilpunkt,  den  früheren 
Teilpnnkt  als  Pol  auffassen,  d.  h. 

I.  Die  Subttituium  q  —  r  statt  r  bedingt  einen  Wechsel  von  Pol  und 
TeäpunkL 

Sie  bedingt  aber  auch  eine  Bewegung.  Diese  Bewegung  giebt 
sich  auf  der  festen  Polgeraden  dadurch  zu  erkennen,  dass  die  durch 
obige  Substitution  entstehende  Gleichung 

nur  für  gewisse  Punkte  der  Polgeraden  als  Nullpunkt  gilt,  n&mlich 
fttr  jene  Punkte,  welche  vorher  durch  die  Teilung 

F(Q,  r)  -  0 

in  Bezug  auf  den  Pol  O  und  die  Grundpunkte  entstanden  waren. 
Die  neue  Gleichung,' 

bezieht  auf  der  festen  Polgeraden  die  Lage  des  Pols  O  (nebst  neu 
entstandenen  Punkten)  auf  jeden  der  früheren  Teilpunkte  als  Null- 
punkt »). 


1)  Eb  wird  nur  das  r  der  Teilongsgleichang 
F(p,  0  =  0 
ge&Ddert,  w&hrend  (»  tinge&ndert  bleibt. 
Ü)  So  giebt  s.  B.  die  Teilang 

p»  =  r,  r, 
in  Besag  auf  den  Pol  O  awci  Pnnkte   P,    und    P,    an,    welche  den  Grond- 
punkten  Ä,  und  Ä,  harmonisch  angeordnet  sind,     Die  Substitution  p  —  r  sUtt 
r  l&sst  die  Teilungsgleichnng 

28* 
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Wir  wollen  den  anf  der  Teilcurve  gleitenden  NuUpnnkt  „PoP^ 
nennen,  da  auf  ihn  die  Teilung  bezogen  wird.  Der  frühere  Pol  O 
soll  „fester  Punkt  O"  oder  nur  „Punkt  O"  heissen.  Das  Vor- 
bemerkte fassen  wir  kurz  in  folgender  Weise  zusammen: 

II.  Gleitet  der  Pol  auf  der  primären  Teilcurve  mter   Ordnung 

F(q,  r)  -  0 
de$  fegten  Htnktes  O  i.  ß.  a.  C.  n.  O.  *),  so  ist  der  Ort  der  Teihuig  • 

in  Bezug  auf  die  Schnittpunkte  jeder  durch  O  gehenden  Geraden  mä  der 
a.  C.  n,  O.  die  secundäre  Teilcurve,  Dieselbe  hat  einen  m  fachen  I^inkt  im 
festen  Punkte  O. 

Denken  wir  nun  um  den  auf  der  primären  Teilcurve  gleitenden 
Pol  einen  Büschel  beschrieben  und  in  jedem  Moment  des  Gleitens 
auf  „allen^^  Strahlen  dieses  Büscheis  die  Teilung 

FiQ,    (>-r)«0 

i.  B.  a.  C.  n.  0.  erfüllt,  so  ist  der  Ort  der  Teilung  in  jedem  Moment 
des  Gleitens  eine  a.  C,  welche  durch  den  festen  Punkt  O  geht,  weil 
sie  die  Verbindungslinie  des  gleitenden  Poles  mit  dem  festen  Punkte 
O  in  einer  der  vorgenannten  m  Pnnktreihen  schneidet,  aus  denen 
sich  die  secundäre  Teilcurve  zusammensetzte  und  jede  dieser  Punkt- 
reihen einen  Punkt  in  O  zeigte.    Diesen  Ort  der  Teilung 

i.  B.  a.  C.  n.  0.,  dessen  Pol  und  Nullpunkt  ein  beliebiger  Punkt  der 
primären  Teilcurve  sein  kann,  nennen  wir  „coordinirte  Teil- 
curve^'.   Es  besteht  das  Gesetz: 

III.  Gleitet  der  Pol  anf  der  primären  Teilcuroe 

F(Q,  r)=0 
des  Punktes  O  i.  B.  a.  C.  n,   O.,  so  beschreibt  die  coordinirte  Teilcurve 

F(q,    (.-r)=0 


entstehen.     Diese  Gleichung  bezieht  die  Lage  des  Pols  O  auf  jeden  der  beiden 
Punkte  P|  und  P«  als  Nullpunkt.    Sie  sagt  aus,  dass  der  frahere  Pol  0  halb 
so  weit  von  P,   (oder  P,)  liegt   wie   ein   zu  P^    (oder  P,)    harmonisch    zu- 
geordneter Punkt  in  Bezug  auf  die  Grundpunkte  i2|  und  R^, 
1)  i.  B,  G.  Abkürzung  für  ,,in  Bezug  auf  eine  Curve^« 
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ein    System   von    cdgebredschen     Curven^     deren  jede    durch  den    Punkt    O 
geht^). 

Die  nachmalige  Substitution   Q—r  statt  r  würde  einen   neuen 
Wechsel  von  Pol  und  Teilpunkt  anzeigen.    Der  Pol  würde  auf  der 


1)  um  eine  Anwendung  des  Satzes  III.  zu  zeigen,  mOge  der  Kegelschnitt 

(P— '•i)(f— '■t)  =  0 
und  in  seiner  Ebene  dsr  Fonkt    O   gegeben  sein.     Prim&re  Teilcurve  sei    die 
gerade  Polare  des  Punktes  O.     Diese  ist  der  Ort  der  harmonischen  Teilung  in 
Bezug  auf  den  Punkt  0  nnd  den  gegebenen  Kegelschnitt    Ihre  Gleichung  ist 
also 

Statt  dessen  k6nnen  wir  schreiben 
Die  Substitution  ^  — r  statt  r  crgiebt 


-0 


p— r,       e  — »•« 
Diese  Gleiehung  ist  wieder  identisch  mit 

d.  h«  die  coordinirte  Teilcurve  ist  eine  gerade  Polare.  Es  folgt  nach  Satz 
IIL ;  Gleitet  der  Pol  auf  der  geraden  Polare  des  Punktes  O  in  Bezug  auf 
einen  Kegelschnitt,  so  beschreibt  seine  Polare  einen  Strahlenbüschel  um  den 
Punkt  O. 

Anm.  zu  §  5.     Durch  die  allgemeine  Teilungsgleichung 
(0)  /'((,,  r)  =  0 

wird  der  Teilpunkt  P  einer  Polgeraden  auf  den  Pol  O  bezogen.  Auf  der 
Polgeraden  OP  gilt  aber  trotz  beliebiger  Lage  des  Grundpnnktes  R  die  Be- 
ziehung 

OP=z  OR  +  RP 
wofür  wir  kurz  schreiben 

(«)  e  =  r+r' 

Soll  nun  aus  obiger     Gleichung    diejenige  Gleichung    abgeleitet   werden, 
welche  umgekehrt  den  Pol  O  auf  den  Teilpunkt  P  bezieht,    so  bleibt  die  ge- 
suchte Folfeme  q  ungeändert,  während  infolge  a 
{/?)  an  Stelle  von  r  der  Wert  (>  — r'  tritt. 

Die  Gleichung 

bezieht  daher  den  früheren  Pol  O  auf  den  Teilpunkt  P  als  Nullpunkt.  In 
dieser  Gleichung  aber  tritt  r'  als  gegebene  Polfeme  auf.  Wir  bezeichnen  daher 
r'  mit  r  nnd  erhalten 
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secandären  Teilcurve  oder  auf  dem  System  coordinirter  Curven 
gleiten,  je  nachdem  die  Teilung  auf  demjenigen  Büschel  vollzogen 
wird,  dessen  Gentrum  der  feste  Punkt  O  ist,  oder  auf  einem  Büschel, 
welches  den  Pol  begleitet.  Diese  Betrachtung  würde  hier  zu  weit 
führen.  Es  sei  nur  bemerkt,  dass  die  nochmalige  Substitution  g—r 
statt  r,  so  bedeutungsvoll  sie  sein  mag,  doch  auf  die  ursprüngliche 
Teilungsgleichung 

FiQ,  r)  =  0 

führt,  wie  dies  die  Gleichung  anzeigt 

(c)  F(e,Q--r)  -  F(p,  r)=0 

[p  —  r    Statt    r] 


§.  6.    Bareh  Centralprojection  auf  parallele  Trftger  wird  die 
Teilung  nicht  geftndert. 

Setzt  man  in  die  allgemeine  Teilungsgleichung 

(0)  F{q,  r)  -  0 

(1)  JcQ    Statt    q    und    kr    statt    r 

worin  k  einen  beliebigen  numerischen  Factor  bedeutet  und  „^r  statt 
r*^  allgemein  steht  für  kr^  statt  r^,  kr^  statt  r^,  kr^  statt  rg  u.  S.  w., 
so  erleidet  die  allgemeine  Teilungsgleichung  (0)  keine  Aendemug, 
da  in  jedem  Gliede  der  Gleichung  (0)  „p  und  r  zusammen  genom- 
mene^ in  gleichem  Grade  vorkommen,  d.  h.  die  Summe  der  Expo- 
nenten von  Q  und  r  jedes  Gliedes  ein  und  dieselbe  Grösse  ist.  Obige 
Substitution  (1)  würde  daher  eine  Teilungsgleichung 

F{kQ,  Äy)  =  0 

erzeugen,  in  deren  einzelnen  Gliedern  der  Factor  k  in  gleich  hoher 
Potenz  enthalten  wäre.  Die  entstandene  Gleichung  könnte  infolge 
dessen  durch  die  entsprechende  Potenz  von  k  dividirt  werden  und 
käme  wieder  auf  die  Form  (0). 

Nähme  nun  k  der  Reihe  nach  alle  möglichen  Werte  zwischen 
—  00  und  4~^  AD)  so  würde  eine  successive  Grössenänderung  sämt- 
licher Polfemen  (gegebener  wie  gesuchter)  stattfinden,  welche  man 


0)  ^(c,    (>-r)  =  0 

welche  Gleichung  nach  (f)  durch  die  Substitution 

^  —  r     statt     r 
unmittelbar  aus  Gleichung  (0)  abgeleitet  werden  kann. 
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bildlich  erzeugen  kann,  wenn  man  die  ursprünglich  gegebene  Pol- 
gerade „parallel  yerscbiebt^'  in  einem  beliebigen  Büschel,  dessen 
Strahlen  durch  Grundpunkte  ^  Teilpunkte  und  Pol  der  ursprünglich 
gegebenen  Polgeraden  gehen,  verausgesetzt,  dass  die  Teilung  stets 
auf  den  Durchgangspunkt  des  Polstrahles  mit  der  parallel  verschobe- 
nen Polgeraden  bezogen  wird.    Der  Beweis  erhellt  aus  Folgendem: 

Bezeichnet  man  den  verticalen  Abstand  der  ursprünglich  ge- 
gebenen Polgeraden  mit  „1'',  denjenigen  einer  beliebigen  parallelen 
Polgeraden  mit  „ä;",  so  verhalten  sich  die  Abstände  wie  1  zu  k. 
Daraus  folgt,  dass  sich  die  Polferne  eines  beliebigen  Grund-  oder 
Teilpunktes  der  gegebenen  Polgeraden  zu  der  zugeordneten  Pol- 
feme *)  dieses  Grund-  oder  Teilpunktes  auf  der  parallelen  Polgeraden 
ebenfalls  wie  1  :  ä  verhält.  Für  die  Teilung  auf  der  parallelen 
Polgeraden  gilt  daher  die  Gleichung 

F(kQ,  Jer)  —  0 
wenn  auf  der  gegebenen  Polgeraden  die  Teilung 

F(g,  r)  =  0 
besteht.     Beide   Teilungsgleichnngen   aber   sind   wie   oben   gezeigt, 
identisch.    Wir  erkennen  das  Gesetz: 

I.  Jede  Teüung  kann  ohne  eine  Aenderung  zu  erleiden  auf  parallele 
Träger  projicirt  werden. 

Dabei  entspricht  jedem  Element  der  gegebenen  Teilung,  sei  es 
Pol,  Gruftdpunkt  oder  Teilpunkt  dasjenige  Element  des  parallelen 
Trägers,  welches  mit  ihm  auf  demselben  Projectionsstrahl  liegt. 

Zugleich  bemerken  wir 

II.  Die  Teilungsgleichung  gieht  das  Verhältniss  der  gegebenen  Polfemen 
zu  den  gesuchten  an  und  umgekehrt^ 

da  dieses  Verhältniss  sich  nie  ändern  kann,  wenn  man  an  Stelle 
jeder  Polferne,  gegebener  wie  gesuchter,  Polfernen  von  k  facher 
Grösse  setzt 


§  7.    Allgemeine  Gesetze  der  homogenen  Teilungen. 

Es  giebt  eine  Reihe  von  Teilungen,   sowie  Teilcurven,   deren 
Gleichungen  in  der  Form 

^^^^^  F{q^  r)  —  0    oder    F(u)  =  0 


1)  Zwei    zugeordnete  Folfernen    befinden    sich    zwischen    denselben    zwei 
Projec  tionsstrablen.    Einer  dieser  Frojectionsstrahlen  ist  stets  der  Folstrahl. 
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sich  unmittelbar  ans  ihrer  Coefficientenreiho  bestimmen  lassen.  Um 
den  Vorteil  solcher  Coefficientenreihen  za  zeigen,  ftthren  wir  die 
folgenden  Teilnngsgleicbungen  in  beiden  Gleichnngsformen  an.  Die 
Einheitsteilnng 

(1)  (2)  («) 

(0)  pH__pn-l  r  +p»»-2  r  —  .  .  .  ±  r  —  0  *) 

(n)      (n^l)        (n-2)  (0) 

(0')  u  +     tt     +      u      +...  +  t»=0 

zeigt  in  jedem  Summand  den  numerischen  Coefficienten  „l^^  Geben 
wir  statt  dessen  jedem  Summand  einen  beliebigen  numerischen  Coef- 
ficienten,  so  entsteht  eine  Teilung  (gleichviel  welchen  Grades),  welche 
wir  „homogen^'  nennen.  Der  Grad  der  Teilung  kann  sich  nur 
ändern,  wenn  die  numerischen  Coefficienten  der  höchsten  Potenzen 
von  g  zu  null  werden.  Die  homogene  Teilung  mten  Grades  hat 
daher  die  Gleichung 

(n-w)  (»-fw+l)  W 

(1)  fmQ^      r       — «fm-ie"'"^         r         +  .  .  .  ±«o  »'  =  0 

(m)  (m-1)  (0) 

(10  am     U  -i-am-l       U     -f"  •   •   •   ±»0  «  —  ^ 

Die  Coefficienten 

sind  null  geworden. 

Die  Coeffldentenreihe  dieser  Teilung  ist 

0,     0,     0,      .    .   .      »m,     «m-l,     am-2,      .   .  .      Of« 

Die  ersten  u  — m  Coefficienten  sind  null*).    Um  zu  beweisen,  dass 

(«) 
Gleichung  (1)  mit  (1')  identisch  ist,  dividire  man  (1)  durch    r   und 

setze  nach  §  2. 

(n-k)  (k) 

r 

Es  entsteht 

(m)  (m— 1)  (fi»-2) 


1)  Jede  Teilnngsgleichung  enth&lt  ansser   p  und  r  nur  numerische  Coef- 
ficienten.    Vgl.  I.  §  1. 

2)  Es  kOnnen  aneh  die  letzten  Coefficienten  nnll  werden. 
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(k)  k 

Da  Dnn  q^  t^  die  Polarform  von  u  ist,    so  entsteht  Gleicbung 
(1').    Wir  bemerken  das  Gesetz: 

I.  Die  homogene  Teilung  unterscheidet  sieh  von  der  Einheiitteilung  nur 
durch  die  numerischen  Coefficienten  der  einzelnen  Summanden,  ^) 

Identisch  mit  diesem  Gesetze  ist  folgendes: 

la.     Die  Gleichung  einer  homogenen  Teilcuroe  in  der  Form 
JP(tt)  =  0 
unterscheidet  sich  von  der  Gleichung  der  Grundcurve 

(«)       (n-l)        (»-2)  (0) 

tt+        U        +        u        -|-...-|-tt=:0 

nur  durch  numerische  Coefficienten  der  homogenen  Summen  u. 

Aus  der  Identität  der  Gleichungen  (1)  und  (1')  folgt: 

Ib.    Den  Gleichungen  einer  homogenen  TeHcurve  in  der  Form 
F(q^  r)  —  0    oder    F(u)  =  0 
Hegt  dieselbe  numerische  Coefficientenreihe  zu  Grunde.  , 

Gleichung  (1)  zeigt  nur  Summen  von  r,  deren  allgemeine  Form 

r   ist    Zufolge  §  3.  heisst  dies 

II.  Die  homogenen  Teilungen  sind  eindeutig. 

Die  homogene  Teilung  mten  Grades  (1)  schreiben  wir 

„hom.  ~" 
"  m 

Aus  (!')  sehen  wir: 

III.  Der  Ort  der  Teilung 

n 

m 
ist  eine  a.  C.  m.  O.  *) 


1)  Die  EinheitsteilttDg  enth&lt  in  jedem  Sammanden  nnr  eine  Summe  von 

der  allgemeinen  Form    r  ;    die  allgemeine  Teilungsgleichung  enth&lt  r  in  be- 
liebiger Anordnung. 

2)  Die  homogene  Teilcnrve    ist  aber  nter  Ordnung,   wenn  der  COefficient 

(«) 
des  hOebsten  Gliedes  (g  oder    u  )  nicht  null  wird.    Es  findet  dann  stets  eine 

Teilung  „hom.  -^  statt 
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Ist  der  Pol  ein  k  facher  Punkt  der  a.  C.  n  0.,  so  werden  die 
k  Polfernen  r  zu  null.  Aus  Gleichung  (1)  schwinden  die  letzten  h 
Summanden  und  wir  erkennen  mittelst  (!') 

IV.  Ist  der  Pol  ein  k  facher  Punkt  der  a.  C.  n,  O.,  so  ist  er  auch 
ein  k  facher  PunJct  jeder  homogenen  Teilcurve. 

Derselbe  Satz  lautet  in  Bezug  auf  Teilung: 

IV  a.  Ist  der  Pol  ein  k  facher  Punkt  der  a,  C.  n.  O.,  so  erleiden  die 
Polgeraden  durch  Pfd,  Curoe  und  homogene  Teilcurve  mter  Ordnung  die 
Teilung 

,       n-k.. 
,^iom. 


Diesen  Satz  zu  beweisen,  lassen  wir  die  Polfernen  rn^  rn-i ,  . . . 
rn-kfi  null  werden.  Gleichung  (1)  geht  also  für  den  Fall  eines  k 
fachen  Punktes  der  Grundcurve  im  Pol  in  die  Gleichung  über 

(n — m)  (n— «i-)-l)  (n — k) 

«»p***"*       r        — «m— /ß"*"*"^  r  -["•••    i***        ^        ^^  ^ 

Dafür  kann  man  schreiben 

(n-ifc— [w— Ä;])  (n— ÄJ~[f»— ÄJ-1]) 


Setzt  man 
so  entsteht 


{n-k) 
±ak       r       «0 


m 


—  k  ^  m*     und     n  -—  Aj  ' 


cimQ'^'        r       —  ßm-l^*"'""^  r  +  .   .  .  ±  a*  r     =  0 

welche  Gleichung  nach  Analogie  der  Gleichung  (1)  eine  homogene 
Teilung  mten  Grades  in  Bezug  auf  n'  Grundpunkte,  d.  h.  die  Teilung 

"  m* 

angiebt.    Die  Goefficienten  sind  ganz  beliebige  numerische  Factoren, 
sie  können  eine  Teilung  nur  specialisiren.    Setzt  man 

n'  OB  n  —  k    und  m' =  m  —  k 

so  erkennt  man  die  Gtlltigkeit  des  Satzes  IV  a. 

Wenn  man  bedenkt,  dass  der  Träger  der  Grundpnnkte  ein  ganz 
beliebiger  sein  kann,  dass  also  die  a.  C.  n.  0.  stets  durch  n  Gerade 
verdrängt   werden   kann,   wenn   es  gilt  auf  einer  bestimmten  Pol- 
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geraden  die  Teilung  zu  erzengen,  so  sieht  man  hier,  wo  der  Grad 
der  Teilung  sich  um  k  erniedrigt  ein  grosses  Feld  wirklich  durch- 
führbarer Constructionen  sich  eröffnen.    Setzt  man 

so  entsteht  nach  Yla.  eine  Teilung 

„hom. 2~^ 

Diese  Teilung  ist  construirbar  unter  der  Annahme  gegebener  Grund- 
punkte. 

§  8.    Polaren. 

Eine  Sonderstellung  nehmen  diejenigen  „homogenen  Teilungen'^ 
ein,  welche  trotz  beliebiger  CentralprojectioD  auf  beliebige  Träger 
keine  Aenderung  erleiden.    Dieselben  sollen  besimmt  werden. 

Die  Centralprojection  erfordert,  dass  durch  das  beliebig  gewählte 
Centrum  der  Projection  Strahlen  nach  sämtlichen  n  Grundpunkten 
und  m  Teilpunkten  gehen.  Erstere  mögen  den  Grundbüschel  nter 
Ordnung,  letztere  den  Teilbüschel  mter  Ordnung  bilden.  Beide 
Büschel  sind  concentrisch.  Der  Teilbüschel  f7»ter  Ordnung  soll  als 
Ort  einer  homogenen  Teilung  entstanden  sein.  Homogene  Teilungen 
werden  aber  nach  §  7.  I.  aus  der  Einheitsteilung  durch  Goefficienten- 
reihen  abgeleitet.    Diese  Coefficientenreibe  ist  zu  bestimmen. 

Die  Teilungsgleichung  gilt  auf  jeder  Polgeraden,  also  auch  auf 
der  Pol-Centralen,  d.  i.  diejenige  Polgerade,  welche  durch  das  ge- 
meinsame Centrum  beider  Büschel  geht  Im  Centrum  fallen  n  Grund- 
punkte mit  m  Teilpunkten  zusammen.  Die  Einheitsteilung  ergiebt 
für  den  Fall 

als  Gleichung  der  Grundpunkte 

(g)  (p-.r)H«.o 

Die  Gleichung  der  Teilpunkte  aber  ist 

(t)  (p-r)m  -  0 

Beide  Gleichungen  (g)  und  (t)  beziehen  sich  auf  den  gemeinsamen 
Pol  der  PolrCentralen  als  Nullpunkt.  Gleichung  (t)  muss  aus  (g) 
durch  eine  Coefticientenreihe  entstanden  sein.  Dies  ist  nur  möglich, 
wenn  die  Coefficienten  derjenigen  Glieder  der  Gleichung  (g),  welche 
die  gesuchte  Polferne  q  in  höherer  als  mter  Potenz  enthalten  zu 
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Düll  werden.  Es  kommen  zunächst  nur  die  Coefficienten  derjenigen 
Glieder  der  Gleichung  (g)  in  Betracht,  in  welchen  der  Exponent 
von  Q  gleich  und  kleiner  ist  als  m.  Diese  Coefificicnten  sind  der 
Reihe  nach 

,       n  ...  (m  +  3)(m+2)(m  +  l)       n  ...  (m  +  2)(m+l)m  . 
^^^  (n-m)l  '  (n-m  +  1)! 

n  ...  (m-\-l)m(m — 1) 

Offenbar  können  alle  Glieder  der  Gleichung  (g)  durch 

n  ...   (m+Z){m+2)(m  +  l) 
dividirt  worden,  dadurch  erhalten  die  Coefficienten  (g')  die  Form 

^^  ^         (n-i»)P     („-w+lj!'     («— m+,2)!'    '"•  »•  ^• 
Die  Coefficienten  der  entwickelten  Gleichung  (t)  sind 

(t  )  ^'        il '        — 21 — ' 

Multiplicirt  man  die  Coefficienten  (g")  der  Reihe  nach  mit  den 
Coefficienten 

W  (n— m)!;     ^i 5     2! '    0-  8.  w. 

SO  entstehen  die  Coefficienten  (t'O  d.  h. : 

Die  Gleichung  (g)  der  Grundpunkte  wird  durch  die  Coefficienten 

/«.x      ^      ^  .  V.       (n-m +1)1       (n  — m  +  2)! 

m      0;    0;    ...     (n-i»)I;    ^^ ii"  5     ^ 2^-^;  u.  i.  w. 

in  die  Gleichung  (t)  der  Teilpunkte  übergeführt. 

Da  es  nur  eine  einzige  Coefficientenreihe  giebt,  welche  die 
Gleichung  (g)  in  (t)  überführt,  so  bemerken  wir 

I.  Es  giebt  nur  eine  homogene  Teilung  mten  Grades,  welche  durch 
Ceniralprojection  keine  Aenderung  erleidet 

Diese  Teilung  schreiben  wir  kurz  Teilung  „A  -"?  indem  durch 
das  Zeichen  A  die  Projectionsmöglichkeit  angedeutet  werden  soll. 
Durch  die  Coefficientenreihe  (d')  ist  die  Teilung  A  -        bestimmt. 
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n 


Diese  Teilang  A  ~  wird  in  Bezag  auf  einen  Pol   und  n  gegebene 

Gnindpunkte  einer  Polgeraden  nur  yon  m  Punkten  in  bestimmter 
Lage  erfüllt. 

Wir  haben  zun&chst  nur  diejenige  Teilang  A  -gefanden,welche 

in  Bezug  anf  einen  Gnindbaschel  mter  Ordnung  einen  concentrischen 
Teilbüschel  mter  Ordnung  erzeugt.    Zum  Gentrum  beider  Büschel 

konnte  jeder  beliebige  Punkt  gewählt  werden.     Die  Teilung  A  ~ 

lässt  sich  daher  von  jedem  beliebigen  Punkte  auf  jede  beliebige 
Polgerade  (eine  Gerade,  welche  durch  den  Pol  geht)  der  gemein- 
samen Bflschelebene  projiciren,  da  umgekehrt  die  Teilungsgleichung 
für  jede  Polgerade  gilt.  Nach  §  6.,  I.  lässt  sich  abei:  jede  Teilung 
auf  parallele  Träger  projiciren,  woraus  folgt 

II.      Die  Teilung  A  "~  ^'own  ithne   eine    Aendenmg   zu    erleiden,    auf 
m 

jeden   beliebigen   Träger  prttjicirt  werden. 

In  einfachster  Weise  lässt  sich  die  gefundene  Coefficientenreihe 
wie  folgt  ableiten 


(0) 

(1) 

(2) 
(3) 

1 

0 
0 
0 

1 

1 
0 
0 

1 

2 

1.2 

0 

1 
3 

2.3 
1.2.3 

1             n.  8.  « 

4 

3.4 

2.3.4 

(b-to) 

0; 

0; 

(n-w)! 
1!       ' 

(n-m  +  D! 
2! 

(«- 

-m+2)I 

n    B    1 

IV. 

3! 
Diese  Coefficientenreihen  beziehen  sich  wie  folgt: 

(0)  auf  die  Einheitsteilung  (a  ^J 

(1)  auf  die  Teilung  A  ^f^zz\ 

(2)  V    „  „      A^2 

n 
(n — m)  „     „  "       ^  i» 
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Es  zeigt  sich  das  Gesetz: 

IIL     Die  Teilung  /\  —  kann  durch    (n  —  m)    malige  Anwendung    der 

Coeffidentenreihe  0.  1,  2,  5,  .  .  .  aus  der  Einheitsteihmg  abgeleitet  weiden. 

Obigen  Coefficientenreihen  entsprechen  die  Teilungsgleicfanngen : 

(1)  (2)  (3) 

(0)        Teilung        p*— ^»-i  r  +p*-*  r  —  p«-s  ^  +  .  . .  —  0 

(1)  (2)  (3) 

9*-i  r     -  2p«-2  r  4-3(>»»-S  r  —  ...  —  0 

(2)  (3) 

1.2p"-2  r  —2.3^—3  r  +  .  . .  -  0 

(n— w) 
1.2...  (n~»i)p«       r       —2.3... 

...  (n-m-}-l)9"»"l  r  +  ...    ±  (r/i+l )  (m -|-2)  ...  n.r  ==  O 

In  amgekehrter  Reihenfolge  kann  man  au  Steile  der  Gleichung 
(n—TO)  schreiben: 

(n)  (n-1) 

(w-fl)(m+2)  ...  n  r  —  m(m+l)(fn-|-2)   ...  (n-i)p       r 

or« o\ 

4-(m— l)m(m-}-l)  ...  (n-2)p         r         —  ...  ±1.2  ... 

(n-m) 
...  (n — m)p»»       r       «0 

dividirt  man  diese  Gleichung  durch 

(^) 
(m-f-l)(m-f  2)  ...  np"»  r 

80  entsteht 


(1) 

A 

n 
n— 1 

(2) 

A 

(«- 

».) 

Ai 

-  0 


worin 

(1) 

(2) 

_  1       11,11,  ,11 

Z  -  =  -.--4 f-  ...  A .         u.  s.  w. 

ist    Die  m  Wurzelbeziehungen  dieser  Gleichung  («— wi)^  sind  iden- 
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tisch  mit  den  m  Eigenschaften  der  Polarcarven,  welche  hei  Salmon- 
Fiedler  „Höhere  ebene  Curven"  S.  138  (1873)  entwickelt  sind.  Wir 
schliessen  darans: 

IV.     Der  Ort  der  Teilung  /\  —   vtt  die    (n  —  m)te   Pidare    {oder   die 
Pulare  mier  Ordnung)  einer  a.  C.  n,  0, 

In  der  Form 

F(tt)  —  0 

lassen  sich  die  Gleichungen  der  Polaren  infolge  §  7.,  Ih.,  wie  folgt, 
ahleiten 

(n)      («-1)        (I.-2)        (n-3)  (0) 

a.  C.  n.  0.:    t*  +      u      +      u      +      u      +...  -f-tt=0 

(„_-l)  (n_2)         (n-3)  (0) 

Ite  Polare:  t«      +2      t«      +3     » -f. ..-{-««  =  0 

(n~2)  (n~3) 

2 te  Polare:  1.2      u      +2.3      u      +  ... 

(0) 
...  +(n— l)n.u  —  0 


(1)       (0) 
(n— l)te  Polare  (gerade  Polare)  u-f  nu  —  0 

Die  Teilnng  A  -   bezeichnen  wir    auch    als    „Polarteilnng    mten 
Grades". 

Zar  Ableitung  der  Gesetze  über  Polarteilnngen  ist  die  Gleichung 
(n  —  m)  wenig  geeignet.  Wir  entwickeln  eine  andere.  Aus  der  Ab- 
leitung durch  die  Coefficientenreihe  0,  1,  2  .  .  .  erkennen  wir  zu- 
nächst das  Gesetz: 

(a)  Jede  ^Polare  entsteht  aus  der  Polare  nächst  höherer  Ord- 
nung durch  dieselbe  Operation  ^). 

Dividiren  wir  die  Gleichung  der  Einheitsteilung  durch  r^.r^^r^ 
,..rn^  so  erlangt  sie  die  Form 


1)  Dabei  kann  die  Grnndcurve  ala  Ote  Polare  oder  als  Polare  nter  Ord- 
nang  der  a.  C.  n.  O.  angesehen  werden. 
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Diese  Gleichung  kann  als  Combinationssumme  der  n  Elemente 

zur  nten  Classe  in  der  Form 

r 

(») 

r 

geschrieben  werden.    Verringern  wir  die  Classenzahl  dieser  Combi- 

nationssnmme  stetig  um  „l'S  so  entsteht  nach  der  (n— fn)ten  glei- 
chen Operation 

(m) 

nach  der  (n  — l)tcn  gleichen  Operation 

(1) 
(n-1),  2^^0 

Diese  Gleichung  (n  — 1)  können  wir  schreiben 

oder 

(n-1)        (n) 
p       r        —  nr  =  0 

Diese  Gleichung  ist  aber  nach  §  7.,  Ib.  identisch  mit  der  Gleichung 

(1)     (0) 
a-j-n«  — ■  0 

welche,  wie  vorher  abgeleitet,  die  gerade  Polare  der  a.  C.  n.  0.  be- 
deutet Gleichung  (n— m),  muss  die  Polarteilung  mten  Grades  an- 
geben, da  sie  durch  fortgesetzte  gleiche  Operation  aus  der  EinheitF- 
teilung  abgeleitet  ist,  und  diese  Operation  schliesslich  auf  die  Gleichung 
der  Polarteilung  ersten  Grades  führt  Multipliciren  wir  die  Gleichung 

(«-»»),  mit  ^^zz^j{^:^^^^'r!^^y  '^  ^"'^«'^  *'"' 

(m)  (n—m) 

analog  für    m  «=  n  -  m  >) 

(n— w)  (m) 

l)  Diese  Gleichungen  lassen  sich  leicht  mit  den  Cremona'schen  identificiren. 
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Gleichang  (n"— «n)  giebt  die  (n— m)te  Polare  (m.  0.)  an 

«  (O         «      »       wtte  „       ((n— m).  0.)  an 

Nach  §  5',  I.  bedingt  die  Substitution 
Q  -r    statt    r 
einen  Wechsel  von  Pol  und  Polarpnnkt  (Polarpunkt  an  Stelle  yon 
Teilpnnkt).    Die  genannte  Substitution  ergiebt 

(m)  (m) 


r  Q  —  r 

[(>  — r     statt     r] 

d.  h.  die  «ite  Polare  ist  die  „coordinirte  Teilcurve"  der  (n  —  m)  ten 
Polare.  Aus  §  5.,  III.  folgt  der  in  Bezug  auf  Polaren  bekannte 
Satz: 

,,61eitet  der  Pol  auf  der  mten  Polare  des  Punktes  0.  i.  B.  a. 
C.  n.  0.,  80  beschreibt  die  (n— »t)te  Polare  i.  B.  a.  C.  n.  0.  ein 
System  am  den  Punkt  O." 

Ableitung  des  ersten  Teilungsgesetzes.  Setzt  man  k  Polfernen 
r  gleich  null  *),  so  geht  die  Combinationssumme 


(m) 
«  ^     *•  ^        /         **   \ 

1-^^-0      (a--) 

über  in 

(m) 

wenn  n — ifc>  m  ist    Es  ergiebt  sich  das 

Teilungsgesetz  I.      Ist  der   Pd  ein  h  fachet  Punkt  einer  a.  C.  n.   O., 
Ä»  erleiden  die  Polgeraden  durch  Pol,  Curve  und  mte  Polare  die  Teilung 

n  —  k 
^n'-k—m 

Ist  der  Pol  ein  (n  — 2)  facher  Punkt  einer  a.  C.  n.  0., 
so   werden   sämtliche   Polgeraden  durch   Pol,   Curve  und 

erste  Polare  harmonisch  (a  j^j  geteilt'). 


1)  Man  setze 

r«  «  0,    rn-i  -=•  0,    rn-2  —  0  . . .  rn-»+i  =  0 
es  bleiben  nur  noch  die  Folfernen  r  bis  Vn—k  bestehen. 

2)  i.  B.  anf  eine  C  III.  O.  bei  Salmon-Fiedler  S.   177  bewiesen, 
▲reh.  d.  Mfttli.  «.  Phjti.    2.  Reihe.  T.  X.  ^^ 
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Ableitung  des  zweiten  Teilongsgesetzes.  Wenn  die  mte  Polare 
durch  einen  k  fachen  Punkt  der  Orundcurve  geht,  so  werden  k  Pol- 
fernen  r  gleich  g.    Die  Summe 


«   ««  P — ^ 

-  £ -»O 

1  r 


i^^) 


geht  für  diesen  Fall  über  in 

wenn    n  —  k  ]>n  — »»    d.  h.    Ä?<[m    ist 
Es  gilt  in  diesem  Falle  das 

Teilungsgesetz  II.  Wenn  die  mte  Polare  durch  k  fache  Punkte  einer 
a,  C.  n.   O.  geht,  »o  erleiden  die  Polgeraden  dieser  k  fachen  Punkte  die  Teilung 

n  —  k 
n  — wi 

Geht  die  gerade  Polare  durch  («  —  2)  fache  Punkte  einer 
a.  C.  n.  0.,  so  werden  die  Polgeraden  dieser  (n  —  2)  fachen 

Punkte  harmonisch  ( A  jj  geteilt. 

Betrachten  wir  den  Fall  k^  m.  In  der  Summe  (c)  bleiben 
weniger  Elemente  als  jeder  Summand  Factoren  hat,  da  n— X;<<n— m 
wird.  Jeder  Summand  muss  daher  null  werden.  Der  Gleichung  (c) 
genügen  also  die  m  Werte  von  g 

g  —  rn-m+i;     £  =-  rn^m^2\     ...     p  —  r« 

da  für  jeden  dieser  Werte  die  Gleichung  (c)  auf  die  Form  0  =  0 
kommt    Wir  bemerken  das  bekannte  Gesetz: 

„Die  mte  Polare  geht  durch  alle  vielfachen  Punkte  der  a.  C. 
n.  0.,  deren  Anzahl  grösser  ist  als  m^\ 

Ist  die  Glassenzahl  n-^m  der  Combinationssumme  (c)  um  1  ge- 
ringer als  die  Zahl  n  —  k  der  nicht  verschwindenden  Elemente ,  ist 

also 

Ä;  =  m4-1 

80  zeigt  ein  Summand  der  Oombination  (c)  ein  Null-Element,   die 
anderen  mehr.    Ist 

Jk«.TO-|.2 
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80  zeigt  ein  Sammand  zwei  Null-Elemente,   die  anderen  mehr.    Ist 

so  zeigt  ein  Sammand  K  Nall-£lemente,  die  übrigen  mehr.  In 
letzterem  Falle  kann  die  Gleichung  (c)  dnrch  K  Elemente  dividirt 
werden,  d.  h. 

(ß)    „Die  mte  Polare  einer  a.  C.  n.  0.  hat  in  deren  (m+K) 
fachen  Punkten  K  fache  Punkte''. 


§  9.    ünendlieh  ferne  Pole. 

Differentiirt  man  die  Gleichung  der  Einheitsteilung 

(0)  (Q-r.XQ^r^)  ...  (p-rn)«0 

nach  p,  so  entsteht  nach  (n~m)  maliger  Differentiation 

(m) 
(n— m)  Z(p-r)=0 

Da  die   (n  — 1)  malige  Differentiation   als  „gleiche  Operation'^   die 

Summe 

(1) 
(n  — 1)  2;(p  — r)=0    d.  h. 

np  —  ri  +  rg-f-  ...  +r„ 

ergiebt,  und  diese  Gleichung  den  Polarpunkt  ersten  Grades  eines 
unendlich  fernen  Poles  in  Bezug  auf  n  Grandpunkte  bedeutet'),  so 
muss  infolge  §  8.,  a  die  Gleichung  (n—m)  die  Polarpunkte  mten 
Grades  des  unendlich  fernen  Poles  angeben.  Die  Gleichung  (n  —  m) 
aber  ist  nicht  mehr  auf  den  Pol,  sondern  auf  jeden  beliebigen  Null- 
punkt des  Trägers  der  Grundpunkte  bezogen. 

Fällt  der  Nullpunkt  auf  einen  Polarpunkt  mten  Grades,  so  wird 

(>  =  0 

Gleichung  (n—m)  kommt  auf  die  Form 

(m)  (m) 

(n— ot)i  JS  r  «=  0     oder     r  «  0 

wie  wir  bisher  geschrieben  haben.    Daher  kann  man  auch  sagen: 


1)  Salmon-Fiedler  S.  133. 

24* 
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„Die  Gleichung 

(m) 
r  «0 

wird  durch  jeden  Polarpunkt  mten  Grades  eines  unendlich  fernen 
Poles  erfüllt" »). 

Während  ein  auf  der  Geraden  V  gleitender  Punkt  in  Bezug  auf 
die  n  gegebenen  Grundpunkte  der  Geraden  die  Bedingung 

(m)  im) 

£  r^O    d.  h.    r  =  0 

m  mal  erfüllt,  nämlich  jedesmal,  wenn  er  auf  einen  Polarpunkt  mten 
Grades  fällt,  so  erfüllt  ein  beliebiger  Nullpunkt  der  Ciirvenebeue, 
um  den  eine  Gerade  U  rotirt,  die  gleiche  Bedingung 

(71t) 

r  «  0 

in  Bezug  auf  die  a.  C.  n.  0.  und  einen  unendlich  fernen  Pol  n—m 
mal.  Dies  folgt  sowol  aus  der  Wechselbeziehung  zwischen  mter  und 
(n  —  m) ter  Polare,  da  Pol  und  Polarpunkt  einmal  getauscht  haben 
(der  Nullpunkt  wird  jetzt  Polarpunkt;  vergl.  Substitution  Q-r  statt 


1)  Ist  die  Gleichung  einer  a.  C.  n.  O.  auf  ein  beliebigei  Coordinaton- 
sjBtem  (JT,  Y)  bezogen,  so  kann  man  für  eine  beliebige  Abscisse  als  Glei- 
chung ihrer  Schnittpunkte  mit  der  a.  C.  n.  O.  schreiben 

(n) 

wenn  a^   bis  au  die    für  jede  Abscisse    als  gegeben  zu  betrachtenden  Entfer- 
nungen der  Schnittpunkte  von  der  F-Axe  bedeuten.    Die  Gleichung 

w 

2;(fl:-o)==0 
bezeichnet  alsdann  die  Polarpunkte  mten  Grades  eines  unendlich  fernen  Poles 
in    der  Richtung    der   X-Axe.      Daher    muss    bei    Parallelyerschiebung    einer 
Abscisse 

(m) 

2;(fl;— a)  —  0 

den  Ort  der  Polarpunkte  mten  Grades,  den  sogenannten  krummlinigen  Durch- 
messer ergeben.    Daraus  folgt: 

„Durch  partielle  Diflferentiation  der  Gleichung 
F{x,  y)  =  0 
einer  a.  C,  n.  0.  nach  einer  der  beiden  Variabelen  entstehen  die  Gleichungen 
der  krummlinigen  Durchmesser  in  Bezug  auf  einen  unendlich  fernen  Pol  in  der 
Richtung  deijenigen  Axe,  welche  der  diflfercntiirten  Variabelen  entspricht*', 
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r  §  5.,  I.)  als  auch  aas  der  Identität  der  Gleichungen  (0)  und  (0') 
des  §  7.    Setzt  man  nämlich 


(n—m) 

m 

-0 

so  muss 

entsprechend 

(m) 

(0)               r  = 

0») 

werden. 

Gleichung 

l)  Der  umstand,  dass  für 

(m)                  (« 

U    =a  0       »ich 

-m) 
r     =0 

ist,  Iftsst  sich  dazu  benatzoD,  das  Glied  m 

ten  Grades 

aas 

einer 

Gleichung  i 

1  ten 

Grades 

fCx)  = 

■0 

ZU  entfernen. 

Das  Glied  mten  Grades  sei  ax*n.    Der  Factor  a  hat  die  Eigenschaft 

(n-w) 

in  welcher  Summe  die  Wurzeln  Xq  bis  Xn  enthalten  sind.    Soll  nun  axm  "SvlW 
werden,  so  muss 

(n-m) 

£  X 

null  werden,  d.  b.  der  Nullpunkt  muss  auf  einen  Polarponkt  (n-m) ten  Grades 
fallen,  wenn  wir  uns  unter  der  Gleichung 

F{x)  =  0 
eine  Reihe  Ton  n  Punkten  vorstellen ,  welche  anf  'den  Nullpunkt  0  bezogen 
sind.  Die  Polarpunkte  (n — im)  ten  Grades  erkennen  wir  durch  m  malige  Dif- 
ferentiation. Dadurch  entsteht  eine  Gleichung  (n~in)ten  Grades.  Eine  der 
n«-f»  Wurzeln  dieser  Gleichung  sei  aj^.  Indem  wir  nun  den  Nullpunkt  auf 
den  Polarpunkt  Pk  verschieben,  wird 

(n-  m) 
F   X     «0 
also  aueh  das  Glied 

aa;»»  =  0 

Diese  Verschiebung  des  Nullpunktes  um  ajf  erreichen  wir  aber,   wenn   wir  in 

dor  ursprünglichen  Gleichung 

n 
F{x)  «  0 
setzen 

x  =  x'  +  ak 
Die  neu  entstandene  Gleiehung 

F(x')  -.  0 
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(n-i») 

aber  giebt  n—m  durch  den  Nullpunkt  gehende  Geraden  an.  Diese 
n  —  m  Geraden  befinden  sich  in  solcher  Lage,  dass  der  Nullpunkt 
ein  Polarpunkt  mten  Grades  des  unendlich  fernen  Poles  in  Bezug 
auf  die  n  Grundpunkte  dieser  Geraden  ist.  In  analoger  Weise  be- 
deutet Gleichung 

(m) 

f*  -  0 

diejenigen  m  Nullpunktsgeraden  u;  deren  Nullpunkt  ein  Polarpunkt 
(n— f7»)ten  Grades  des  unendlich  fernen  Poles  ist.  Diese  m  Ge- 
raden zeigen  die  Asymptotenrichtungen  jeder  homogenen  Teilcnrve 
mten  Grades  an,  denn  für' 

p  — 00 

kommt  Gleichung  (1)  des  §  7.  auf  die  Form 

(n—m) 
r     =0 

Zugleich  aber  erfüllt  sich,  wie  Gleichung  (!')  des  §  7.  zeigt,  die 
Bedingung 

(m) 

da  (1)  und  (1')  identische  Gleichungen  ein  und  derselben  Teilcurve 
sind.    Wir  bemerken  das  Gesetz: 


bezieht  die  Lage  der  ursprünglich  gedachten  n  Pankten  anf  ihren  Polarpunkt 
i^  als  Nullpunkt.  In  der  Gleichung  fehlt  daher  der  mte  Grad  der  Variabein 
x'.     Um  das  Glied  mten  Grades  aus  der  Gleichung 

n 
Fix)  =  0 

zu  entfernen,  erkennen  wir  folgende  allgemeine  Regel: 

„Man  differentiire  die  gegebene  Gleichung 

F(x)  -  0 
m  mal.    Die  neue  Gleichung 

n — m 
F    ix)     =0 

habe  die  Wurzeln  ce,  bis  an—m-  ISine  beliebige  dieser  Wurzeln  sei  ak.  Setzt 
man  in  Gleichung 

F{x)  «  0 

X  «  aj'-f-Ofjk 

so  yersohwindet  in  der  neu  entstehenden  Gleichung  das  Glied  mten  Grades. 
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I.  „Der  Nullpunkt  ist  ein  Polarpunkt  (n'^m)1en  Grades  des  unendlich 
fernen  JMes  auf  denjenigen  m  Nullpunktsgeraden,  toelche  den  Attymptoten 
einer  helidngen  homogenen  Teäcurve  mter  Ordnung  parallel  geriditet  wirf*'. 

Liegt  die  Grandcurve  symmetrisch  in  Bezug  auf  ein  Centram, 
so  ist  ihre  Gleichung 

(a)  ((>*-ri«)((>«-r,«)  ...  -0 

wenn  ihre  Ordnungszahl  gerade  ist,  dagegen 

(b)  p(^*-r,«)(p«-V)  ...-0 

wenn  die  Ordnungszahl  ungerade  ist,  weil  der  Symmetrie  halber  ein 
Grundpunkt  in  den  'Pol  Men  muss.  Gleichung  (a)  Mt  nach  ge- 
raden Potenzen  Ton  (>,  Gleichung  (b)  nach  ungeraden  Potenzen.  Um 
diese  Symmetrie-Curven  daraufhin  zu  untersuchen,  ob  ihr  Centrum, 
welcher  Nullpunkt  der  Messung  ist,  ein  Polarpunkt  des  unendlich 
fernen  Poles  ist,  differentiire  man  beide  Gleichungen  fortgesetzt. 
Zeigt  der  letzte  Summand  einer  von  beiden  Gleichungen  ein  p,  so 
lässt  sich  'die  ganze  Gleichung  durch  p  dividiren.  Das  Centrum  ist 
in  diesem  Falle  ein  Polarpunkt  des  unendlich  fernen  Poles  in  der 
Richtung  der  betreffenden  Nullpunktsgeraden.  Wir  sehen  unmittelbar, 
dass  sowol  Gleichung  (a)  wie  (b)  trotz  mehrfachen  Differentiirens 
nur  Gleichungen  entstehen  lassen ,  welche  höchstens  q  in  der  ersten 
Potenz  im  letzten  Gliede  enthalten ,  dass  ferner  die  Ordnung  dieser 
Gleichungen  in  allen  Fällen  ungerade  ist.  Es  fällt  daher  stets  nur 
„ein^^  Po]|rpunkt  des  unendlich  fernen  Poles  in's  Centrum  der  Sym- 
metrie, vorausgesetzt,  dass  das  Centrum  kein  mehrfacher  Punkt  der 
Grundcurve  ist  wie  auch  in  (a)  und  (b)  angenommen  ist.  Der  Grad 
der  Gleichung  ist  ungerade,  wenn  ein  Polarpunkt  in  das  Centrum 
fallt.  Ist  nun  durch  Differentiation  von  (a)  oder  (b)  eine  Gleichung 
(2A;— l)ten  Grades  entstanden,  so]  giebt  diese  die  Polarpunkte 
(22;  — l)ten  Grades  eines  unendlich  fernen  Poles  an.  Wir  bemerken 
das  Gesetz: 

IL  Ist  der  Grad  der  B)larpunkte  ungerade,  so  fHUt  ein  Polarpunkt  des 
unendlich  fernen  Poles  in  das  Centrum  der  Symmetrie. 

Dieses  Gesetz  gilt  auf  jeder  durch  das  Centrum  gehenden  Ge- 
raden. 

Da  die  mte  Polare  (n— m)ter  Ordnung  ist,  so  folgt: 
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III.  Die  tnte  Polare  änes  unendlich  fei-nen  Poles  (d,  u  der  Durch- 
messer (n — m)ter  Ordnung)  geht  durch  das  Centrum  der  Symmetrie  ^  wenn 
n  —  m  eine  ungerade  Zahl  ist. 


§  10.    Centmlen. 

In  der  Ebene   einer  a.  C.  n.  0.  vrähle   man  einen  beliebigen 
Pnnkt  als  Nullpunkt  O.    Auf  jeder  durch  den  Nullpunkt  gehenden 

Geraden  ü  erzeuge  man  die  Teilung  A  —z~  ^^  Bezug   auf  einen 

unendlich  fernen  Pol  der  Geraden  U.    Die  entstehenden  Teilpunkte 
jeder  Nnllpunktsgeraden  werden  durch  die  Gleichung 

(n — m) 
(m)  2;(^-.r)-0 

auf  den  beliebig  gewählten  Nullpunkt  O  bezogen..    Gleichung  (m) 
ist  durch  m  malige  Differentiation  aus  der  Grundgleichung 

(0)  (9-n)(^-rj)  . . .  (^-r„)  =  0 

entstanden.    Entwickeln  wir  letztere,  so  wird 

(1)  (2)  («-!)   (n) 

(0')  ^H_pH-l  ^  4.p~-2  r—  ...+^     r     +'•—0 

Die  m  malige  Differentiation  ergiebt 

(1) 
(m)     n(n-l)  ...  (n-m+l)p**-"—  (n— l)(n— 2)  ...  (n— j»)p»Y""*  ^  +••• 

(n— w) 
... +wi(m-l)  ...  2.1     r     «0 

Vermöge  der  allgemeinen  Polfernenbeziehung  des  §  2. 

(n-i) 

r    "-     (") 
V 

W 
geht  Gleichung  (m)  nach  Multiplication  mit  q*^  ^  über  in 

(»)  (n-1) 

(m')    »(n— 1)  ...  (n-»»4-l)^H  ^  _(„— i)(;j_2)  ...  (n— m)p'*-i   v»  +.•• 

(m) 
,..  +m{m-l)  ...  2.1  p«  r  =0 
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Da  ferner  9*  ip  die  Polarform  von  u  ist  (vergl.  §  2.),  so  ist  die 
Gleichung  der  gesachten  Teilcnrve  in  der  Form 

Fiu)  -  0 

(n)  (n-1) 

(m")     n(n-l)  ...  (n-m+1)  u  +(n— l)(n-2)  ...  (n-i»)     u    +  ... 

(m) 
... +TO{m— 1)...  2.1  tt  -0 

Die  entstandene  Teücnrye  nennen  wir 

„mte  Centrale" 

Mnltiplidren  wir  Gleichnng  (m)  mit  e^,  so  wird 

(1) 
(m'O     n(n— 1) ...  (»-m+l)p"— (n-l)(n— 2)  ...  (n— w)p*-l  r  +  ... 

...  +  m(m— 1)  ...2.1^'»    r     —  0 

Wir  bemerken,  dass  das  Gesetz  I.  des  §  7.  Gültigkeit  hat,  d.  h. 

I.  Die  Centralen  sind  homogene  Teilcurven. 

Da  Gleichung  (m)  durch  Differentiation  aus  der  Einheitsteilung 
abgeleitet  wurde,  so  folgt 

II.  Die  mle  Centrale  einer  a.  C.  n,  O.  ist  der  Ort  der  Teilung 

n 

L  B.  €L  C.  fi.  O.,  wenn  der  Fol  jeder  Nuüpunktsgeraden  im  Unendlichen  liegt. 
Aus  Gleichung  (m")  sehen  wir: 

III.  Die  mte  Centrale  einer  a.  C.  n.   O.   ist  eine  a.   C  n.   O.,  \Delche 
im  Pol  einen  m  fachen  Punkt  hat. 

(n) 
Die  homogene  Summe  u  ist  der  Grundgleichung  wie  auch  allen 

Ccntralgleichungen  gemeinsam,  d.  h. 

lY.     Die  (u  C.  n,  O.   hat  mit  allen  Centralen   eines  heHdtigen  Punktes 
ihrer  Ebene  gleiche  Asymptolenrichiungen, 

Setzen  wir  in  ID. 

m  ^  n 
so  folgt 
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y.  Die  nte  Centrale  einer  a,  C.  n.  O.  zerßUt  in  einen  Bünchel  von 
n  iStrcüden^  welche  die  AxymptiAenriiMungen  der  Grundcwrce  an§eben. 

Das  Gesetz  IV.  des  §  7.  lässt  erkennen 

VI.  Ist  der  Ntdlpunkt  ein  k  facher  I\tnla  der  a.  C  n.  O.,  so  ist  er 
auch  ein  k  .facher  Punkt  jeder  Centrale, 

Nach  Satz  II.  kann  die  mte  Centrale  als  Ort  der  Polarteilnng 

n 
Ä— —  m 

erzeugt  werden;  daher  findet  auch  das  Gesetz  (ß)  des  §  8.  statt,  d.  h. 

VII.  Die  mte  Centrale  einer  a.  C,  n,  O,  hat  in  deren  (m-f- J?^)  faeheti 
Punkten  K  fache  Punkte. 

Allgemeiner  können  wir  infolge  §  8.,  ß)  sagen: 

Vin.  Im  (m-f-jST)  fachen  Punkte  einer  o,  C.  n.  O.  schneiden  sich 
mte  Polare  und  mte  Centrale  K  mal. 

Nach  Satz  III.  des  §  9.  folgt 

IX.  Im  Centrum  der  Symmetrie  einer  a.  C.  n,  O.  schneiden  sich  mte 
Centrede  und  mter  Durchmesser  ((n  —  m)ter  Ordnung),  wenn  n  —  m  eine 
ungerade  Zahl  ist. 

Zum  'Schloss  sei  noch  bemerkt,  dass  die  Gleichungen  ähnlich 
wie  die  Gleichungen  der  Polaren  durch  die  Coefflcientenreihe 

0,    1,    2,    3    .  .  . 

erzengt  werden  können,  doch  muss  diese  Goefficientenreibe  in  Bezog 
auf  steigende  Potenzen  von  q  resp.  auf  homogene  Sammen  steigen- 
den Grades  wie  folgt  angewendet  werden 

0  (1)         (2)         (3)  (n) 

(0)  Grundcnrve    u    +    u    +    «    +    «*+•••+    i*— 0 

(1)         (2)        (3)  (n) 

(1)  Ite  Centrale       lu    +2u    +3  tt+ ...+«.»— 0 

(2)  (3)  (n) 

(2)  2te  Centrale  1 . 2  u  +2. 3  f«+  . . .  +(n— In.  «  =  9 

(m)  (m+1) 

(m)    mte  Centrale  1.2  ...  m«  +2.3  . . .  (w+1)    u    +  . . . 

(n) 
. .  .  +(n— m+1)  .  . .  n.  tt  —  0 
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Ein  Vergleich  der  letztentwickelten  Gleichung  mit  Gleichnng  m" 
zeigt  an,  dass  hier  in  der  Tat  die  Gleichangen  der  Centralen  vor- 
liegen. 

Die  Entwickelung  mittelst  Coefficientenrelhe  hat  auch  den  Vor- 
zug, die  im  Pol  verschwindenden  Elemente  in  den  Teilungsgleichungen 
mitzufahren  wie  dies  das  Beispiel  zeigt 

(3)      (2)        (1) 
r  — i?r  +Q*r  — ^»  «0  a.  C.  III.  0. 

(2)  (1) 

p  r  —  2e«  r  -{-3p»  =  0  1  te  Centrale 

(1) 
1 . 2p« r  -  2.3p»  =  0  2te  Centrale 

p"  «  0  3te  Centrale 
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XX. 

üeber  die  Variation  der  Parallelprojection  einer 

Ellipse  mit  der  Eichtung  der  projicirenden 
Strahlen  und  mit  der  Lage  der  Projectionsebene. 

Von 

Herrn  Prof.  Dr.  Ph.  Weinmeister 

in  Tharand, 


Projicirt  man  eine  Ellipse  mittelst  paralleler  Strahlen  anf  eine 
Ebene,  so  erhält  man  bekanntlich  wieder  eine  Ellipse.  Zu  ihrer 
Bestimmung  mnss  ausser  der  zu  projicirenden  Ellipse  die  Richtung 
der  projicirenden  Strahlen  gegeben  sein  und  die  Projectionsebene. 
Wir  wollen  nun  im  folgenden  zunächst  (I)  von  der  Strahlenrichtung 
absehen  und  die  verschiedenen  Ellipsen  mit  einander  vergleichen, 
welche  durch  Parallelprojection  einer  gegebenen  Ellipse  auf  eine 
gegebene  Ebene  entstehen,  und  sodann  (II)  soll  von  der  Lage  der 
Projectionsebene  abgesehen  werden,  und  es  sollen  somit  alle  Ellipsen 
mit  einander  verglichen  werden,  welche  bei  gegebener  Strahlen- 
richtung durch  Projection  einer  gegebenen  Ellipse  entstehen,  oder 
mit  anderen  Worten,  es  sollen  alle  ebenen  Schnittfiguren  eines  ge- 
gebenen elliptischen  Cylinders  untersucht  werden. 


Es  sei  (Fig.  1.)  M'  der  Mittelpunkt  der  festen  Ellipse  und  E 
die  Ebene ,  auf  welche  projicirt  wird.  In  dieser  können  wir  den 
Mittelpunkt  M  der  durch  Projection  erhaltenen  Ellipse,  die  wir  kurz 
Projectionsellipse   nennen  wollen,   beliebig  wählen.    M'M  ist 
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dann  die  Richtung  der  projicireoden  Strahlen.  Durchläuft  M  die 
Gerade  Cr,  so  beschreibt  Af'Jlf  eine  Ebene ,  deren  Schnittlinie  G' 
mit  der  Ebene  durch  M*  zu  G  projectiv  zugeordnet  ist  trotz  der 
Unbestimmtheit  der  Richtung  der  projicirenden  Strahlen.  In  gleicher 
Weise  haben  die  zu  G*  parallelen  Tangenten  X^'  und  L^^  ebenso 
wie  alle  Parallelen  zu  G'  feste  Projectionen,  ein  Satz,  dem  wir 
folgende  Fassung  geben  wollen: 

,,Zwei  Projectionsellipsen  haben  immer  zwei  Tangenten  gemein- 
„sam,  welche  ihrer  Centrale  parallel  liegen^^ (1) 

Dieser  Satz  verallgemeinert  sich  zu  folgendem: 
„Durchläuft  der  Mittelpunkt  der  Projectionsellipse  eine  beliebige 
„Curve  und  wird  in  Folge  dessen  die  Projectionsellipse  von  einer 
„Curve  umhüllt,  so  ist  für  jeden  Moment  der  Bewegung  die  Tan- 
„gente  der  Mitteipunktscurve  derjenigen  Tangente  der  UmhüUungs- 
„curve  parallel,  welche  sie  mit  der  Projectionsellipse  gemeinsam 
„hat" (2) 

Wir  wollen  von  jetzt  ab  annehmen,  dass  sich  die  Ellipsenebenen 
in  der  gemeinsamen  Taugente  T  ^(Fig.  2.)  mit  dem  Berührpunkt 
li  schneiden.  Dies  ist  zulässig,  da  durch  Parallelverschiebung  der 
Ebene  E  kein  neues  Projectionsgebilde  entsteht.  Die  Ellipsen  müssen 
ferner  in  der  Länge  des  zu  T  parallelen  Halbmessers  R  überein- 
stimmen. Nimmt  man  nun  wieder  M  in  E  beliebig,  so  sind  in  seinen 
Polarcoordinaten  MB  —  r  und  Wkl.  MBT  «  6  und  der  Länge  R 
zwei  zugeordnete  Halbmesser  mit  dem  eingeschlossenen  Winkel  ge- 
geben, und  es  genügen  mithin  die  Bestimmungen  hinsichtlich  der 
Berührung  von  T  in  Ä  und  der  Länge  R^  um  eine  in  B  gelegene 
Ellipse  als  Projectionsellipse  zu  charakterisiren.    D.  h  : 

,, Sämtliche  in  E  gelegene  Ellipsen,  welche  T  m  B  berühren, 
„und  deren  zu  T  paralleler  Halbmesser  gleich  R  ist,  sind  Pro- 
,Jectionsellipsen" (3) 

Zugleich  erkennen  wir,  .dass  sich  durch  zwei  im  Räume  ge- 
legene Ellipsen,  welche  in  einer  Tangente,  dem  Berührpunkt  und 
der  Länge  des  der  Tangente  parallelen  Halbmessers  übereinstimmen, 
immer  ein  Cylinder  legen  lässt.  Für  die  vorliegende  Entwickelung 
folgt  aus  (3),  dass  die  zunächst  für  den  dreifach  ausgedehnten  Raum 
angebahnte  Untersuchung  in  die  Ebene  verlegt  werden  kann.  Man 
kann  nun  leicht  die  zu  den  Projectionsellipsen  gehörenden  beiden 
Kreise  aufsuchen,  sowie  vier  congruente  Ellipsen,  wenn  deren  Axen 
der  Länge  nach  gegeben  sind  In  weiterer  Folge  kann  man  die 
Theorie  der  Projectionsellipsen  auf  den  Raum  übertragen,  indem  man 
Projectionsellipsoido  mit  gemeinsamer  Tangentialebene  einführt. 
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ProJectionseHipseii  von  f^gehener  Flftebe. 

Da  die  Ellipsenfiäche    »  nRramß   und  R  bereits  bekannt  ist, 
so  gilt  für  alle  flächengleichen  Projectionsellipsen  xsind^'const.  d.  h. 

„Der  Gentralort  aller  flächengleichen  Projectionsellipsen  besteht 
ans  zwei  zu  T  parallelen  Geraden'^ (4) 

Die  Grösse  der  Ellipse  ist  hierbei  an  keine  Grenzen  gebunden. 
Femer  ist  der  Krümmnngshaibmesser  des  Punktes  B  (Fig.  3) 

const    d.  h. 


Rr  8iue 


„Alle  flächengleichen  Projectionsellipsen  berühren  sich  in  B  in 
„der  zweiten  Ordnung" (5) 

Da  sonach  in  B  drei  der  vier  Schnittpunkte  zusammenfallen,  so 
bleibt  nach  einer  Ä  in  isolirter  Lage  übrig.  Zwei  gleiche  Projections- 
ellipsen haben  hiernach  immer  und  nur  zwei  Torschiedene  Schnitt- 
punkte und  zwei  verschiedene  (parallele)  Tangenten  gemeinsam.  Die 
Lage  ihrer  gemeinsamen  Sehne  AB  ist  mit  Hülfe  der  Mittelpunkte 
M  und  Ml  leicht  zu  bestimmen,  da  sie  die  Centrale  MM^  halbirt 
Die  Fixirung  des  Punktes  A  geschieht  mittelst  der  Proportion : 

BA  :  AC  -  4Ä«  :  JlMi^  (6) 

wo  C  der  Schnittpunkt  der  zweiten  Tangente  mit  AB  ist  Femer 
schneidet  jede  zu  T  parallele  Secante  beide  Ellipsen  in  gleichen 
Sehnen.  Um  die  Lage  der  Axen  zu  erhalten,  errichtet  man  be- 
kanntlich 

BW  =  R 

senkrecht  anf  T,  beschreibt  durch  Mund  TT  einen  Kreis,  dessen 
Mittelpunkt  auf  T  anzunehmen  ist,  und  verbindet  seine  auf  T  ge- 
legenen Punkte  U  und  V  mit  M.  Ist  nun  im  speciellen  Falle  die 
Fläche  der  Ellipse  —  nR^,  so  wird  MW  von  T  halbirt,  und  es  ist 
MUWV  ein  Rechteck.    Hieraus  ergiebt  sich: 

„Die  Axen  der  Projectionsellipsen  von  der  Fläche  nR*  hüllen 
„eine  Parabel  ein,  welche  W  zum  Brennpunkt  und  T  zur  Scheitel- 
„tangente  hat" (7) 


Projectionsellipsen  mit  gegebener  Quadrantensehne. 

Unter  „Quadrantensehne"  verstehen  wir  die  Verbindungslinie 
eines  Haupt-  und  Nebenscheitels  der  Ellipse.  Die  Bezeichnung  ist 
eingeführt,  um  die  weitläufigere  Ausdrucksweise  zu  vermeiden,  dass 
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die  Quadrate  der  Halbaxen  eine  gegebene  Samme  haben  sollen. 
Nun  ist  die  Quadratsamme  der  Halbaxen 

Da  diese  einen  gegebenen  Wert  haben  soll,  nnd  R  bereits  bekannt 
ist,  so  gilt    r  —  const    d.  h. 

„Der  Centralort  aUer  Projectionsellipsen  mit  gegebener  Qaa- 
„drantensehne  ist  ein  Kreis  nm  den  Pankt  i?''    . (8) 

In  den  Schnittpunkten  dieses  Kreises  mit  T  entartet  die  Ellipse 
zur  Strecke. 

Sonach  bestimmt  der  Abstand  des  Mittelpunktes  von  T  die 
Fläche  und  sein  Abstand  von  B  die  Quadrantensehne  der  Projections- 
ellipse. 

Wir  erledigen  noch  die  Frage  nach  den  Umhüllungscurven  der 
hierher  gehörigen  Fllipsen  (Fig.  4.)  Man  ziehe  die  zu  MB  parallelen 
Tangenten  Aa  und  Oy.    Dieselben  schneiden  auf  T  die  Strecken 

ab.  Nach  (2)  erhält  man  die  der  Projectionsellipse  und  der  üm- 
hallnngscnrve  gemeinsame  Tangente  als  Lot  XY  auf  der  Verlänge- 
rung von  MB^  da  die  Tangente  des  Ortskreises^  um  B  auf  BM 
senkrecht  steht.    Nun  ist  bekanntlich 

Da  aber 

Aa'^  Cy^r 

so  kann  diese  Gleichung  in  der  Form  geschrieben  werden: 

Zieht  man  nun  X'Y'  parallel  JTF unter  dem  Abstand  r,  so  ist  dann 
auch 

AX'  .  CY*  =  r» 

X'  Y*  hallt  mithin  eine  Ellipse  ein ,  welche  A  und  C  zu  Brenn- 
punkten und  r  zur  halben  Nebenaxe  hat.  Dann  muss  aber  XY  eine 
Aequidistante  dieser  Ellipse  einhüllen.  Ergänzt  man  die  Betrachtung 
durch  die  zu  XY  parallele  Tangente,  so  ergiebt  sich: 

^Die  Projectionsellipsen  mit  gleichen  Quadrantensehnen  werden 
„von  zwei  Aequidistanten  zu  einer  Ellipse  umh&Ut^' (9) 
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Projectionsellipsen  mit  gegebenem  HalbaienverliftUiiiss  a :  b. 

Lage  des  Mittelpunktes. 

Ans 

i?"+r«  =  a*+&»    und    ÄrBind  =  a6 
ergiebt  sieb 

RrsinS       b^  a 

Hiernacb  ist  l  ( ^    \   eine  gegebene  Grösse.     Für    A  «  1  ist 

^die  Ellipse  ein  Kreis ;  je  grösser  A,  nm  so  grösser  die  Exentricität. 
Aus  der  zuletzt  aufgestellten  Gleichung  geht  hervor 

722- 2A/ürsin6  +  r«  =  0 
oder 

A^Ä«  — 2AÄrsind+r2  ^  Ä«(A«~1) 

Trägt  man  nun  (Fig.  5.) 

LB^XR 
senkrecht  zu  T  ab,  so  ist 

LM'^  R  iP'  —1  —  const 
d.  h.: 

„Der  Centralort  aller  Projectionsellipsen  mit  gegebenem  Halb- 
„axenverhältniss  ist  ein  Kreis" (10) 

Ferner  ist  die  Potenz  des  Punktes  B  in  Beziehung  auf  diesen 
Kreis 

=  BL^  -  LM^  —  Ä« 
d.  h.: 

„Der  Kreis  mit  Ä  um  -B  schneidet  alle  Ortskreise  des  Mittel- 
„punktes  M  senkrecht.  Diese  haben  daher  T  zur  gemeinsamen 
„Potenzlinie" (U) 

Ist  NH  der  zu  T  senkrechte  Durchmesser  des  Kreises  um  L^ 
so  sind  dessen  Endpunkte  die  Mittelpunkte  der  grössten  und  klein- 
sten (in  der  Figur  nur  zur  Hälfte  gezogen)  Ellipse ,  und  zwar  ist 
die  Hauptachse  der  kleinsten  gleich  der  Nebenaxe  der  grössten  —  2R. 


Bestimmung  der  Axen. 

Treffen  die  Linien  MH  und  MN  die  Tangente  T  vsx  U  und  F, 

so  ist 

ÜB .  BV  —  BH.  BN  —  Ä« 

MU  und  MV  sind  sonach  zugeordnete  Durchmesser  und,  da  sie  auf 
einander  senkrecht  stehen,  Axen.    D.  h. 
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„Die  Hauptachsen  sämtlicher  ähnlichen  Projectionsellipsen 
„schneiden  sich  in  J7,  die  Nebenaxen  in  iV" (12) 

Die  Kreise  nm  3f,  U,  F  bilden  dasjenige  Baschcl,  welches  den 
Kreis  nm  L  and  alle  die ,  welche  mit  diesem  T  zur  gemeinsamen 
Fotenzlinie  haben ,  senkrecht  schneidet.  Die  reellen  Schnittpunkte 
dieses  Büschels  sind  die  Mittelpunkte  der  beiden  Kreise,  welche  zu 
den  Projectionsellipsen  gehören  (Punkt  W  in  Fig.  3.) 

Der  Satz  (12)  ergiebt  sich  übrigens  auch  aus  der  Formel  : 

b 
Ellipsennormale  BH  —  Ä .  - 

Nach  (1)  ist  die  Tangente  welche  die  Ellipse  um  M  mit  der  um 
N  gemeinsam  hat,  parallel  MN.  Sie  steht  also  senkrecht  auf  der 
Hauptaxe  der  ersteren  Ellipse.    D.  h.: 

„Hat  eine  Projectionsellipse  B  zum  Hauptscheitel  (Nebenschei- 
„tel),  so  berührt  jede  ihrer  Tangenten  eine  ähnliche  Projections- 
„ellipse  im  Hauptscheitel  (Nebenscheitel)'' (13) 

Denken  wir  uns,  dass  der  Ellipsenmittelpunkt  den  Kreis  um  L 
durchläuft,  und  dass  seine  Bewegung  in  N  beginnt,  so  wird  die 
Ellipse  während  der  Bewegung  kleiner  und  sie  dreht  sich  zugleich. 
Den  Drehungswinkel  d  kann  man  aus  der  Lage  der  Nebenaxen  be- 
stimmen.   Derselbe 

—  Wkl.  NVB  —  Wkl.  VMP 
Er  ist  daher  der  Winkel,  unter  welchem 

R^  MFIT 

gegen  die  Nebenaxe  der  Ellipse  geneigt  ist.  R  und  6  sind  sonach 
die  Polarcoordinaten  des  Punktes  1\  und  es  gilt  für  dieselben  die 
Gleichung : 

(^y+(^-?i-7-i (u, 

Da  ausserdem  das  Verhältniss  a:  b  gegeben  ist,  so  kann  man 
hieraus  die  Grösse  der  Halbaxen  in  ihrer  Abhängigkeit  vom  Dre- 
hungswinkel bestimmen. 


Lage  der  Brennpankte. 
Ans  Gleichung  (14)  ergiebt  sich: 

▲reh.  d.  Matli.  n.  Physik  2.  Beihe,  T.  X.  S& 
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Bezeichnet  man  den  Brennpunkt  der  beweglichen  Ellipse  mit  F^  so 
ist 


mithin  ist 
d.  h. 


«8 

MF=4    und    iVM— Ä. -T.  sinJ 

ab 


NF^  M.-,  —  const 


„Die  Brennpunkte  aller  ähnlichen  Projectionsellipsen  liegen  auf 
„dem  Kreise,  welcher  um  N  durch  die  Brennpunkte  der  grössten 
„Ellipse  gezogen  werden  kann^' (15) 

(In  der  Figur  ist  dieser  Kreis  nur  durch  einen  Bogen  ange- 
deutet.) Derselbe  gehört  mit  dem  um  L  zu  demjenigen  Kreis- 
bttschel,  welches  T  zur  gemeinsamen  Potenzlinie  hat. 

Die  Umhflllangfcanren. 

Der  Kreis  um  N  durch  B  ist  der  Hauptaxenkreis  der  grössten 
und  der  grösste  Krttmmungskreis  der  kleinsten  Ellipse.  Da  sein 
Mittelpunkt  auf  der  Nebenaxe  der  Ellipse  um  M  liegt,  und  er  die- 
selbe in  B  berührt,  so  muss  er  sie  auch  noch  in  einem  zweiten 
Punkte  berühren.  Ebenso  findet  eine  doppelte  Berührung  dieser 
Ellipse  mit  dem  Kreis  um  H  durch  B  statt,  dem  Nebenaxenkreis 
der  kleinsten  und  dem  kleinsten  Krümmungskreis  der  grOssten 
Ellipse.    D.  h. 

„Die  ähnlichen  Projectionsellipsen  werden  von  den  beiden  Kreisen 
„um  Hund  N  durch  B  umhüllt" (16) 

Ueber  die  Bewegang  von  Geraden  und  Punkten,  welche  mit  der  Ter&nderlichen 
Ellipse  am  M  zn  einem  System   Ton  unveränderlicher  Gestalt  verbunden  sind. 

Man  kann  gerade  Linien  und  Punkte  mit  der  beweglichen  Ellipse 
zu  einem  System  von  unveränderlicher  Gestalt  verbinden,  indem  man 
beispielsweise  hinsichtlich  einer  Geraden  voraussetzt,  dass  sie  die 
EUipsenaxen  in  einem  unveränderiichen  Verhältniss  teilt,  und  hin- 
sichtlich eines  Punktes,  dass  der  durch  ihn  gehende  Halbmesser 
einen  unveränderlichen  Winkel  mit  der  Hauptaxe  bildet  und  von 
dem  Punkte  in  einem  unveräuderlicht  u  Ycrbältnisb  geteilt  wird.  Be- 
trachten wir  zunächst  den  Fall  eines  zum  System  gehörigen  Durch- 
messers (Fig.  6.).  Da  derselbe  mit  der  Hauptaxe  MH  einen  unver- 
änderlichen Winkel  co  bildet,  so  muss  der  Punkt  Mi ,  in  welchen  er 
den  Kreis  um  L  trifft,  fest  liegen,  d.  h. 
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„Die  Dnrchmesser  der  beweglichen  Ellipse  drehen  sich  nm  feste 
,yPeripheriepankto  des  Kreises  um  X'^ (17) 

Die  unter  dem  Winkel  o  gegen  die  Haaptaze  geneigte  Tangente 
T  berührt  nach  (1)  auch  die  ähnliche  Projectionsellipse  mit  dem 
Mittelpunkt  M^.    D.  h. 

„Jede  Tangente  der  beweglichen  Ellipse  hüllt  eine  ähnliche 
„Projectionsellipse  ein" (18) 

Es  seien  P  und  P^  die  Berührpunkte  von  r  mit  den  Ellipsen 
um  M  und  M^.  G  sei  eine  zu  r  parallele  Gerade,  welche  von  MP 
in  Q  und  von  M^P^  iu  Q|  getroffen  wird.  Nehmen  wir  nun  an, 
dass  G  zum  System  der  Ellipse  um  M  gehört,  so  ändert  sich 

MP:MCl^  M^P^  iMiQ^ 
nicht,  d.  h.: 

„Jede  zum  System  gehörige  Gerade  hüllt  eine  Ellipse  ein,  welche 
„zu  einer  der  ähnlichen  Projectionsellipsen  concentrisch  und  ähn- 
„lich  ist  und  ähnlich  liegt" (19) 

Diese  Curve  entartet  nur  dann  zu  einem  Punkte,  wenn  G  Durch- 
messer ist.  Endlich  wähle  man  den  Fusspunkt  X  des  von  M  auf 
G  gefällten  Lotes  als  zum  System  gehörigen  Punkt.  Da  sich  nun 
MX  um  einen  festen  Punkt  dreht  (17),  und  G  eine  Ellipse  einhüllt 
(19),  so  gut  der  Satz: 

„Ein  jeder  zum  System  gehörige  Punkt  durchläuft  die  Fuss- 
„punktcurve  einer  Ellipse" (20) 

Mittelpunkt  und  Brennpunkte  sind  die  einzigen  Punkte,  für 
welche  diese  Curve  zu  einem  Kreise  entartet. 


lieber  die  Schnittpunkte  P  und  Q  der  veränderlichen  Ellipse  mit  der 
grössten  Ellipse. 

Um  die  Schnittpunkte  P  und  Q  (Fig.  7.)  der  Ellipse  in  der 
allgemeinen  Lage  mit  der  Ellipse  um  N  zu  finden,  wende  man  den 
Satz  an:  Sind  an  eine  Ellipse  zwei  Tangenten  nebst  der  zugehörigen 
Berührsehne  gezogen,  so  stehen  für  den  laufenden  Curvenpunkt  das 
Product  seiner  Abstände  von  den  Tangenten  und  das  Quadrat  seines 
Abstandes  von  der  Berührsebne  in  einem  unveränderlichen  Verhält- 
niss.  Iu  Figur  7.  seien  die  beiden  gemeinsamen  Tangenten  T  oder 
BO  und  JSO  gezogen.  Wir  können  nun  den  obigen  Satz  auf  beide 
Ellipsen  anwenden.  Da  nun  aber  OB  Scheitel  tangente  der  Ellipse 
um  Ny  OS  Scheiteltangente  der  ähnlichen  Ellipse  um  M  ist  (13), 

25* 
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and  ausserdem  der  Tangentenwinkel  ö  (Drehangswinkel  s.  oben)  in 
beiden  Fällen  derselbe  ist,  so  erkennt  man,  dass  die  Ellipsen  mit 
den  Tangenten  verbunden  ähnliche  Systeme  bilden.  Sonach  mu88 
das  Verhältniss,  von  welchem  zu  Eingang  dieses  Abschnittes  die  Rede 
war,  in  beiden  Fällen  dasselbe  sein.  Hieraus  ergiebt  sich,  dass  die 
Schnittpunkte  P  und  Q  von  den  Berührsehnen  BJ  und  BS  um  gleich- 
viel abstehen.    Oder: 

„Die  gemeinsamen  Sehnen,  welche  in  B  zusammenstossen ,  hal- 
„biren  den  Winkel  beider  Berührsehnen'* (21) 

Aus  der  Aehnlichkeit  beider  Systeme  schliesst  man  ferner  mit- 
telst einfacher  Winkelgleichungen,  dass 

Wkl.  PBN  -  i^,    d.  h. 

„Der  Winkel,  welchen  die  gemeinsame  Sehne  BP  mit  der  Haupt- 
„axe  BN  bildet,  ist  die  Hälfte  des  Drehungswinkels  gleich'* .   .  (22) 

Zum  Schluss  dieses  Abschnittes  sei  noch  erwähnt,  dass  wir  hier 
von  der  Bedeutung  der  Geraden  T  als  Symmetrieaxe  der  durch  Pro- 
jection  erhaltenen  Gebilde  der  Kürze  halber  abgesehen  haben;  eigent- 
lich hätten  statt  des  einen  Kreises  in  (10)  deren  zwei  genannt  werden 
müssen,  u.  s.  w. 

Coordlnaten  der  Brennpunkte  der  Projeotionsellipsen. 

Die  Ortscurven  der  Brennpunkte  sind  (abgesehen  von  (15)) 
ziemlich  verwickelter  Art;  will  man  dieselben  untersuchen,  so  em- 
pfiehlt es  sich  ihre  Gleichungen  aufzustellen  und  zu  dem  Zwecke 
zunächst  die  Coordinaten  der  Brennpunkte  zu  bestimmen.  Wählt 
man  T  zur  a;-Axe  und  B  zum  Anfang  eines  rechtwinkligen  Coor- 
dinatensystems ,  so  genügt  der  Mittelpunkt  und  R  zur  Bestimmung 
der  Brennpunkte.  Man  bezeichne  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes 
mit  xm<t  ym  und  die  des  einen  Brennpunktes  mit  x,  y\  alsdann  er- 
geben sich  mit  Hülfe  einfacher  Ellipsensätze  folgende  Formeln: 


xn. » ix  (i-  -^~,y  y„ » jy  (^+iq:-yO 


(23) 


Setzt  man  diese  Werte  in  die  Gleichung  der  Mittelpunkts- 
curve  ein,  so  erhält  man  die  der  Brennpunktcurve. 

Allgemeiner  FaU:  Die  SehnlttUnie  beider  Projeetionsebenen  berflhrt 
die  Ellipsen  nicht. 

In  diesem  Falle  sind  von  der  Projectionsellipse  ihre  beiden 
reellen  oder  imaginären  Schnittpunkte  mit  T  und  dann,  wie  oben, 
der  zu   T  parallele  Halbmesser  R  gegeben.    Trifft  der  T  zugeord- 
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nete  Durchmesser  diese  Gerade  iu  O,  und  wird  die  Ebene  der  Pro- 
jectionsellipsen  parallel  verschoben,  so  bewegen  sich  ihre  Mittel- 
punkte auf  Lcraden  Linien  durch  O  und  zwar  bilden  sie  hierbei 
ähnliche  Systeme,  die  in  Beziehung  auf  O  ähnlich  liegen.  Die 
Projectionsellipsen  werden  von  einander  entfernt  oder  dichter  zu- 
sammen gesch  aar  t,  behalten  aber  ihre  gegenseitige  Lage,  Grösse  und 
Gestalt  bei.  Hiernach  erweitern  sich  die  oben  aufgestellten 
Sätze  über  Cent ralörter  auch  auf  den  allgemeinen  Fall. 
Untersucht  man  noch  die  übrigen  Sätze  über  ümhüllungscurven 
u.  8.  w.,  so  findet  man,  dass  auch  hier  keine  bemerkenswerte 
Aenderung  eintritt. 

II. 

Uebcr  einer  Ellipse  mit  den  Halbaxen  a,,  ij  (Basisellipse) 
sei  ein  gerader  Cylinder  errichtet.  Eine  unter  dem  Winkel  © 
gegen  die  Basis  geneigte  Ebene  schneide  ihn  in  einer  Ellipse 
(Schnittellipse)  mit  den  Halbaxen  a,  b.    Dann  ist  bekanntlich 

öl  *!  =  öÄ  cos  (0 (24) 

Hieraus  ergiebt  sich: 

,,Die  Ebenen  flächengleicher  Schuittellipsen  mit  gemeinsamen 
,, Mittelpunkt  hüllen  einen  Umdrehungskegel  ein,  welcher  die  Cylin- 
„deraxe  zur  Axe  hat" (25) 

Schnittellipse  und  Basisellipse  mögen  M  zum  gemeinsamen 
Mittelpunkt  (Fig.  8.)  und  R  zum  gemeinsamen  Halbmesser  haben, 
r  sei  der  R  zugeordnete  Halbmesser  der  Schnittellipse,  r'  seine 
Projection,  und  ^,  die  Höhe  des  elliptischen  Hufes,  verbinde  die 
Endpunkte  von  r  und  r*.    Dann  ist 

aj5»+Ä,«  =  i2«4-r'»     und     ««+&««  iP-f-r» 
folglich 

a«  +  ft»  — aj« -Ä,2_Ä« (26) 

Da  man  nun  h  auffassen  kann  als  die  Normalprojection  der 
halben  Schnittellipse  auf  die  Axe,  so  gilt  folgender  Satz: 

„Schnittellipsen  mit  gleichen  Quadrantensehnen  haben  gleiche 
„Normalprojectionen  auf  die  Cylinderaxe" (27) 

Die  Basisellipse  hat  sonach  die  kleinste  Fläche  und  die  kleinste 
Qnadrantensehne.    Aus  (27)  ergeben  sich  weiter  die  Sätze: 

„Die  Ebenen  der  Schnittellipsen  mit  gemeinsamem  Mittelpunkt 
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„und  gleichen  Qaadrantonsehnen  hüllen  einen  geraden  elliptischen 
„Kegel  ein,  welcher  in  der  Axe  und  der  Basiseliipse  mit  dem  Cy- 
„linder  übereinstimmt*' (28) 

„Hieben  die  Flächen  zweier  Schnittellipsen  gleiche  Neigung  gegen 
„die  Axe  und  gleiche  Normalprojectionen  auf  dieselbe ,  so  sind  sie 
„congruent" (29) 

Aufgabe:  Man  soll  durch  einen  Punkt  Jfin  der  Axe 
eines  elliptischen  Cylinders  eine  Ebene  legen,  deren 
Schnittellipse  die  gegebenen  Halbaxen  a,  h  hat. 

Aufl.  Man  bestimme  zunächst  mittelst  (24)  und  (26)  (»und  h 
und  schneide  hierauf  die  Axe  senkrecht  durch  eine  Ebene  im  Ab- 
stand h  von  ilf,  wodurch  man  eine  der  Basis  congruente  Ellipse  er- 
hält. Man  ziehe  hierauf  einen  der  letzteren  concentrischen  Kreis 
mit  dem  Halbmesser  h .  cot  a>,  lege  an  Kreis  und  Ellipse  die  gemein- 
samen Tangenten  und  durch  diese  und  M  Sohnittebenen. 

Die  Bedingung  der  Lösbarkeit  ist 

^1  «■  ^  cot  OD  ,^  &i 

oder  mit  Benutzung  von  (24)  und  (26) 

a^Oi^Ä^&i (30) 

Die  Notwendigkeit  dieser  Bedingung  ergiebt  sich  auch  daraus, 
dass  es  einen  beiden  Ellipsen  gemeinsamen  Halbmesser  geben  muss. 

Man  erhält  im  allgemeinen  vier  Lösungen,  zwei  dagegen,  wenn 
sich  die  beiden  Hülfscurven  doppelt  berühren  \  im  letzteren  Falle  ist 
eine  der  gegebenen  Axen  einer  Axe  der  Basisellipse  gleich.  Ist  die 
Basisellipse  ein  Kreis,  so  haben  nach  (30)  alle  Schnittellipsen  seinen 
Durchmesser  zur  Nebenaxe;  soll  aber  die  Schnittellipse  ein  Kreis 
sein,  so  ist  dessen  Durchmesser  der  Hauptaxe  der  Basisellipse  gleich 
zu  nehmen.  Die  Bedingung  (30)  ist  auch  dann  notwendig  und  hin- 
reichend, wenn  die  beiden  Ellipsen  demselben  Cylinder  angehören 
sollen,  ohne  dass  die  Perpendicularität  der  einen  Ellipsenebene  zur 
Axe  verlangt  wird     Ist  daher  (30)  erfüllt,  so  gilt  folgender  Satz: 

„Sind  die  Mittelpunkte  zweier  beliebig  im  Räume  gelegenen 
„Ellipsen  durch  eine  Gerade  verbunden,  so  lässt  sich  die  eine 
„von  beiden  immer  durch  drei  Drehungen  in  den  durch  die  andere 
„und  jene  Verbindungslinie  bestimmten  Cylinder  hineinbewegen  .  (31) 
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Hat  man  nämich  mittelst  der  festen  Ellipse  und  der  Cylinderaxe 
CD  und  h  bestimmt,  so  gebe  man  der  Ebene  der  beweglichen  Ellipse 
zunächst  die  erforderliche  Neigung  gegen  die  Axe  und  drehe  hierauf 
die  Ellipse  in  ihrer  Ebene  um  den  Mittelpunkt  bis  ihre  Normal- 
projection  auf  die  Axe  gleich  2  h  ist.  Alsdann  ist  der  durch  sie  be- 
stimmte Gylinder  dem  durch  die  feste  Ellipse  bestimmten  congruent 
und  kann  mit  ihm  mittelst  einer  Drehung  um  die  gemeinsame  Axe 
zur  Deckung  gebracht  werden. 

Die  Bestimmung  des  der  Schnitteilipse  und  der  Basiselüpse  ge- 
meinsamen Halbmessers  R  ergiebt  sich  aus  Figur  8.  Fällt  man 
nämlich  ans  den  Endpunkten  von  h  Lote  auf  B ,  so   sind  dieselben 

ab  ,  €ubi 

-R     und    =-^ 

Also  ist 

(26)  und  somit 

^  -a«^j2_«^-ä_i^2 (32) 

oder 


Das  HalbaxenTerhftltniss  a :  b  der  Schnitteilipse. 

Durch  einen  festen  Punkt  der  Cylinderaxe  sei  eine  Ebene  gelegt 
und  dieselbe  derart  bewegt,  dass  das  Halbaxenverhältniss  der  Schnitt- 
ellipse keine  Aenderung  erleidet.  Dass  die  so  entstandene  Kegel- 
fiäche  keine  elementare  sein  kann,  zeigt  folgende  Betrachtung. 
Wählt  man  statt  des  elliptischen  Cylinders  einen  hyperbolischen,  so 
können  sich  die  Gleichungen  beider  Eegelflächen  nur  durch  ein 
Vorzeichen  unterscheiden;  man  kann  daher  aus  der  Art  des  einen 
Kegels  auf  die  des  anderen  schliessen.  Die  Untersuchung  des  hyper- 
bolischen .Cylinders  wird  aber  wesentlich  durch  die  Asymptoten- 
ebenen erleichtert. 

Aus  ihnen  ergiebt  sich,  dass  die  vorliegende  Aufgabe  mit  der 
folgenden  identisch  ist.  Durch  einen  Punkt  der  Schnittlinie  zweier 
festen  Ebenen  wird  eine  bewegliche  Ebene  gelegt  und  nach  der  von 
ihr  nmhtlllten  Fläche  gefragt,  wenn  der  Winkel  der  Schnittlinien 
der  beweglichen  Ebene  mit  den  beiden  festen  seine  Grösse  beibehält 
Legt  man  nun  um  den  festen  Punkt  der  Schnittlinie  als  Mittelpunkt 
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eine  Engel,  so  kann  der  Aufgabe  auch  folgende  Fassung  gegeben 
werden:  Zwei  feste  grösste  Kreise  einer  Engel  werden  von  einem 
beweglichen  so  geschnitten,  dass  der  zwischen  ihnen  liegende  Bogen 
eine  unveränderliche  Länge  hat.  Welche  Cnrve  hüUt  er  ein?  Oder 
wenn  man  endlich  aus  der  Sphärik  in  die  Geometrie  der  Ebene 
übergeht :  Welche  Curve  wird  von  einer  an  Länge  unveränderlichen 
Strecke  eingehüllt,  wenn  ihre  Endpunkte  zwei  feste  gerade  Linien 
durchlaufen?  Für  den  Fall,  dass  die  festen  Geraden  auf  einander 
senkrecht  stehen,  ist  die  Curve  bekanntlich  eine  der  Ellipsenevolnte 
affine,  die  sogenannte  Astrois  mit  der  Gleichung 

•/3  Vs  Vs 

X     +y      =a 

Da  durch  einen  Punkt  ausserhalb  der  Ellipse  vier  Normalen  gezogen 
werden  können,  so  ist  die  Glassenzahl  ihrer  Evolute  und  mithin  auch 
die  der  Astrois  =  4.  Diese  Zahl  ändert  sich  nicht,  wenn  man  statt 
des  rechten  Winkels  einen  beliebigen  einführt,  und  auch  dann  nicht, 
wenn  man  statt  der  Ebene  die  Kugel  wählt.    Daher  der  Satz: 

„Bewegt  sich  eine  Ebene  um  einen  festen  Punkt  der  Axe  eines 
„elliptischen  Cylinders  derart,  dass  die  Schnittellipse  ein  unveränder- 
„liches  Halbaxenverhältniss  hat,  so  umhüllt  sie  einen  Kegel  mit 
„einer  Basiscurve  von  der  4.  Classe'' (33) 

Wir  denken  uns  weiter  an  die  Basisellipse  eine  Tangente  ge- 
legt, welche  mit  der  Hauptaxe  den  spitzen  Winkel  v  bildet.  Es 
kann  nun  die  Aufgabe  gestellt  werden:  zu  untersuchen,  in 
welcher  Weise  sich  die  Gestalt  der  Schnittellipse  än- 
dert, wenn  sich  ihre  Ebene  um  jene  Tangente  dreht 
Zu  diesem  Zwecke  führen  wir  als  Repräsentanten  der  Gestalt  die 
Winkel  a  und  a^  ein,  indem  wir  setzen 

b  «      *i       ^       «1 

oder: 

sin«  :  cosa   :  1  —  2ab]  :  a^  —  b^  :   a*  -J-6*   j 

(34) 

sin  Ol  :  cos  «1:1  =  2aib^  :  «i*  —  ^i*  :  Oj*  +b^^  ' 

a  ist  der  Winkel,  unter  welchem  die  Nebenaxe  vom  Hanptscheitel 

aus  gesehen  wird.    Er  erreicht  seinen  grössten  Wert  ^  >  wenn  die 

die  Ellipse  ein  Kreis  ist  \  je  kleiner  o,  um  so  grösser  ist  die  Excen- 
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tricität.    Der  Abstand  der  unter  dem  Winkel  t  gegen  die  Haaptaxe 
geneigten  Tangente  vom  Mittelpunkt  ist  nun 

•  —  y  aj*  8in*T  -f-  &i  *  C0B*r 
Andrerseits  ist  derselbe  anch 

—   h  .  cot  CO 

Setzen  wir  diese  Werte  einander  gleich,  so  finden  wir  mittelst  (24), 
(26)  und  (34)  folgende  Gleichung: 

sinajCOS»       i  .  -     ,^  •  «  x 

1 r =  isin'«  (l  +  C0BaiC0S2T) 

Bin«  *  ^    '  *  ^ 

Wir  denken  uns  hierbei  a^  und  t  gegeben  und  fragen  nach  der 
Abhängigkeit  des  Winkels  a  von  u.  Die  Gleichung  erhält  dann  am 
besten  die  folgende  Form: 

5^  —  V^l  — cos2cr,.cÖ8"«2T+i  V(T+  cos «1  cos 2t) cos » 


|/i-cos«,c^« 

r  cosw  J 


Die  Gestalt  der  Ellipse  kommt  nun  der  Kreisform  am  nächsten, 
wenn  a  grösstmöglich  ist,  d.  h.  wenn  der  Inhalt  der  Klammer 
verschwindet,  oder  wenn 

1—  cosgj  cos  2t       secgj  — cos2t 
^^'  "  ^  l  +  C05aiC0s2r  ^  sec«|+Cüs"2i  -^''  (36) 

eine  Gleichung,  welche  nur  befriedigt  werden  kann,  wenn 

Wir  unterscheiden  daher  folgende  Fälle : 

1)  T  ^  j  ;  cos*«  <C  B.  Der  Inhalt  der  Klammer  in  (35)  ist 
stets  negativ,    a  nimmt  ab,  wenn  m  wächst. 

2)  t  <;  V .  Wächst  a>  von  null  ab,  so  ist  anfangs  cos*o>  >  B, 
der  Inhalt  der  Klammer  ist  positiv,  und  es  wächst  a  mit  «v.    Für 

cos* »  —  -ö 
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erhält  a  seiaca  grössteD  Wert  und  nimmt  von  da  an  wieder  ab. 
D.  h. 

„Dreht  sich  die  Ebene  der  Schuittellipse  am   eine  in  der  Basis 

„liegende  Gerade  bei  wachsendem   Neigungswinkel,   und  bildet  die 

„Gerade  mit  der  Hauptaxe  der  Basisellipse  einen  Winkel,  welcher 

n 
.^kleiner  als  ^,    so  nähert  sich  anfangs   die  Gestalt  der  Ellipse  der 

„Ereisform  bis  Gleichung  (36)  erfüllt  ist,  von  da  an  weicht  sie  von 

„.derselben    unausgesetzt  ab.    Ist  aber  jener  Winkel   grösser  oder 

n 
,gl  eich  j,   so   weicht  die   Gestalt  der  Ellipse  von  Anfang  an  mebr 

„und  mehr  von  der  Kreisform  ab" (37) 

Fttr  0)  »  -  entartet  die  Ellipse,  ihre  Excentricität  wird  1. 

Ist  die  Bedingung  (36)  erfüllt,  so  gilt 

cot  a  — >  cot  a^ .  sin  2t 

Hiernach  tritt  der  Kreis  nur  für  t  =  0  ein,  und  es  entfernt  sich 
die   Ellipse   umsomehr   von   der  Kreisgestalt,    je  grösser   t.    Für 

TT 

T  <;  j  kann  man  immer  eine  Schnittellipse  finden,  welche  der  Basis- 
ellipse ähnlich  ist,  sie  aber  an  Grösse  übertrifft.  Für  t  =  0  wird 
dieselbe  grösstmöglich.  Ihre  kleine  Halbaxe  ist  der  grossen  Halb* 
axe  der  Basisellipse  und  ihre  grosse  Halbaxe  dem  grössten  Krüm- 
mungshalbmesser der  Basisellipse  gleich. 


Construction  der  Sehnittellipse  9   weiche  einen  sregebenen  Punkt  F 
im  Innern  des  Cylinders  zum  Brennpunkt  hat. 

Man  kann  durch  einen  beliebig  im  Innern  des  Cylinders  ge- 
legenen Punkt  F  stets  eine  Ebene  so  legen,  dass  die  entstandene 
Schnittellipse  F  zum  Brennpunkt  hat.  Legt  man  nämlich  zunächst 
durch  F  eine  Ebene  senkrecht  zur  Cylinderaxe  und  bezeichnet  in 
der  so  entstandenen  Basisellipse  den  Halbmesser  des  Punktes  F  mit 
a'  und  seinen  zugeordneten  mit  b\  so  sind  a'b'  die  Normalprojec- 
üonen  der  Halbaxen  ab  der  Schnittellipse.  Nun  ist  aber  in  der 
Lage  des  Punktes  F  auf  a'  auch  die  Excentricität  der  Sehnitt- 
ellipse und  hierdurch  das  Yerhältniss  a :  b  gegeben. 

Sonach  hat  man  die  Aufgabe  zu  lösen:  Das  über  a'b'  senkrecht 
errichtete  dreiseitige  Prisma  in  einem  Dreieck  von  gegebener  Ge- 
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stalt  zn  schneiden.  Lösungen  dieser  Aufgabe  siehe:  Gngler,  Lehr- 
buch der  descriptiven  Geometrie  Nr,  180 ;  Marx :  üeber  eine  Fläche 
\ierter  Ordnung  mit  reellem  Doppelkegelschnitt.  In.-Diss.  München 
1880;  S.  6.  Wiener,  Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie  I,  143. 
Eine  einfachere  Construction  der  gesuchten  Schnittellipse  ergiebt 
sich  aber  aus  folgendem  Satz  (Fig.  9.) 

,vLegt  man  durch  einen  Brennpunkt  F  einer  beliebigen  Schnitt- 

,,ellipse  eine  Ebene  senkrecht  zur  Cylinderaxe,  und  sind  F^,  F^  die 

,3reiinpunkte  der  so  entstandenen  Basisellipse,  so  halbirt  die  Schnitt- 

„linie  JH  beider  Ebenen   den  Nebenwinkel   des  Winkels  F^FF^^^ 

(38^ 

Beweis:  Sind  a  und  ß  die  Tangenten  der  Schnittellipse 
parallel  JH^  und  A  und  B  deren  Borührpunkte,  ct\  ß\  A\  B'  aber 
die  Nformalprojectionen  dieser  Gebilde  auf  die  Ebene  der  Basis- 
ellipse, so  halbirt  bekanntlich  JH  den  Winkel  AFB,  Hieraus  er- 
giebt sich  die  Congruenz  der  Ecken  F,  AA^H  und  F,  BB'H^  woraus 
weiter  hervorgeht,  dass  JH  auch  den  Winkel  A'FB*  halbirt.  Man 
zeiclme  alsdann  das  Parallelogramm  A'F^B*F^  (Fig.  9*)  und  zerlege 
es  durch  die  Parallelen  zu  den  Seiten  CFE  und  DFG,  JH  halbirt 
nun  nicht  allein  den  Winkel  A'FB\  sondern,  wie  die  Parallele  durch 
/j  zeigt,  auch  den  Winkel  EFG.  Hieraus  geht  die  Aehnlichkeit  der 
Parallelogramme  A*F  und  B'F  hervor ,  aus  dieser  die  Aehnlichkeit 
der  Parallelogramme  FF^  und  FF^^  und  mit  Hülfe  der  letzteren 
ergiebt  sich  die  Behauptung. 

Die  weitere  Festlegung  der  Ebene  durch  JH  bat  keine  Schwie- 
rigkeit. Man  bestimme  entweder  den  Parameter,  welcher  dem  har- 
monischen Mittel  aus  JF  und  FH  gleich  ist,  oder  die  Hauptaxe,  die 
man  findet,  indem  man  das  Quadrat  des  zu  JH  parallelen  Durch- 
messers durch  JH  dividirt.  Man  erhält  immer  zwei  congrueute 
Ellipsen,  die  nur  dann  zusammenfallen,  wenn  F  in  F^  oder  F^  liegt. 

Sind  die  Coordinaten  a:,  y  des  Punktes  F  in  der  Ebene  der 
Basisellipse  gegeben,  so  erhält  man  die  Halbaxen  a,  b  aus  folgen- 
den beiden  Gleichungen  : 


b  -  aj/l-  (-V-  (n'         a'J'+Oi^V  -  a^a^^  +  b^^-x^-y^) 
' (39) 

Die  erste  Gleichung  liefert  den  Satz,  der  sich  übrigens  aus  dem 
zu  Anfang  dieses  Abschnittes  Gesagten  unmittelbar  ergiebt,  dass  die 
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Brennpunkte  ähnlicher  Schnittellipsen  anf  einer  der  Basisoliipse 
concentrischen,  ähnlichen  nnd  ähnlich  gelegenen  Ellipse  liegen. 

Ist  der  gegebene  Cylinder  ein  gerader  Ereiscylinder,  so  findet 
man  bekanntlich  den  Brennpunkt  einer  Schnittellipse,  indem  man  in 
den  Cylinder  eine  Engel  beschreibt,  welche  die  Ebene  der  Schnitt- 
ellipse berührt.  Der  Berührpnnkt  ist  der  eine  Brennpunkt  Soll 
dieser  Satz  anf  den  allgemeinen  elliptischen  Cylinder  übertragen 
werden,  so  kann  dies  in  folgender  Weise  geschehen  (Fig.  10).  Ueber 
einer  Ellipse  in  der  Ebene  E  sei  ein  beliebiger  Cylinder  C  nnd  ein 
gerader  Ereiscylinder  C*  errichtet,  nnd  in  letzterem  die  Engel  K' 
construirt,  welche  £  im  EUipsenbrennpnnkt  F  berührt  Man  ver- 
binde nnn  zwei  im  selben  Punkte  von  E  zusammen  treffende  Eanten 
beider  Cylinder  durch  eine  beliebige  Gerade  XaT',  welche  ^  in  S 
treffen  möge.  Ferner  lege  man  durch  sämtliche  Punkte  des  Cylinders 
C  Gerade  parallel  X^X  von  solcher  Länge ,  dass  sie  durch  E  in 
einem  Yerhältniss  geteilt  werden 

Alsdann  bilden  die  Endpunkte  dieser  Geraden  den  Cylinder  C  In 
gleicher  Weise,  wie  sich  beide  Cylinder  entsprechen,  entspricht  nun 
der  Engel  K*  ein  Ellipsoid  A,  welches  C  in  einer  Ellipse  und  E 
in  i^  berührt  Schneidet  sodann  eine  Ebene  parallel  E  die  Engel 
in  einem  Ereis,  so  entspricht  diesem  Ereis  ein  Ereis  von  derselben 
Grösse,  welcher  auf  dem  Ellipsoid  liegt,  und  dessen  Ebene  ebenfallB 
parallel  E  ist.  Sonach  schneiden  alle  parallel  zu  E  gelegenen 
Ebenen  das  Ellipsoid  in  Ereisen.    Daher  der  Satz: 

„Construirt  man  in  einen  elliptischen  Cylinder  ein  Ellipsoid 
„und  legt  an  dessen  einen  Ereispunkt  eine  Tangentialebene,  so  hat 
„die  in  dieser  liegende  Schnittellipse  den  Berührpunkt  zum  Brenn- 
„punkt" .  .(40) 

Ist  die  Schnittellipse  gegeben,  so  giebt  es  unendlich  viele  der- 
artige EUipsoide,  da  die  Richtung  der  Geraden  XX'  keine  bestimmte 
ist  Die  Schnittellipse  selbst  gehört  als  ein  entartetes  Ellipsoid  mit 
hinzu.  In  gleicher  Weise  kann  man  den  Satz  auch  vom  geraden 
Ereiskegel  auf  den  Eegel  zweiter  Ordnung  übertragen. 

Chasles  bringt  ihn  in  seiner  Geschichte  der  Geometrie  Note  lY^ 
aber  ohne  Beweis. 

Zum  Schlüsse  noch  eine  kurze  Notiz  über  den  cylindri- 
schen   Raum,    welcher  von  zwei  beliebigen  Ebenen  abgegrenzt 
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wird,  die  sich  ausserhalb  des  elliptischen  Cylinders  schneiden.  Be- 
kanntlich findet  man  den  Inhalt  desselben,  indem  man  die  Fläche 
der  zur  Cylinderaxe  senkrechten  Ellipse  mit  der  Geraden  multipli- 
cirt,  welche  die  Mittelpunkte  der  beiden  Schnittellipsen  verbindet. 
Neu  dagegen  dürfte  die  folgende  Construction  des  Schwer- 
punktes dieses  cylindrischen  Körpers  sein: 

„Man  bestimme  die  Schnittlinie  der  abgrenzenden  Ebenen  und 
„hierauf  den  Pol  dieser  Geraden  in  Beziehung  auf  die  eine  Schnitt- 
„ellipse.  Alsdann  verbinde  man  den  Pol  mit  dem  Ellipsenmittel- 
„punkt  und  verlängere  die  Linie  über  Letzteren  hinaus  um  den 
„vierten  Teil.  Legt  man  schliesslich  durch  den  Endpunkt  der  Yer- 
„längerung  eine  Gerade  den  Cylinderkanten  parallel  bis  zur  andern 
„abgrenzenden  Ebene  und  halbirt  dieselbe,  so  erhält  man  den  ge- 
„suchten  Schwerpunktes 
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XXI. 


Analytische  Untersuchungen 
der  einem  Tetraeder  zugeordneten  Flächen 

zweiter  und  dritter  Ordnung 
mittelst  numerischer  Tetraedercoordinaten  *) 


Von 

Heinrich  von  Jettmar. 


Schneiden  vier  Ebenen  daß  Tetraeder  A^A^A^A^  ab,  so  ist  die 
Lage  jedes  Punktes  M  im  Räume  durch  seine  numerischen  Coor- 
dinaten 

x^  X2  a-j  x^ 

«'  =  V       «-A,'      "»  =  v     "*  =  *, 

bezQglich  welcher  die  Gleichung 

ai+a2  +  «s  +  «4  =  l  (») 

gilt,  vollkommen  bestimmt.     Hierbei  bezeichnen  ari,    ^r^,    «a,  x^   die 
Abstände  des  Punktes  M  von  der  Ebene 

A^  A^A^  =>  I 
beziehungsweise 

Af^A^Ai  =»  //,     A^A^A2  =  ///,     Aj^A^A^  «=»  /T 

ferner  Äj,  ä^,  /j^,  h^  die  entsprechenden  Tetraederhöhen. 

Ist  «1  =  const.  gegeben,  so  ist  hierdurch  eine  der  Ebene  / 
parallele  Ebene  bestimmt,  welche  die  Kanten  A^  ^Ig,  A^  -«43,  A^  A^  in 
Ai,  ils',  A^'  so  schneidet,  dass 

•)  Vgl.  Nr.  II.  S.  13. 
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wird.  Ist  noch  ag  gegeben,  so  erhalten  wir  in  ähnlicher  Weise  eine 
der  Ebene  //  parallele  Ebene  A^'Al'Al\  welche  die  Ebene  A<^A^A^ 
in  einer  zur  Kante  A^A^  parallelen  Geraden  —  wir  wollen  sie  mit 
(3,  4)  bezeichnen  —  schneidet.  Ist  endlich  auch  a^  gegeben,  so 
erhalten  wir  die  Ebene  A^A^^A^  parallel  zu  ///,  welche  die  Ebene 
A^A^*A^  in  der  zur  A^A^  parallelen  (2,  4)  schneidet.  Der  Durch- 
schnitt der  Geraden  (3,  4)  und  (2,  4)  bestimmt  endgiltig  den  Punkt 
3/,  dessen  letzte  Coordinate  «4  aus  der  Gleichung  (1)  berechnet  wird. 

«1  ==  a«  =  «3  =  «4  =  i 
bezeichnet  d;3n  Schwerpunkt  S  des  Tetraeders ; 

a^  =  03  =  «4 

bezeichnet  einen  Punkt  in  der  Schwerlinie  i4,  ^S  oder  die  Schwerlinie 
selbst; 

«3  =  «4 

bezeichnet  einen  Punkt  in  der  Schwerebene  A^A^&  oder  die  Schwer- 
ebene selbst 

Liegt  der  Punkt  Af  (Fig.  1.),  dessen  Tetraedercoordinaten  mit 
«n  «2?  ^y  ^K  bezeichnet  werden,  in  einer  zur  Tetraederliäche  / 
parallelen  Ebene  A^ A^ Ai^y  so  sind  seine  numerischen  Coordinateu 
«2',  «sS  «4*  in  Beziehung  auf  das  Dreieck  A^A^A^  folgendermassen 
erbracht.    Aus  der  Figur  erkennt  man 

^>' ""  A^'B^'  '^  A^D 

Beziehen  wir  aber  die  Coordinateu  fc,  ju^  fig  des  Punktes  M  auf 
das  Coordinatendreieck  A^A^D^  so  ist  die  Gleichung  der  Trans- 
versale A^M 

wobei  ^1,  Is,  Is  die  veränderlichen  numerischen  Coordinateu  eines 
in  dieser  Transversale  liegenden  Punktes  siüd.  Setzen  wir  in  dieser 
Gleichung 

i\  «=  0    also    i*3  -=  1  —  i'g 
so  kommt 

•c f'»—         ', ^^ 

Diese  sind  sonach  die  Coordinateu  des  Fusspunktes  i?,  der  Trans- 
versale und  namentlich 

B^D 
^«  •"  A^D 
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In  Beziehung  auf  das  GoorcBnatendreieck   A^  A^  D  hat  aber  M  die 
Coordinaten 

.  ,   ,    ,  ^1  =  «1»      f*«  =  «2,      fi3  =  1  —  «,  -  «g 

folglich  18t 

By  D  cTg 

^2  Z>  ""  1  -  «1 


also  auch 
und  analog 


CYo 
^  #  * 


o< 


Liegt  der  Punkt  M  in  der  Schwerebene  A^  A^  D,  ist  also 
A^D  ^  DA^ 
so  sind  die  Coordinaten  des  Punktes  in  Beziehung  auf  das  Dreieck 

<^i  =  «ii     <^»'=«a,     <F3  =  1— «1  — «j  =  2a9  =  2ff| 


^i^gZ) 


Die  symmetrische  und  homogene  Gleichung  des  nten 
Grades  zwischen  a^,  a,,  a,,  a^  bestimmt  eine  dem  Tetraeder  zu- 
geordnete Fläche  der  nten  Ordnung,  in  welcher  stets  24  Punkte 
insofern  einander  ensprechen,  als  ihre  Coordinaten  dieselben  Werte, 
doch  nicht  in  gleicher  Reihenfolge  besitzen.  Denn  da  sich  in  der 
Gleichung  nichts  ändert,  wenn  a,,  a,,  orj,  a^  beliebig  vertauscht 
werden,  so  sind  durch  vier  Zahlenwerte,  deren  Summe.  1  bildet,  und 
welche  als  Caordinaten  in  die  Gleichung  eingeführt  derselben  ge- 
nügen, ebenso  viel  Flächenpunkte  bestimmt,  als  es  Permutationen 
zwischen  vier  Flementen  giebt,  also  24.  Diese  Punkte  sind  paar- 
weise den  Schwerebenen  des  Tetraeders,  d.  i.  den  Ebenen,  welche 
durch  eine  Kante  und  durch  den  Schwerpunkt  gelegt  werden,  sym- 
metrisch. Ich  nenne  Aber  zwei  Punkte  einer  Schwerebene  gegen- 
über symmetrisch  liegend,  wenn  ihre  Verbindungslinie  der  gegenüber- 
liegenden Kante  parallel  läuft  und  durch  die  Schwerlinie  halbirt  wird. 

Die  symmetrische  und  homogene  Gleichung  des 
zweiten  Grades  ist 

-4(«i*+  «8*+  «s*  +  «4*)  +  Ä(aiaj4-a,0f3+a,tt4-f  flfjas+ajaft+ofjcr^)  =  0 
Wir  führen  statt  dessen  die  abkürzende  Schreibweise 
AZa^^  +  BZa^a^  —  0 

ein,  welcher  wir  uns  auch  in  Zukunft  bedienen  wollen. 
Bringen  wir  diese  Gleichung  auf  die  Form 
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U-iJ3)2:a,«+i5(«,  +  a,  +  «5  +  «,)«  =  0 
SO  erkennen  wir  auch  in 

«l*  +  «2*+«3*+«4'=-»  (2) 

die  allgemeine  Form  der  symmetrischen  Gleichung  des 
zweiten  Grades. 

Diese  Gleichung  hestimmt  offenbar  ein  dem  Tetraeder  symme* 
trisch  zugeordnetes  Ellipsoid,  dessen  Mittelpunkt  im  Schwerpunkt 
des  Tetraeders  liegt.  Je  nach  der  Grösse  der  Zahl  n  entscheiden 
sich  die  absoluten  Dimensionen  des  Ellipsoids;  ihre  relativen  Di- 
mensionen bleiben  bei  veränderlichen  n  dieselben;  die  EUipsoide 
sind  concentriscb,  einander  ähnlich  und  ähnlich  liegend. 

Die  l^chnitte  des  Ellipsoids  mit  den  Grundebenen  des  Tetraeders 
sind  durch  die  Gleichungen 

ffj  =  0,    «j*+«3*+a4*  —  n    u.  s.  w. 

gegeben;  sie  sind  somit  den  Grunddreiecken  des  Tetraeders  sym- 
metrisch zugeordnete  Ellipsen.  Doch  findet  ein  derartiger  Schnitt 
nur  statt,  wenn 

ist  1)  Bei  n  «  J  berührt  das  Ellipsoid  die  Grundflächen  des  Tetra- 
eders in  ihren  Schwerpunkten.  Bei  n  «  ^  berührt  das  Ellipsoid  die 
Kanten  des  Tetraeders  in  ihren  Mittelpunkten.  Bei  n  «  1  geht  das 
Ellipsoid  durch  die  Eckpunkte  des  Tetraeders,  es  ist  diesem  umge- 
schrieben. 

Legen  wir  durch  den  Schwerpunkt  des  Tetraeders  eine  Ebene 
parallel  /,  so  wird  der  Schnitt  des  Ellipsoids  mit  der  neuen  Ebene 
durch  die  Gleichung 

bestimmt.  Beziehen  wir  aber  die  Coordinaten  anf  das  Dreieck 
A^A^A^^  in  welchem  die  neue  Ebene  das  Tetraeder  schneidet,  so 
resultirt  als .  Gleichung  der  Schnittcurve 

indem 


1)  Vgl.  T.  X.  S.  15. 

Arch.  d.  Math.  a.  Phys.    2.  Beihe,  T.  X.  26 
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«'«- 

.     ■» 

-  ,.     ^nr 

1-«, 

■-    y«« 

n. 

s.  w.  za  setzen  ist 

Die  Fläche  (2)  ist  reell,  so 

lange 

16»- 
9 

--'>i 

oder 

«^i 

ist.  Bei  n  —  i  redncirt  sich  die  Fläche  auf  einen  Punkt,  den  Schwer- 
punkt des  Tetraeders. 

Jede  Schwerlinie  des  Tetraeders  ist  ein  Durchmesser  des  sym- 
metrischen Ellipsoids,  welcher  der  der  gegenüberliegenden  Grund- 
fläche parallelen  Diametralebene  conjugirt  ist  Wenn  wir  in  der  zur 
Ebene  2  parallelen  Diametralebene  irgend  zwei  conjugirte  Durch- 
messer mit  2b\  2c\  den  in  der  Schwerlinie  ÄiS  liegenden  Durch- 
messer mit  2a',  endlich  die  Halbachsen  des  Ellipsoids  mit  a,  ^,  e 
bezeichnen,  so  gilt  zunächst  die  Gleichung 

Wenn  sodann  die  Schwerlinie  A^S  gegen  die  Grundfläche  /  des 
Tetraeders  um  den  Winkel  q>  geneigt  ist  und  die  conjugirten  Durch- 
messer 2b'  und  2c'  den  Winkel  ilf  einschliesseu,  so  gilt  die  Gleichung 

aVc' sing) sin ^  '^  abc 

Als  Coordinaten  der  Endpunkte  des  Durchmessers  a*  finden  wir 

««  =  «8  =  «4  ■*  i(l  — «l) 
und  

somit 

Aus  der  Gleichung 
resultirt  ferner  *) 

b' «  B'  VtT^,  e  -  c  yr-^ 

wobei  A\  B\  C'  von  n  unabhängige  und  nur  von  den  Dimensionen 
des  Tetraeders  abhängige  Grösse  darstellen.  Da  sonach  die  einander 
conjugirten  Durchmesser  2a ,  2b\  2c*  ohne  ihre  Richtungen  zu 
ändern,  ihre  wechselseitigen  Verhältnisse,  nämlich 


1)  Vgl.  T.  X.  Seite  16. 
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beibehalten,  welchen  Wert  immer  n  annehmen  mag,  so  ist  der  Be- 
weis erbracht,  dass  die  durch  Gl.  (2)  ausgedrückten  Ellipsoide  unter 
einander  ähnlich  sind  und  in  Aehnlichkeitslage  sich  befinden.  Der 
gemeinsame  Aehnlichkeitspunkt  ist  natürlich  der  Schwerpunkt  des 
Tetraeders. 

Die  symmetrische  Gleichung  des  dritten  Grades  ist 

Schreiben  wir  statt  dessen 

und  setzen 

A— JB  — «i,    2(C— Ä)«?!,    —  Jß=p 

80  erhalten  wir  einfacher 

+  n(a,(jrjOf9  +  «iflf,or4+  Ofi  or»  «4  +  er,  er,  «^)  =  ;>  (3) 

als  allgemeine  Form  der  symm  etrischen  Gloi(:hung  des 
dritten  Grades. 

Die  Schnittcurven    der   durch  diese    Gleichung   ausgedrückten 
Fläche  dritter  Ordnung  mit  den  Coordinatenebenen  sind 

m(aj'  -[-  «3*  -}~  ^4t^)  "}*,**  «2  «g  «4  =  ^     U.S.  w. 

daher  den  Grunddreiecken  des  Tetraeders  zugeordnete  symmetrische 
Curven  der  dritten  Ordnung. 

Nehmen  wir  etwa  «j  constant  an  und  setzen 

«2  =  (1  -  ffi)flrj',     «8  —  (1  —  a,)as',     «^  -.  (1  —  ai)€i4; 

so  Terwandelt  sich  die  Gleichung  (3),  nachdem  sie  homogen  gemacht 
wurde,  in 

m(l-a,)-2:ff,'»-fna,2:«,'»(«3'+«4')+n(l+2ffi)«,'a3'ff4'  -  (TZTa^)^ 
Setzen  wir  femer 

m(l  —  ai) — in  ffj  «  m',     n{l  +  2a^)  -  -  2nai  =  n  «  n' 
p  —  fr^Oj^       nffi^ 

80  vereinfacht  sich  die  obere  Gleichung  und  erhält  die  Form 

26* 
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Diese  Gleichnng  zeigt  ans  den  Schnitt  der  Fläche  (3)  mit  einer 
im  Abstände  «^  zur  Tetraederfläche  I  parallelen  Ebene  an.  Die 
Cnrve  ist  symmetrisch  zugeordnet  dem  Dreieck,  in  welchem  das 
Tetraeder  von  der  za  /  parallelen  Ebene  geschnitten  wird. 

Diese  Cnrve  hat  zu  Asymptoten  die  Geraden  >) 

,  _     8m'  3m(l--gj)— nttj  ^  3m' 

"«  ""  3m'+n'  —  (1  — «i)  (3m+ii)'      **»   ""  '6m'+n' 

,_     3m' 

Ersetzen  wir  wieder  «,',  a,',  04  durch  «,:(!  —  «,),  «ssCl--«!)^ 
a4:(l  — ttj),  80  erhalten  wir  die  Gleichung 

3m(l  —  Ol)  —  ng| 

oder 

,  3m 

«^+«^=3sr+^ 

ebenso 

.  dm 

•^+-'==3iH^  "•'•^- 

Diese  Gleichungen,  offenbar  in  der  Anzahl  sechs,  bestimmen 
sechs  Ebenen,  welche  der  Fläche  (3)  gegenflber  als  Asymptoten- 
ebenen auftreten.  Um  über  die  Lage  derselben  eine  Vorstellung  zu 
gewinnen,  bedenken  wir,  dass  die  Gleichung 

eine  Ebene  darstellt,  welche  die  Ebene  AiAtAs  in  der  zur  A^A^ 
parallelen  Greraden 

ebenso  die  Ebene  A^A^A^  in  der  zur  A^A^  parallelen 

«4-1— ifc 
schneidet.    Die  Gleichung 

«1+««  —  * 
ist  aber  gleichbedeutend  mit  der  Gleichung 

aus  welcher  wir  erkennen,   dass  diese  Ebene  die  Tetraederflächen 
A^A^A^  und  A^A^A^  in  den  zur  A^A^  parallelen  Geraden 


I)  Vgl.  T.  X.  Seite  18  u.   19. 
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Oj  ■-  ib    und    a^  «■  X; 
schneidet.    Die  Gleichung 

«1  +  «5  «  ife 

bestimmt  sonach  eine  den  Gtegenkanten  A^A^  und   A^A^   parallele 
Ebene,  welche  das  Tetraeder  in  einem  Parallelogramm  schneidet. 

Von  den  oberen  sechs  Gleichungen  nun  bestimmen  paarweise  je 
zwei  Gleichungen  wie 

«^+"»  =  3^^    ™"*    "«-'-«•-3^ 

oder  in  anderer  Form 

n  ,  .  n 


"»+"*- 3SH^    """^    «»+«»-^11 


n 


zwei  Ebenen,  welche  zweien  Gtogenkanten  des  Tetraeders,  daher 
auch  wechselseitig  einander  parallel  liegen,  so  dass  s&mtliche  sechs 
Asjmptotenebenen  der  Fläche  (3)  ein  Parallelepiped  abgrenzen, 
dessen  Form  und  Dimensionen  von  der  Form  und  Dimension  des 
Tetraeders,  dessen  Form  zwar  nicht,  aber  dessen  Dimensionen  wol 
auch  Ton  der  Wahl  der  Zahlen  m  und  n,  keineswegs  aber  von  p 
abhangen.  Von  den  Eckpunkten  des  Parallelepipeds  befinden  sich 
je  zwei  gegenüberliegende  in  einer  Schwerlinie,  von  den  Kanten  des 
Parallelepipeds  je  zwei  gegenttberliegende  in  einer  Schwerebene  des 
Tetraeders.    (Fig.  2.) 

Suchen  wir  einen  Eckpunkt  (ß^  ß^^  ß^^  ßi)  des  Parallelepipeds 
ans  den  Gleichungen 

««+«« -  3ir+^'    "»+*♦ "  ^a^^n'    "»+"*  ~  3sr+-n 

so  finden  wir  als  Coordinaten  desselben 

Ä         Ä         Ä    -         ^  A         -3m+2n 

Pa  -  ^3  -  P4  —  2(3m+  nf      ^^  *  2(3m+n) 

Den  gegeuttberliegcnden  Eckpunkt  (y^  y«,  /s,  yj  finden  wir  aus 
den  Gleichungen 

««+"»""  3ii"T^'     "»+*♦  =  3;;rV^'    ^^^'^ "  Si^"^ 

mit  seinen  Coordinaten 

n  6«  — « 

Yi'=r9''U''  2(3m+n)'      ^»  "  2(3m+n) 
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Der  Mittelpunkt  des  Parallelepipeds  ist  natürlich  der  Schwer- 
punkt des  Tetraeders;  man  erhält 

Die  Länge  der  Diagonale  ist  durch 

3(3m— n) 

in  Einheiten  der  Schwerlinie  A^SB^  gegeben. 

Wählen  wir  m  »  in,  so  wird  die  Diagonale  gleich  null;  das 
Parallelepiped  reducirt  sich  auf  einen  Punkt  den  Schwerpunkt.  Die 
Gleichungen  der  Asymptoten  in  einer  der  Tetraederflächen  werden 
alsdann 

«2'  =  h    «3'  =  i    «4'  ^  i 

Die  sechs  Asymptotenebenen,  von  denen  je  zwei  zusammen- 
fallen, schneiden  daher  aus  dem  Tetraeder  ein  Oktaeder  heraas, 
dessen  Eckpunkte  in  den  Mittelpunkten  der  Tetraederkauten  liegen. 

Die  Asymptoten  der  Schnittcurve  unserer  Fläche  in  der  Tetra- 
ederfläche I  sind 

,           3m ,           3m               ,            3m 

««   ^  3^  „'  ^fi    ""  3m  -f  n'      **♦    *"  3^"+^ 

Schreiben  wir  zur  Abkürzung 

n  »=  3mr 
80  kommt 

.1      .1      .1 


"«  -l+r'      "»        1+r'      "*        1+r 

Fttr  einen  zweiten  Fall  sei  ebenso 

, 1  ,  1  ,  1 

"»-l  +  r"     "«"l+r"       "*~l  +  r' 

und  bestehe  zwischen  r  and  r'  die  Gleichung 

rr'  =  l     Oder      l^rr+T^  =  '^ 

SO  wird  in  dem  ersten  Falle 

2r  — 1  2-r 

*^^^  2(1 +r)'       y^  '"2(1 -fr) 
im  zweiten  Falle 

,  _     2r^— 1    _    2-r  ,  2~/  2r  — 1 

^1  ""  2(1 4-r')  ■""  2(1 -fr)'      ^^    ""  2(l+r0  "  2(1 -fr) 
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Die  AsymptotenebcncQ  sind  in,  beiden  Fällen  dieselben;  der 
Unterschied  besteht  darin,  dass  in  dem  einen  Falle  die  Schnittlinien 
dreier  bestimmten  in  einer  Ecke  zasammenstossenden  Flächen  des 
Parallelepipeds  mit  der  Tetraederfläcbe  /die  Asymptoten  der  Schnitt- 
curve  bilden,  in  dem  andern  Falle  jene  der  andern  drei  Flächen. 

So  wird,  wenn  man  r  »  2  setzt, 

«j'-i    A-i,    yi-0 

vier  Eckpunkte  des  Parallelepipeds  liegen  in  den  Schwerpunkten  der 
Schwerlinien  des  Tetraeders.  Die  Asymptoten  der  Schnittpunkte 
in  den  Tetraederflächen  gehen  durch  den  Schwerpunkt  derselben.  — 
Setzen  wir  r  —  J,  so  wird 

die  Asymptoteuebenen  sind  dieselben  wie  vorhin;  die  Asymptoten 
der  Schnittcurve  in  den  Tetraederflächen  gehen  in  dem  Abstände 
von  zwei  Dritteilen  der  Höhe  den  Dreiecksseiten  parallel. 

Nehmen  wir  r  —  0  oder  —  was  dasselbe  ist  —  n  —  0  an,  so 
wird 

vier  Eckpunkte  des  Parallelepipeds  liegen  in  den  Ecken  des  Tetra- 
eders. Die  Asymptoten  der  Schnittcurve  in  den  Tetraederflächeu 
gehen  durch  die  Eckpunkte  des  Dreiecks  den  Gregenseiten  parallel. 
—  Setzen  wir  r  —  cx>,  d.  i.  m  «  0,  so  wird 

«s'-O,    Pi-1,    n i 

das  Parallelepiped  ist  mit  dem  vorherigen  identisch;  die  Asymptoten 
der  Schnittcurve  in  den  Tetraederflächen  gehen  durch  die  Dreiecks- 
seiten. — 

Kehren  wir  zur  Gleichung  (3)  der  symmetrischen  Fläche  zurück. 
Setzen  wir  hierin 

««  —  «s  —  «4  —  Kl  -  «i) 

so  gelangen  wir  zur  kubischen  Gleichnng 

8{3w+«)oi34.3(3to  — 5n)«i«  — 3(3m— 2n)ai— (27|)-3f»-»)  —  0 

deren  Wurzeln  die  in  den  Schwerlinien  des  Tetraeders  liegenden 
Flächenpunkte  erkennen  lassen.  Hat  die  Gleichung  drei  reelle  Wur- 
zeln, so  gehören  zwei  Wurzeln  einer  allseits  geschlossenen,  im  In- 
nern des  von  den  Asymptotenebenen  abgeschnittenen  Parallelepipeds 
liegenden  Fläche  an. 
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„Die  symmetrische  Fläche  der  dritten  Ordnung  besteht  daher 
„aus  vier  getrennten,  ins  Unendliche  verlaufenden  Flächen,  von  denen 
, Jeder  zwischen  dreien  der  sechs  Asymptotenebenen  sich  verbreitet. 
„Ausserdem  kann  noch  zwischen  diesen  Flächenteilen  ein  fünfter 
„geschlossener  Teil  auftreten." 

Bezeichnen  wir  eine  der  beiden  zur  Kante  A^A^  parallele  Asymp- 
totenebene mit  Ei,2  und  erteilen  in  ähnlicher  Weise  auch  den  andern 
Asymptotenebenen  die  ihrer  Lage  entsprechenden  Zeichen,  so  können 
wir  die  Lage  der  offenen  Teile  der  Fläche  (3)  folgendermassen  be- 
stimmen.   Es  verbreitet  sich  der 


erste    Flächenteil  zwischen 

Ei,2,  Elfi,  Ei,A 

-E23,  E2,i,  JEäU 

zweite           „ 

n 

-Bl,2,   ^2^,   ^2,4 

Elfi,  J5l,4,   jE<5,4 

oder 

dritte            „ 

?9 

Elfi,  E2fi,  Ez,4. 

£1.2,  ^'1.4,    E2A 

vierte           „ 

1? 

El,4,   E2A,   E3,i 

£1.2,  Elfi,  E2fi 

je  nachdem  m  ^  ^i  ist. 

Zur  Erläuterung  wurde  die  Fläche  {*^)  für  die  specielle  Annahme 

1 


m  »  0,     n  «=■  1,    p 


27 


näher  bestimmt  und  auf  Grund  der  Kcchnungsresultate  die  Figar  3 
hergestellt. 

Für  obige  Annahme  lautet  die  Gleichung  der  Fläche 

^Ol«2»3  =="27 
Die  Schwerlinien  werden  geschnitten  in  den  Punkten 

0,    ^|+^y33  =  0-578,  1-297 

Der  geschlossene  Flächenteil  berührt  also  die  Tetraederflächen  in 
ihren  Schwerpunkten.     Die  Schuittfigur  in  der  Tetraederfläche  /  ist 

1 

«2  «8  «4  "=■  27 

Die  Asymptoten  gehen  durch  die  Dreiecksseiten.    Die  Scheitelpunkte 
der  Curve  liegen  in 

«8  —  ^»    «3  •=•«2«  -i    n.  s.  w. 
ausserdem  genügt,  wie  schon  bemerkt,  der  Schwerpunkt. 
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Setzen  wir  a^  »  i,  so  erhalten  wir  als  Oleichnng  der  zor 
Fläche  /  parallelen  Schnittcnrve 

deren  Scheitelpunkte  2*269,  0  720,  O'Oll;  deren  Asymptoten  «,', 

Ebenso  für 

«1  =  h     -Saj'S^Gaj'^a^'-i  -  0 

Scheitelpunkte  4-315,  0-616,  0*070;  Asymptoten  «,',  a^\  «4*— — 1. 
Endlich  für 

«I  «i  2;a,'»-2«,'a3'«4'-~=0 

Scheitelpunkte   0*891,    —0-267,     —7-624;    Asymptoten    «,',    «3', 
«4'  —  3. 

In  der  Figur  3  sind  die  hier  berechneten  Schnittcurren  in  per- 
spectivischer  Zeichnung  durch  die  punktirteo  Linien  dargestellt,  und 
zwar  die  geschlossenen  Curven  fttr  «1  =  i,  i,  !>  die  offenen  Curven 
nur  an  der  Kante  Äj  A^  für  a^  =  0  und  a^  »  i,  sowie  für  or^  =  0 
und  «3=^9  ^^^^  ebenfalls  der  Deutlichkeit  halber  nur  an  der  Ecke  A^^. 

Die  Linien  K^,  K^^  K^  geben  die  Kanten  der  der  Ecke  A^ 
gegenüberliegenden  Asymptoten  an  und  sind  bis  zur  Ebene  o^  =  1^ 
fortgeführt,  in  welcher  Ebene  auch  die  Asymptoten  St,,  9I3,  SI4  ge- 
zeichnet sind. 

Die  auf  der  Schwerlinie  A^S  liegenden  Scheitelpunkte  der  krummen 
Fläche  sind  durch  Sternchen  gekennzeichnet. 

Einachsige  Flächen.  —  Ist  die  Gleichung  zwischen  »1,  a^, 
^z^  <*4  so  gebildet,  dass  sich  bei  beliebiger  Vertausch ung  der  Coor- 
dinaten  Og,  03,  «4  nichts  ändert,  so  entspricht  sie  einer  krummen 
Fläche,  welche  sich  symmetrisch  um  die  Schwerlinie  A^S  und  um 
die  durch  diese  gelegten  Schwerebenen  A^A^S^  A^A^S^  AiA^S  ver- 
breitet Unter  den  zahllosen  dieser  Bedingung  genügenden  Gleichungen 
mögen  die  folgenden  einer  nähern  UntersuchuDg  unterzogen  werden. 

1)  «1^  —  o,a3+a,  04+04 a|.  Die  Schnittcnrve  in  der  Tetra- 
ederfläche A^A^Aq  hat  die  Gleichung  (04  =  0) 
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und  ist  *)  eine  Ellipse,  welclio  durch  den  Schwerpunkt  des  Dreiecks 
A^AfA^^  ferner  durch  A2  und  A^  und  durch  deu  Scheitelpunkt  jener 
über  A2  A^  errichteten  Dreiecks  geht,  dessen  Schenkel  zu  den  Seiten 
AiA^  und  A^A^  parallel  laufen.  Die  Schnittcurve  in  der  Tetraeder- 
fläche A^A^A^    hat  die  Gleichung 

«««8  +  "8«4  +  a4ff2  =  0    oder    «2*+«s*+«4*  =  1 

und  ist  die  um  AiA^A^  beschriebene  Ellipse  von  kleinstem  Flächen- 
inhalt.   Für 

««  =  «3-=  tt4-»i(l  — «t)    ^olgt    «,  =  -J±}V3 

Die  Fläche  ist  von  zweiter  Ordnung  und  geschlossen,  daher  ein 
EUipsoid,  welches  durch  die  Punkte  A^,  ^j,  A^  hindurchgeht, 
dessen  Mittelpunkt  in 

«1  ==  — i 

liegt  und  dessen  in  der  Schwerliuie  A^S  liegender  Durchmesser  die 
Länge  ys  in  Einheiten  dieser  Schwerlinie  besitzt. 

^)  «i(*i+«8  +  ^4)  ""  2(a2a3  4-tt3a4  4-<*4«2)'     I)ie  Schnittcurve 
in  der  Tetraederfläche  A^A^A^  hat  die  Gleichung 

«i(«2+«s)  =  2a2a8 

und  ist  ^)  eine  Hyperbel,  von  welcher  ein  Bogen  durch  den  Schwer- 
punkt des  Dreiecks  A^AiA^^  sowie  durch  die  Punkte  A2  und  A^^  der 
andere  durch  Aj^  geht.  Die  Schnittcurve  in  der  Tetraederfläche 
A^A^A^  ist  wieder  der  Gleichung 

entsprechend  die  dem  Dreieck  A^A^A^  umgeschriebene  Ellipse  von 
kleinstem  Flächeninhalt.    Für 

«1  —  «8  —  «4  ■"*  Hl  —«1)    folgt    «1  =  1    oder    of,  —  I 

Die  Fläche  ist   ein   geteiltes   Hyperboloid,  von   welchem 
ein  Teil  durch  die  Punkte  ^9,  A^^  ^4,  der  andere  durch   Ai  hin- 

7 
durchgeht.    Der  Mittelpunkt  liegt  in  a^  =  rg,   der  Durchmesser  in 

Ai  S  beträgt  |  der  Schwerlinie. 

3)  «i'«  «2  «3  «4.    Die  Gleichung  der  Schnittfigur  in  der  Tetra- 
ederflächo  /  ist 

«1«3«4  "=  0 

1)  Vgl.  T.  X.  Seite  24  u.  25. 

2)  Vgl.  T.  X.  Seite  25. 
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nnd  bezeichnet  die  Seiten  des  Dreiecks  A^A^A^.  Setzen  wir  aber 
etwa  «4  «=  0,  so  kommt  «,  =  0,  woraus  wir  ersehen,  dass  die  krumme 
Fläche  die  Tetraederfläcbo  A^A^A^  nur  in  der  Geraden  ilj^s 
schneidet.  Die  Scbnittcurve  in  einer  zu  1  parallelen  Ebene  hat  zur 
Gleichung 

Die  Asymptoten  der  Curve  sind  die  Seiten  der  Schnittfläche  des 
Tetraeders.  Daraus  ist  ersichtlich,  dass  die  Tetraederflächen  IT,  127, 
IV  Asymptotenebenen  sind. 

Wird  nun 

- — ~ —  =  1,    somit  «1  «=■  1^ 

so  reducirt  sich  die  geschlossene  Curve  zwischen  den  Asymptoten 
auf  einen  Punkt;  dieser  ist  der  Schwerpunkt  des  Tetraeders. 

Die  Bedingung,  unter  welcher  eine  geschlossene  Curve  zwischen 
den  Asymptoten  auftritt,  fällt  zusammen  mit  der  Bedingung,  dass  die 
kubische  Gleichung 

drei  reelle  Wurzel  aufweise,    nämlich  0  <  — - — <JoderO<a,<i. 

27 


Für  «1  ■=  i       wird    «j'as'ft/  =  97  (bekannte  Curve) 


»    «1  =  i 

99 

«g'a3'V  =  l,    Sei 

«    «1-2 

n 

«,'«3'«/ =  27, 

«    "1=  -i 

n 

«»  «s  «« 125' 

»   «i--i 

« 

"^'«»'«4' --27. 

tt    oj'  — 2-583 
0,'=  5-428 

o,' 0030 

«/ 0118 


u.    s. 


Betrachten  wir  noch  die  Scbnittcurve  in  einer  der  durch  A^  ge- 
legten Schwerebenen,  etwa  A^A^S,    Wir  setzen 

(jj  =  a„     (Tj  =•  ofj,     (Ts  =  1  — «1  — o,  —  2cr3  —  2«^ 

und  erhalten  als  Gleichung  der  Scbnittcurve 

4a,'  =»  ^s .  03*    oder    40,'  —  03*(1  -  0,  —  03) 

Für  03  —  0  wird  0,'  «•  0.  Dieser  Gleichung  entsprechen  drei  gleiche 
Wurzeln.    Setzen  wir 
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tfs  -  ±  zf  tf, 

SO  wird 

4  V  =  J<r,«  (1  —  «,  T  ^«'s) 

Veruachlässigen  wir  hierin  ^^  -^^3',  so  erhalten  wir  gleiche  und  zwar 
positive  Wurzeln  für  a^.  Hieraus  ist  zu  erkennen,  dass  in  A^  die 
Gurve  eine  Spitze  bildet,  zu  welcher  die  Kante  AiA^  als  Tangente 
führt. 

Für  ö^^l  wird  (Tj  —  0  (einzige  reelle  Wurzel).    Wir  finden 

Cftfi""tf5[2(l— tf,)  — Sc^s] 

Setzen  wir  hierin  a^  »  l,  ^^  »  0,  so  kommt 

dc^  :  dtfj  •«  —  1 

woraus  wir  erkennen,  dass  A^D  (Fig.  4)  Tangente  an  der  CnrTe 
ist.    Setzen  wir  aber 

und  vernachlässigen  die  zweiten  und  höhern  Potenzen  von  Ja^^  so 
erhalten  wir  zunächst 

4(Ti3  -  (1  ±  2  ^^(Ta)  (- <r,  T  ^<y«)  "  -  «'i  (1  ±  2  ^<y,)  +  zf «Ts 

und  da  ^i  in  diesem  Falle  auch  gegen  null  convergirt,  weshalb 
man  0,'  vernachlässigen  kann, 


somit 


da^  l±2Ja,  l±2^tf8         _| 

da^  ^  (l±^<Ts)(-lT^<'3)  "  -lT2^ös  " 


d.  h.  der  erste  Differentialquotient  ist  für  die  Umgebung  des  Punktes 
D  constant,  somit  der  zweite  Differentialquotient  =  0,  also  besitzt 
die  Curve  in  D  einen  Wendepunkt 

In  der  Figur  4  bezeichnen  die  stärker  aasgeführten  Linien 
Teile  der  Schnittcurven  in  den  Schwerebenen,  die  punktirten  Linien 
die  Schnittcurven  in  den  zur  Ebene  A^A^A^  parallelen  Ebenen  im 
Abstände  «,  «  i,  J,  —  i.  Der  Deutlichkeit  halber  ist  die  Entwicke- 
luDg  der  krummen  Fläche  in  den  ausserhalb  des  Tetraeders  liegenden 
Räume  nur  an  der  Kante  Aj^A^  dargestellt. 

4)      L.^(L  +  1+L)    oder 
«1       3  Vag       a,   »    aj 

«i(«t«»+«i«4+«4«2)  —  Sa,«,«^ 
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Für  «X  =  0  wird 

die  kramme  Fläche  schneidet  die  Grundfläche  /  des  Tetraeders  in 
den  Kanten  A^A^y  A^A^^  A^A^,    Ebenso  wird 

wenn  ä^  —  0  angenommen  wird  n.  s.  w. ;  die  krumme  Fläche 
schneidet  daher  überhaupt  die  Grundflächen  des  Tetraeders  in  den 
ihnen  entsprechenden  Grundkanten. 

Als  Gleichung  der  Schnittcurve  in  einer  zur  Fläche  /  parallelen 
Ebene  erhalten  wir 

oder 

3(l--«i)«t'«3'«4'-«l(«2'+«8'  +  V){<«3'  +  «8'«4'  +  «4'««')  ^  0 

d.  i. 

3(l-2ai)a/«3'«4'-«i-S[«s'*K  +  «4)]  --  0 

Eine  bekannte  Umformung  fahrt  zur  Gleichung 

^«i2;«,'8  +  (3-4«i)«,V«,'  «  K 

Die  SchnittcurTO  ist  eine  dem  Schnittdreieck  des  Tetraeders  sym- 
metrisch zugeordnete  Curve  der  dritten  Ordnung  mit  den  Asymptoten 


««  "8(1-«,) 
Setzen  wir  wieder 


u.    8.    w. 


aJ  «=  ; — - —    U.     S.     W., 

SO  erhalten  wir  die  Asymptotenebenen  der  krummen  Fläche 

3aj  — «1— 0,    Sag— «i^O,    Za^  —  «,  —  0 

Die  erste  dieser  Gleichungen  giebt 

aj  «  0    für    Cj  «=-  0    und 
ai  —  i    für    Äj  «  a3  =  a4  =  J(l-a|) 

Analoges  ergeben  die  beiden  andern  Gleichungen.  Die  Asymptoten- 
ebenen gehen  also  durch  je  eine  Kante  der  Grundfläche  1  und  durch 
den  Punkt    «i  —  J    der  Schwerlinie  A^  S. 

Das  Auftreten  einer  geschlossenen  Curve  in  der  zur  Fläche  / 
parallelen  Schnittfigur  der  krummen  Fläche  ist  bedingt  durch  das 
Vorhandensein  von  drei  reellen  Wurzeln  in  der  Gleichung 
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«.   -  i_„,   <h    +3(1-«,)««  -3il-a,)-^ 
Eine  Wurzel  dieser  Gleichung  ist  aber  stets  »s'  *"  1 ;  ^^^^  bleibt 


mit  den  Wurzeln 


,        1-2«,    ,  1       i/,      16       ,16    , 

Diese  Wurzeln  sind  aber  reell,  wenn  i  >>  «i  >>  |;  diese  ist  also  die 
Bedingung  des  Auftretens  einer  geschlossenen  Curve  in  der  Schnitt- 
figur. — 

Berechnet  wurde 

«1  «  J,    Asymptoten  «,'  =  J,    Scheitelpunkte  «,'  «  1,  i,  i 

ffj  «  i;    Asymptoten  «g'  *=-  i;    Scheitelpunkt  «j'  —  1 

«1  —  J;    Asymptoten  er,'  «  1;    Scheitelpunkte  a^'  —  1,  —1,  — 1 

Die  Curve  degenerirt  in  die  Asymptoten. 

a,  =  J ;    Asymptoten  a^'  =  l\    Scheitelpunkte  a,'  =  1, 

—  3±2V|-— 0-418,  -5-582 

»1  ""  J;    Asymptoten  a^'  •*"  ~Si    Scheitelpunkte  «,'  «  1, 

3  + 4V5  =  —0-266,  6-266 

«1  =^  —  i;    Asymptoten  «,'  =■  —  i^;    Scheitelpunkte  «j'  —  1, 

|±tVi  =  1-253, -0-053 

Der  Gleichung  genügt  ^s  »  0  oder  die  Kante  A^  A^,    wie  bekannt 

Die  Gleichung 

<T,(4a8+as)  — 3<T2<y3  — 0 

bestimmt  eine  Hyperbel,  welche  durch  die  Punkte  A^^  A^^  Sy  D  hin- 
durchgeht. Ausserdem  ist  die  durch  S  gelegte  und  zu  A^D  parallele 
Gerade  eine  Tangente  an  der  Hyperbel,  somit  die  durch  S  gehende 
und  zu  Ai  Af  parallele  Gerade  ein  Durchmesser  der  Hyperbel.  Die 
Endpunkte  dieses  Durchmessers  sind  S  und  der  oben  bestimmte 
Punkt 

«1  —  4»    «/  ■=  —  1    oder    Ä,  —  -  },    cj  —  04  «  J 

Der  Mittelpunkt  der  Hyperbel  liegt  daher  offenbar  in  der  Mitte  der 
Strecke  i4|D,  welche  letztere  also  auch  Durchmesser  der  Hyperbel  ist. 

In  der  Fig.  5.  sind  wieder  die  in   den  Schwerebenen  A^AfS 
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und  Ä1Ä4S  liegenden  Schnittcorven  (Hyperbeln)  aasgezogen,  die  an 
den  Kanten  AiA^  und  \AiA^  liegenden  der  Fläche  /  parallelen 
Schnittcnnren  pnnktirt. 

die  Fläche  /  des  Tetraeders  wird  nicht  geschnitten.  Die  Schnitt- 
cnrve  parallel  /,  welche  der  Gleichang 

entspricht,  ist  eine  Ellipse  unter  der  Voraussetzung 

und  reducirt  sich  auf  einen  Punkt  in  der  Schwerlinie  A^S  für  aj«-l 
und  »1  =  j;  die  gesuchte  Fläche  ist  somit  ein  Ellipsoid,  A^S 
Durchmesser,  der  Mittelpunkt  liegt  in  «j  —  f.    Für  «1  =  J  wird 

die  Schnittcurve  ist  dem  Schnittdreieck  des  Tetraeders  eingeschrieben. 
Für  «1  =-  i  wird 

«2'«+«5'*  +  «4'*=l 

die  Schnittcurve  ist  dem  Schnittdreieck  umgeschrieben. 
Setzen  wir  übrigens  in  die  ursprüngliche  Gleichung 

«1  =  i(l  +ßi)^    ««  —  ift»    «1  —  ißi^    «4  —  ißi 

so  beziehen  wir  die  Coordinaten  /?,,  ß^^  ß^^  ß^  auf  das  Tetraeder 
A^B^B^B^^  wobei  B^,  J?s,  B^  die  Mittelpunkte  der  Kanten  A^A^j 
AiA^f  A^A^  bezeichnen,  und  wir  erhalten 

als  GleichuDg  der  gesuchten  Fläche,  woraus  wir  sofort  erkennen, 
dass  dieselbe  identisch  ist  mit  dem  dem  Tetraeder  A^B^B^B^  umge- 
schriebenen Ellipsoid  von  kleinstem  Volumen. 

6)     a,3  =   *^  * .   ^^  ^ .      2^-    För  Ol «.  0  wird  entweder 
««+^3""0    oder    oj  +  a^  — 0    oder    a4+€r, —  0 
in  anderer  Form 
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ag«l,     «8«1,     04«1 

hieraus  ersieht  man,  dass  die  gesuchte  Fläche  die  Grundfläche  /  des 
Tetraeders  in  den  drei  Geraden  schneidet,  welche  durch  A^^  ^3,  A^ 
zu  den  Gegenseiten  parallel  gezogen  worden.  Biese  Geraden  mögen 
einander  beziehungsweise  in  B^^  Bq,  B^  schneiden.  Der  zur  Tetra- 
ederfläche /  parallelen  Schnittcurve  entspricht  die  Gleichung 

Eine  bekannte  Umformung  führt  zu 

Hieraus  erkennen  wir,  dass  die  Asymptoten  der  Schnittcurve 
durch  die  Eckpunkte  des  Schnittdreiecks  zu  den  Gegenseiten  des- 
selben parallel  laufen,  und  dass  somit  die  Asymptotenebenen  der  zu 
untersuchenden  Fläche  in  die  Seitenflächen  A^B^B^^  A^B^Bi, 
A^BaB^  des  Tetraeders  A^B^B^Bi  fallen. 

Beziehen  wir  die  Coordinaten  ß^'^  ßs'i  ß^'  öines  Punktes  in  der 
zur  Tetraederfläche  1  parallelen  Schnittcurve  auf  das  durch  die 
Asymptoten  abgeschnittene  Dreieck  B^'B^'B^\  so  ist 

a/  =  1  -  2/3j',    «3'  -  1  -  2i?3',     «4'  -  1  -  2/J4' 

zu  setzen.  Beziehen  wir  aber  die  Coordinaten  /?i,  ß^y  ß^^  ßi  auf  das 
Tetraeder  A^B^B^B^,  so  haben  wir 

somit 

ebenso 

(r3=-l-Pi~2ft,    flf4-l-/Ji-2if4 
femer 

'!l±^  -  1  _ft _ft-/J,  =  ßt    u.  8.  w. 
und  endlich 

als  Gleichung  der  Fläche.  Die  Fläche  ist  somit  identisch  mit  der 
in  3)  untersuchten  Fläche,  wenn  man  an  die  Stelle  des  Tetraeders 
AiA^A^Aa  das  Tetraeder  AiB^B^B^  setzt. 
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7)  Zam  Schiasse  mögen  noch  zwei  Flächen  untersucht  werden, 
welche  die  Verbindungslinie  der  Mitten  zweier  Gegenkanten  des 
Tetraeders  zur  Achse  und  die  beiden  durch  dieselbe  gelegten  Schwer- 
ebenen  zu  Symmetrieebeneu  besitzen.  Wenn  A^A^D  und  A^A^E 
die  Symmetrieebeneu  sind,  sonach  DE  Achse  der  zu  untersuchen- 
den Fläche  vorstellt,  so  muss  die  Gleichung  der  letzten  so  gebaut 
sein,  dass  eine  Vertauschung  der  Goordinaten  a^  und  a,  einerseits, 
der  Goordinaten  tt^  und  m  andrerseits  nichts  ändert. 

Das  einfachste  Beispiel  ist 

Die  gesuchte  Fläche  ist  eine  Ebene  und  zwar  jene,  welche 
den  Tetraederkanten  AiA^  und  A^Ai  parallel  ist  und  die  übrigen 
Kanten  halbirt.     Denn  für  a^,  cc^,  a^,  a«  =  0  wird  beziehungsweise 

Ofj,  Ol,    «4,    «3   =  i 

8)  «^cg  =»  ct^a4,    Sowol  für  a^  =  0  als  für  a^  —  0  wird 

«3  ■*  0,     «4  =  0 

and  umgekehrt.    Die  Fläche  geht  somit  durch  die  Tetraederkante u 
A^A^,  A^A^  -^2^si  ^42^44,  keineswegs  aber  durch  A^A^  und  A^Aa. 

Die  Gleichung  der   Schniltfigur   in  einer   zur  Tetraederfläche  / 

parallelen  Ebene  ist 

1  — «1     . 


oder 


l-«4' 

«3    =  y- 


-a4'+l 
Für  «4'  =  —  ;  — —     wird 
ebenso  wird  für 


«1 
«8  =  - 


andererseits 
die  Gleichungen 


©4'   «  00 

und    04'  «—  — 


1-«,     """     •^  1-a, 


bestimmen  somit  Asymptoten  der  Schnittcurve,  diese  selbst  ist  aber 
offenbar  eine  Hyperbel.  Da  der  Mittelpunkt  derselben  in  der 
Schwerebene  A^A^S  liegen  muss,  so  setzen  wir 

«8'««4'  =  i(l  -«2') 

▲xch.  d.  Math.  n.  Phji.    2.  Reihe,  T.  X.  27 
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in  die  Gleichung  der  Schnittcanre  ein  und  finden 

als  die  Coordinaten  der  in  der  Schwerebene  AiA^S  liegenden  Hyper- 
belpankte.  Der  Mittelpunkt  der  Verbindungslinie  dieser  beiden 
Gurvenpunkte  ist  Mittelpunkt  der  Hyperbel  und  seine  Coordinate  ist 

Setzen  wir  aber 


-'    1-«, 

so  bestimmt  die  Gleichung 

die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  sämtlicher  zur  Fläche  /  pa- 
rallelen Hyperbelschnitte.  Diese  Linie  ist  aber  eine  Gerade,  welche 
durch  A2  hindurchgeht  und  die  Tetraederfläche  AiA^Ai  in  einem 
Punkte  schneidet,  welcher  in  Beziehung  auf  Ä^Aa  als  Symmetrie- 
achse dem  Punkte  A^  gegenüber  symmetrisch  liegt 

Die  Gleichung  der  Schnittcurve  in  der  Schwerebene  A^A^S  ist 
ffs*  «  4  <Ti  (?,    oder    o^  =  i(l  -  (y,)  üVl— 2(^8 
Wir  finden  Gurvenpunkte  nur  unter  der  Bedingung 

Für  «^s  =  i  wird  übrigens  a^  —  i  and  sonach  der  Schwerpunkt  des 
Tetraeders  bezeichnet.  Die  Schnittcurve  ist  eine  Parabel,  welche 
durch  5,  Ai  und  A^  hindurchgeht,  da  c^s  «=  0  wird  zugleich  für 
<?!  —  0  als  für  c^  ^  0.  Die  durch  den  Schwerpunkt  gelegte  zur 
A^A^  parallele  Gerade  ist  Tangente  an  der  Parabel;  ebenso  sind  die 
Schnittlinien  AiD  und  A^D  der  Schwerebene  mit  den  Tetraeder- 
flächen /  und  n  Tangenten. 

Einen  ähnlichen  Parabelschnitt,  der  ebenfalls  durch  den  Schwer- 
punkt des  Tetraeders  hindurchgeht,  findet  man  als  Schnittcurve  in 
der  Schwerebene  A^A^S, 

Die  Gleichung  der  Schnittlinie  in  der  Schwerebene  A^A^S  ist 
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Die  Gleichnng  bestimmt  zwei  Qeraden 

tf,  =  0 
bestimmt  die  Kante  AiA^; 

die  durch  den  Schwerpunkt  hindnrchgehende  Verbindungslinie  der 
Mittelpunkte  der  Tetraederkanten  A^A^  und  A^A^,  Diese  letztre 
Linie  liegt  natürlich  auch  in  der  Ebene  A^A^S^  in  welcher  AfA^ 
als  die  zweite  Schnittlinie  der  zu  untersuchenden  Fläche  erkannt  wird. 

Endlich  sind  die  Kanten  A^  A^  und  A^  ^3,  sowie  die  Verbindungs- 
linie der  Mittelpunkte  dieser  Kanten  die  Schnittlinien  der  Fläche  in 
den  Ebenen  A^Ä^S  und  ^g'^s^- 

Die  Ergebnisse  dieser  Untersuchungen  legen  deutlich  dar,  dass 
die  gesuchte  Fläche  ein  hyperbolisches  Paraboloid  ist,  dessen 
Scheitel  im  Schwerpunktfdes  Tetraeders  liegt,  und  welches  tou  den 
Tetraederflächen  in  A^  ^3,  Ai  Ai^  A^A^Viud  Jg  A^  geradlinig  geschnitten 
wird. 


J7* 
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XXII. 
Bemerkungen  zum  Rationalmachen  der  Nenner. 

Von 

Eduard  Janisch. 


Die  hier  folgenden  Erörterungen  werden  in  erster  Linie  dem  Zwecke 
dienen,  zu  zeigen,  wie  bei  Verwendung  des  Grebe'schcn  Verfahrens 
zum  Rationalisiren  der  Nenner,  welches  im  XIII.  Teile  dieses  Archivs 
veröffentlicht  worden  ist^),  bei  Gebrauch  von  Determinanten  das  Ver- 
fahren selber  ein  Mittel  an  die  Hand  gibt  auf  rein  rechnerischem 
Wege  Beziehungen  festzustellen  zwischen  den  ersten  Minoren  der 
auftretenden  Determinante  eines  Systems  linearer  Gleichungen.  — 
Grebe  hat  seine  Methode  nur  auf  das  bekannte  Problem  der  £le- 
mentar-Mathematik  angewendet  und  zwar  ohne  Benutzuug  von  Deter- 
minanten. Wir  werden  aber  sehen,  dass  sie  sich  auch  heranziehen 
lässt  zur  Behandlung  des  entsprechenden  Problems  aus  der  Theorie 
der  algebraischen  Gleichungen  und  werden  bei  der  Gelegenheit  mit 
Leichtigkeit  eine  Vorschrift  zur  Berechnung  gewisser  symmetrischen 
Functionen  der  Wurzeln  finden,  nebstdem  noch  auf  einige  Identitäten 
stossen. 

L 

Wir  beginnen  mit  einem  Beispiele,  in  welchem  die  Irrationalität 
des  Nenners  nur  von  Quadratwurzeln  herrührt. 

Es  sei 


1)  Grebe,  über  das  Ration nlmacben  von  Nennern  mit  unbestimmt    vielen 
irrationalen  Gliedern.    T.  XIII.,  S.  68  flg.     1849. 
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-F    (1) 
mit  rationalem  Nenner  darzustellen. 

Dies  wird  erreicht  sein,  wenn  man  die  xi  in  dem  Ausdrucke 

--F    (2) 

als  rationale  Functionen  der  a»,  bi  und  gk  darstellen  kann,  was  in 
der  Tat  möglich  ist,  denn  multiplicirt  man  die  linke  Seite  von  (2) 
mit  dem  Nenner  der  linken  Seite  von  (1),  und  setzt  das  erhaltene 
Product,  welches  in  die  Form  jedes  seiner  Factoren  gebracht  werden 
kann,  dem  Zähler  der  linken  Seite  von  (1)  gleich,  so  ergibt  die 
Coefficientenvergleichung  genau  so  viele  in  den  xi  lineare  Gleichungen 
(hier  8)  als  xi  vorhanden  sind,  und  somit  können  diese  im  allge- 
meinen eindeutig  derart  bestimmt  werden,  wie  es  verlangt  wurde. 

Diese  Gleichungen  lauten  im  vorliegenden  Falle: 

+9i9t95^^  =  h 
+    9t9s<^6^7  ^  *i 

«S*0+Pl«4fl^l+     «0«2+P8Ö6a-8+      Plöl«4+     9l9s<*7^k+9zasXs 

+PlP3^ö*7  =  *» 


«s'0+PlÖ5a^l+92O6a-2+     Ö0a'3+PlP2«7«4+      Pl«l«'6+     99<h^6 

4-^,^204X7  =  b^ 

«4*0+     flj«l+     OiXi+9s<h^3+  «0*4+     9B^e^6+      ^8«6«6 

+    99<h^  -=•  h 

fl6«0+     fls«l+P«^^2+     ÖI«3+     P««6aJ4+     «0*ö+     P8«4«6 

+     P2«2^7  ■"  h 

Ö6a^0+Pl«r«l+     ÖS««+     «»«8+      Pl«6«4+     (»1«4*5+     «0«6 

+      Pl«ia^7   "=  *6 

«72^0+    a8a;i+    05X2+    04X3+    a^x^r^    02*5+    ajaie  I 

+    «0^  —  *7         ' 

Die  symmetrische  Determinante  ^  dieses  Systems  ist  also; 


(3) 
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J  = 


«01 

«i> 

«7. 


^jo,,  psa,,  Pjfla,  PiPs«4i  PiP3«5»  PjPa«6» 

««>  P2«4i  P8«5»  P2««i  Ps«!»  ^SPS«?? 

ei«4i  «0»  ?8«6  I?1«19  PlP8«7»  P5«8» 

Plflö,  PjÄe»  «09  PiPä«7>  Pi«1j  Pj«2» 

Ö«J  «H  Ps«7i  «0»  P»Ö69  ^S«5> 

«8»  P«Ö7»  «1»  P«««>  «•>  P««4i 


a«i 


1*4, 


»l> 


PlP8«5 

et«s 

Pl«l 

«0 


(4) 


Bezeichnen  wir  nun  die  Snbdeterminante  des  in  der  »ten  Zeile 
and  A;ten  Colonne  stehenden  Elementes  mit  di,k,  dann  erhalten  wir 
für  die  x  Auflösungen  ans: 

djßQ  —  fto^lil+*I^Hl+*«^8Jl+*8^4U+*4^5?l+**^6«  \ 

^•«1  =  *0^H8+*l^8>8+*f^3JS+*8^4?8+*4'^6?8+*5^6i8 
^  «3  —  fto^H4+*l^l*4+*8^8J4+*8^4l4+*4^5i4+*ö'^6i4 

4*6^716+^^895 

^.«5  —  *8'^l,6+*l^li6+Msi6+*8^4>6+M5i6+*6^6»6 

+*6^7>6+*7^856 

^.«6  —  *«^li7+*l^«i7+*8^8i7':|-*8^4i7+*4^6»7+*5^6i7 

+*6-^7t7+*7^8»7 

J,Xj  «  *0^1i8+*l''8i8+*l-^8i8+*8-'4i8+M6»8+*6^6»8  f 

+2>6^7i8+*7-'8«       / 

and  ansere  Aufgabe  ist  erledigt.    Jetzt  werden  wir  aber  zeigen,  dass 

(RA.  —~  ft\ 
=■  8  H 5—  j  Subdeterminanten  in  diese 

Ausdrücke  einzuführen,  denn  sie  lassen   sich  sämtlich  sehr  einfach 
durch  die  Subdeterminanten  der  ersten  Zeile  darstellen. 

Wenn  wir  nämlich 
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setzen  und  diesen  Ansdrak  mit 

moltipliciren,  so  müssen  wir 

a'o+«i/t»i+««vV«+a?sVp3+af4Vpi«?a+i^5Vpi|)3+i»6Vp3(>s+^V^iP«^ 

zum  Prodnct  erhalten.  —  Die  Werte  a  ergeben  sich  ohne  weiteres 
aas  dem  System  (5)  an  Stelle  der  x^  wenn  darin 

^0  "^  1,    6j  «=  ij  «=  63  =  ...  =^  &j  =  0 

sobstituirt  wird,  also  haben  wir: 

Die  Relation 

^  .  («0  +  «l  V^2  +  •  »  •  +  «7  "/(»J  ('2Ps)  (^0  +*l  Vpi  +  .  .  .  +*7  V'P1P2P3) 

liefert  hierauf,  wenn  linker  Haad  entwickelt  wird,  durch  Coefficien- 
tenyergleichung,  das  sehr  leicht  aus  (3)  ableitbare  System^): 

^.  «0  ■"  *o  •  -^m+^i  •  Qi^iti+^i '  9i  ^n8+^3  •  P3^n4  ^ 

+*« .  Pip2^i,5"K6  •  PlPd^H6+*6  •  P2Ps^l»7+*7  •  QlMsA^B 

J.Xi  «-  60  •  ^H2+*l  •      ^in+^9  •  P2 ^Ii64-*S  •  P3 ^1 7« 

+*4 .      P2^1i3+*6        QsA^-hh  •  PaPs^l »8+*7  •  9i9s  ^H7 

^ .  «2  =  io  •  ^Hd+*1  •  Pl^l»5+*2  •      -^111+^3    Ps^lfl 

^  .  arj  =  fto  •  ^1  i4+*l  •  9i  ^H6+^2  ■  P2^1  >7+*3  •  ^1»1 

+^4  .  9i99  ^H8+*6  •      Pl-^H2+*6  •  ^2^178+^  •  9l9i^l^b  I  (6) 


1)  Man    hat    n&mlich  blos    für   a,  6,  x   überall    beziehungsweise  die  tnt- 
•prechenden  a,  x,  b  sa  setzen. 
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+64.      98^1,7+^5 .  -^1,1+^6  •  Pl^li8+*7    P2''l  ^3 

-^  .  a^e  =  fto  •  -^1*7+^1  •  ^l^J»8+*2  •  '^l94+*3  •  -^113 
+*4-      Pl^l.6+*5  •  Pl^li6+*6  •  ^Hl+^7  •  ^l^l?2 

+*4  ■  ^l>4+*6  •  ^J»3+*6    ^U%+h  •  ^rl 

und  unsere  Behauptung  ist  eigentlich  schon  bewiesen,  denn  in  das 
vorstehende  System  (6)  gehen  tätsächlich  nur  die  Subdeterminanten 
der  ersten  Zeile  der  Determinante  J  ein  und  durch  Vergleich  mit 
(5)  erfahren  wir  alsdann,  mit  welcher  ^i.m,  beziehungsweise  mit 
welchem  Vielfachen  eine  Ai,m  eine  dt,k  übereinstimmt 


So  findet  man 
das  ist: 

"»  QlQtQi^tJS 

Pi«i. 

P2<*2»      P3«3»      PlP2«4> 

9lP3«5i 

P2?3«6>       PlP2P8«7 

oo, 

P2«4i      P3«6^            P2Ö2. 

C3«8i 

P2P8«7i 

e2l>3«6 

Pl«4» 

«Ol      P3«ei            Pl«l? 

PlP3«7i 

(>3«3. 

PlP3«6 

Pl«6. 

P2«6?           «0>      ('lC^2«7» 

Pl«li 

P2«2i 

Pl92«4 

» 

Ö2, 

«11      P3«7i                «Ol 

(»3«6i 

P3«5i 

P3«S 

«81 

P2«7i           «1»           (?2«6i 

«0» 

e2«4i 

P2«2 

^l«7i 

«31           «2?           Pl«öi 

Pl«4i 

«01 

Pl«l 

«1,            «0,      (»a«4i 

(>8«5i 

(>2«2i 

P8«3. 

P2P3«7 

«8,        Pi«4i            «05 

P8«6i 

Pl«li 

PlP8«7i 

P««S 

«Si       ^1«5»      P2«6i 

«Ol 

PlP««7» 

Pl«l> 

(»2«2 

l>lP2Pd 

«4i           «2»            «li 

C8«7J 

«•1 

(»S«6j 

P8«5 

«51          «8»       (»2«7» 

«11 

P2«65 

«0> 

P2«4 

«6?      Pl«7>           «8» 

«21 

Pl«5i 

Pl«4> 

«0 

«71          «61           «6? 

«4» 

«81 

»21 

«1 

ein  Resultat,  welches   leicht  verificirt  werden   kann.    Man   braucht 
nur  in  der  ersen  Determinante   die   2te,  3te,   4te,   5te,    6te,   7te 
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Zeile  folgeweise  zu  mnltipliciren  mit  g^^  ^9,  p,,  g^i^y  piPa,  g^g^  und 
hiernach  ehenso  die  Ite,  2te,  3te,  4te,  öte,  6te  Goloiine  durch  p|, 
(h'i  Qny  QiQ%f  9iQ&9  Qi9i  ^^  dividiren  am  eine  mit  der  zweiten  augen- 
scheinlich gleichwertige  Determinante  zn  erhalten.  —  Wir  mttssen 
hervorheben,  dass  anf  dieselbe  Art  offenbar  jede  der  übrigen  ans 
dem  Vergleich  von  (5)  und  (6)  hervorgehenden,  der  obigen  analogen 
Relationen  bestätigt  werden  können.  Viele  unter  ihnen  sind  übri- 
gens selbstverständlich,  so  diejenigen,  welche  besagen,  dass 

ist,  was  unmittelbar  aus  der  Symmetrie  von  J  folgt.  Noch  verdient 
folgendes  bemerkt  zu  werden :  1.  Die  Subdeterminanten  aller  Ele- 
mente oq  in  der  einen  Diagonale  sind  untereinander  gleich ,  allge- 
meiner sind  die  Subdeterminanten  der  Elemente  mit  demselben  a,- 
ihren  adjungirten  Elementen  umgekehrt  proportional  und  2.  die 
Determinante  der  Subdeterminanten  zeigt  analogen  Bau;  man  er- 
hält sie,  wenn  in  J  an  die  Stelle  jedes  m  die  ^u+i  tritt. 


IL 

Zu  mit  den  voranstehenden  vollkommen  übereinstimmenden  Re- 
sultaten wird  uns  auch  das  Beispiel  führen',  welches  wir  in  diesem 
Abschnitte  behandeln  wollen,  in  welchem  Beispiele  die  Irrationalität 
von  Kubikwurzeln  herstammen  mag. 

Es  sei 
8  __       8  _      8   3 8  3 

3  3     3    _  3  3    8  

3    8 

in  der  Form 

8    8    _         8     8    8   3  

3   8    

+a^VpiP,»+aJ8Vpi'  Q%^ 

darzustellen.  Hiezu  ist  nach  der  Grebe'schen  Methode  die  Auf- 
lösung des  folgenden  in  den  xi  linearen  Gleichungssystemes  erfor- 
derlich. 
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^a^0+öia^l+^2a«««+öü«8+(^2fl7*4+(>2Ö6«6+(^«6«^6 
P2Ö*»7+e2«2«8  =  *8 

a4«0+«2«l+Oia^2+(^lO6^8+Ö0^4+P2a7a?6+PlÖ8»^6 
+(>2Ö6*74"C>l(>«ö8fl58  =»  ^4 

Ö6^0+(>ia6«l+Ö2'2+^lfl7«?3+(»l«6a^4+Ooa^54-P|«4«'6 

Ö6«*0+«4a;i4-«S^2+Ö2«8+«l«4+(»2««aJ5+ao^« 
+(>207a^7+e2«5a^8  =  *6 

4-aoa7+ei«3a^8  "=  *7  j 

fl8«0+fl7*l+Ö6a'2+Ö6«^8+öiSP4+<»3«6+<V6  / 

+<h«7+«oaJ8  — '  ^8 

Die  Determinante  J  dieses  Systems  ist  wiederum  symmetrisch : 


(1) 


^i  — 


oo> 

C^l^S» 

e2«6i 

Pl«li 

(»l(>2«8i 

P2«2i 

(^l(^2«7l 

C>J('2«61 

ei('2«4 

«1, 

«Ol 

P2«7, 

ei«3i 

C'2«5i 

e2«4i 

C'l(>2«8i 

C>2«21 

Pl(»2«6 

«21 

C^lfl6> 

flo» 

Cl«4, 

C»l«ai 

P2«5i 

(>1«11 

(>l(>2«8> 

(>jC2«7 

«8» 

«1» 

P2«8i 

«Ol 

e2«7i 

C»2«6i 

(>2«6i 

(>2«4, 

P2«2 

«4, 

«2. 

«l, 

('l«6i 

«Ol 

C2«7i 

C>l«Si 

P2«6i 

('iC^iöd 

05> 

Ci«89 

«2, 

(>1«7» 

(>l«6i 

«Ol 

ei«*i 

(>l«8i 

(>1«I 

«6, 

04, 

«81 

«21 

«1» 

P2«8i 

«üi 

P2«7» 

C^2«6 

«75 

«6, 

«4, 

Pl«8i 

«21 

«11 

<'l«6i 

«01 

9l<h 

flgi 

«7, 

«61 

«61 

a4, 

«3» 

«21 

«11 

«0 

(2) 


Wenn  wir  nun  mit  /1i,k^  wie  oben ,  die  Subdeterminante  des  in 
der  tten  Zeile  and  A;ten  Golonne  stehenden  Elementes  der  Deter- 
minante J  bezeichnen  würden,  so  liessen  sich  für  die  xi  Ausdrücke 
aufschreiben,  die  denen  in  (3)  von  Abschn.  I.  natürlich  ganz  analog 
wären.  Davon  stehen  wir  jedoch  ab,  ebenso  wie  auch  von  der  Auf- 
stellung des  den  Gleichungen  (6)  entsprechenden  Systems.    Wir  be- 
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gnügen  uns  diesmal  damit,  die  aas  dem  Vergleich  von  den  (5)  und 
(6)  analogen  Formel-Reihen  hervorgehenden  Determinanten-Relationen 
hier  anzusetzen. 

Blan  wird  finden,  wenn 
3"- s "  «f+^iVei  +  ...  +«8  VeiW 

gesetzt  wird,  zunächst 

^.«4  =  ^1,6,     ^.«6  =  ^l^y     ^«6  —  ^l»7i      ^.«7  —  ^li8 
-^    «8  —  ^159 

und  hernach  durch  den  erwähnten  Vergleich  der  ans  der  Multipli- 
cation  von 

3_  s 

(«0+«!  Vei  +  . . .  +  «s  Vpi^p«*)    mit 

3   _  8    

(«o+a^i  Vc^i  +  .. .  +«8  VeiV) 

zu  gewinnenden  Werte  ftlr  die  xi  mit  denen,  welche  aus  der  Auf- 
lösung des  Gleichungssystems  (1)  entspringen: 

^J^l— ?l^H«i      -^811 '^^1^1)61      ^4n""      l^l^lrt      ^65l""^lftr^l>9 

^fif="    -^ini      ^8»«—C>2^J?8>      ^4jl—      (»l-^l»4i      ^61«""     (>«^li6 

^9i«'=PlPf^l>7 

^f.8=  (>l^H7i  -^8*8=  ^HH  ^4^8=  ^I^IS»  ^6i8""  fl-^H*  I 
^6-8=^ ^J>e»  ^7?8""  Pl-^lrtJ  ^8»8  "■  I?1P«-^159  I 
^9>8—^l(>«^U8 

^6>*"='<^8^J»7?     ^7>4—     9»^i>ey     -^8>*—     Paulis 

'^2>6=     -^1181      ^8»«*=     -^Irti      ^5—     Pl-^li7i      -^5,5—         ^Ul 

^6jö="(>2^1>8j      ^7>5—     C>i^i,4,      ^8i6—      ^2^1  J«    / 
^955'-C>i^2^1,9>  (3) 
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^6i6""      -^IJIJ      ^7^^=Qi^l'>b^      -^8-6=^1^11* 
^»•6'=(>l^liJ 

-^217="  -'liö  ^3i7==  ^n4»  -^4,7«=  -^i-s»  ^öi?*"  ^i  2 
^6i7="(>2^l9i  ^Itl'^  '^iU  ^Sil'^^i^l^ 
•^917=^(^2^116 


^2,8- 

^116» 

^8i«—      ^H6i 

i^4g— (,l^/l,3, 

^h^%'^ 

^1,8 

^6'8=-      -^112, 

^V9=9l  ^Vli 

^8.8« 

^IM 

^9i8=(>l  ^l4 

^2iV  = 

^118, 

-^3^9  =      ^li7i 

^4-9=      -^1-61 

^5-9==' 

^„5 

^6^9"=      ^]i4, 

^7:9==      -^1'3- 

^8,9= 

^1-2 

^9?9""     -^111 

Auf  Grand  dieses  Schemas  können  die  Bemerkungen  erfolgen : 
1)  sind  die  Snbdeterminanten  zweier  Elemente  von  j^  die  dasselbe 
Qi  enthalten,  ihren  adjnngirten  Elementen  umgekehrt  proportional, 
insbesondere  sind  also  die  Snbdeterminanten  aller  Elemente  der 
einen  Diagonale  (mit  den  oq)  untereinander  gleich,  und  2)  ist  die 
Determinante  der  Subdeterminanten  mit  j  übereinstimmend  gebaut, 
es  erscheinen  die  a,  durch  die  ^^i,i+i  vertreten. 

Somit  hat  die  Determinante  ^  dieses  Abschnittes  die  zwei  näm- 
lichen Eigenschaften,  wie  die  gleichbezeichnete  Determinante  des 
vorigen.  Ueberhaupt  steht  zu  erwarten,  dass  dies  allgemein  gilt  für 
jede  solche  ^,  die  sich  ergibt  beim  Rationalmachen  eines  Nenners 
mit  beliebig  vielen  nten  Wurzeln.  Ein  Beweis  hiefür  dürfte  nicht 
gar  einfach  ausfallen,  in  erster  Linie  deshalb  nicht,  weil  eine  zweck- 
mässige Bezeichnung  der  ai  Schwierigkeiten  begegnet 


III. 

Wir  gehen  nunmehr  über  zur  Anwendung  der  Methode  zum  Be- 
weise eines  Satzes  aus  der  Theorie  der  Gleichungen  —  nämlich 
des  folgenden:  Jede  gebrochene  rationale  Function  einer  oder 
mehrerer  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung  vom  Grade  n 

«•'+Pi«**~^  -f  . . .  -{-pn  =  0  . . . 

kann  stets  als  ganze  rationale  Function  derselben  Wurzeln  darge- 
stellt werden  und  zwar  lässt  sich  diese  ganze  rationale  Function  so 
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nmformen,  dass  keine  Wurzel  in  einem  höheren  als  dem  (n-— l)ten 
Grade  darin  vorkommt  ^). 

Es  genügt  bekanntlich  <lcr  Nachweis  der  Richtigkeit  des  Satzes 
für  eine  Function  nur  einer  Wurzel. 

Sei  also,  wenn  z.  B.  o  eine  Wurzel  der  Gleichung 
bedeutet, 

(eine  Form  auf  die  in  dem  Falle  jede  rationale  Function  von  cd 
gebracht  werden  werden  kann)  in  eine  ganze  rationale  Function  von 
6>  zu  verwandeln : 

a^o+^i  ® +  «^2 ®*  +  i»'3w'+^4  a* 
sodass  mithin  die  Gleichung  besteht: 

-| i 5~i —  -n—\ i  "»  XQ+Xi€D+XaO>*  +  Xma>^+X4ar       (1) 

aus  welcher  unmittelbar  folgt: 
bQ-\-b^co-\- b^to^-\-b^a)^'j^b4o^ 

Multiplicirt  man  rechter  Hand  aus,  so  findet  man 
aQXo'+a^XQ(0-\-a^Qfo^+a^r(^oß^+air^fm^ 

+a(,X2a)-4-'»jarj(ö^+a2irjw**+aa^2®^+^**2®^  )  (2) 

+aoX3a>'+ai«3Q>*+a2:r3©^+a8*8 «>*+«**«<»' ' 

Nun  lassen  sich  aber  bekanntlich  die  höheren  als  die  vierten  Po- 
tenzen von  w  in  die  Gestalt  von  Polynomen  vierten  Grades  in  w 
bringen.    Man  hat  also,  beziehungsweise  kann  man  setzen: 


Ij  Man    vergl.    hieza   etwa   Serret   (Wertheim),   Handbacb    der   höheren 
Algebra,  I.  Bd.,  S.  332,  Art.  182. 
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«*  =  —  Pi«*— P2«D»— p,»«  — p4»— P6 


»«=— Pti»*— P««' 


■Psi«' 


Ml»— Pol 

«0^  =  —  Pj««)*  —  Pm»*  -  Pst»*  —  PH^  -  P62 
«^   "=    -Pl8<W*-Pl80>'— PMW*-P48«>-Pßs 


(3) 


und  findet  fiXr  die  p^jk  mit  Leichtigkeit  ihre  Werte  (ausgedrückt  ia 
den  pi)  durch  Auflösung  des  folgenden  Gleichungssystemes  (mit  co^, 
Ol',  cu^,  m^  als  Unbekannten): 


—  -Pi0ö*-P2»'— Ps»*— P4«'--P6 


= OoOl*— «•(»* — ! 


2  — 


PJö»   — Ps®   — P4«    -Pft© 

=  —  Pa  w*  — p4a)'  -  pft©* 


PiC»*+    «)• 
Pj»*"fpi»*+»^ 

P8»*+Pfö>®+PlO>^+»®  ""  — P4Ö)*— Pö»*' 

nämlich : 

Pn  —  — Pi*+P«>    Pi«  —  Pi*  -  2pi  Ps+Ps 

Pis  —  -Pi*+3pi*P2  — 2p,p3— P82+P4 

P«  =  — PiPä+Psi    P«2  —  Pi*Pä— P1P3  —Pf*  +P4 

Pia  =  — Pl'P2+Pl*P8  +  2piP,«  — PiP4  -  2P2Ps+P5 

Pai  —  -PiP«+P4,    Pa2  —  Pj^Pa— PiP4 -P2P8+P6 
Pas  =  ~-Pi*P8+Pi*P4  +  2piP2Ps  -  PiPö— P2P4-Pa* 

P*l  —  — Pl  P4  +P6?     P42  =  Pl*P4  — Pl  Pö  —  P2P4 
P48  =  — Pl'P4+Pl*P5+2p|P2P4~P2P6  — PaP4 
P61  =  — P1P6J    P62  •=  Pi'Pa  — P2P6 
Paa  —  — Pi'P5+2PiP2P6— PaPa 


(4) 


(5) 


Mit  Benutzung   der  Relationen  (3)  kann  sonach    das  Aggregat 
(2)  umgeformt  werden  in  das  Polynom  vierten  Grades  in  oa: 


(6) 


«o^o  1+     ^^0  I  "1+     ^2«o  I  ****!+     ^«f^o  |®'|+     ^*^  |a* 


-P6a4a?i 


+       «0*1 
— P4  04«i 


+       Ol«! 
— Pg  04X1 


+       «2*1 

— P2fl4a;i 


— Pia4«i 


— P6^*2 

— P5i<i4Jr, 


— P4<»8«, 
— P4ia4«2 


1+      Ö0«2 
— PaÖ8«2 

I  -:P3i«4arj| 


+  «1«2 
— P2^*2 
~P21«4«2 


+      «2*2 
— Pl  <V^ 

— Pii«4a:2 
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(6) 


—p\  a^s  I 

-P4iös^3 ; 

— ;>42a4fl-3    i 


0)« 

+       <h'S 

0)3 

+     Oi^i 

-Pa  «2^3 

-Pt^Vz 

-Pi««*» 

— l'siös^'s 

'P9y^^9 

-Pnös's 

— P32«4*8 

1 

-PnOir^ 

-Pl««4flPs 

1 

+       «0*4 

— ;>4  0,0-4 

—Pn  «1*4 

-Pj  «lari 

-Pi  ai«4 

^pilO^A 

~P81«3^4 

-Paio«»'* 

Pj1«2«4 

—P4ia^r4  ' 

-P82«8a"4 

~P22«3*4 

-PU^A 

— p43a4a-4   1 

"*Ps8<»4ar4 

— P2swr4 

^Pls04fCl 

-l>5l02a-4 

-P6a«s*4 

-P63«8Jf4 


Nun   soll  nach  (1*)  der  Wert  dieses  Polynoms   übereinstimmen 
mit  dem  dos  Ausdruckes 

Äq  4-*i  ö>+ ^s"** + ^S®*+*4*** 

für  fünf  Werte  von  co ,  nämlich  für  die  fünf  Wurzeln  co,  ©j,  co,, 
o>3,  04  der  Gleichung 

x^+PlX^+PiX*+p^x^+p^x+p^  -=  0 

folglich  sind  die  beiden  Polynome  nach  einem  bekannten  Satze  iden- 
tisch und  man  erhält  durch  Yergleichung  ihrer  Coofficienten  zur 
Bestimmung  der  «•  das  Gleichungssystem: 


(7) 


^0  =*  «0 

a^o 

*1  "^«J 

*«==   «2 

^3-  «3 

b4  =  04 

— P6«4 

«0  -^404 

«1— P8«4 
«2 — Pf  «4 
«8  — P1Ö4 

— P6Ö«— P5l«8-P52«4   'iCS 
—  p4ag~p4i03~P42«4   j 
-P8«2~l>81«3-P22<»4    j 
«0— P2«2— P21Ö8— P22Ö4   I 

Oj  -Piöf— pjias— Pi2a4  I 


— P4a8— ^41^4 
«0— P8«8-"P81«4 
«1~"P208— J'21Ö4 
«2— P1O8-P11O4 


"•P5ÖI  — P51Ö2— PSf«»— Pö8fl4 

— P4a,— p4ia2— P4«08  -  P4sa4 
— P8Ö1  — psio,— psaos— pssos 

— P2«l— P21«2  -P2208~P28«4 

Oq  — pjai  — pj,a,  — Pi  jOj— ft  304 


«4 
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IV. 

Es  ist  nun  bemerkenswert,  dass  die  Determinante  ^  des  eben 
hingeschriebenen  Gleichungssystemes  (7)  des  Abschnittes  III.  dazu 
dienen  kann  alle  diejenigen  symmetr.  Functionen  der  Wurzeln  o, 
(Oiy  ...  004  zu  berechnen ,  in  denen  keine  dieser  Wurzeln  in  einer 
höheren  als  der  vierten  Potenz  erscheint.  Wir  beabsichtigen  dies 
im  vorliegenden  Abschnitte  zu  zeigen,  noch  bevor  wir  auf  die  auch 
hier  bestehenden  Relationen  zwischen  den  Subdeterminanten  jener 
Determinante  eingehen. 

Wir  haben  fQr  A  den  Ausdruck:   (£1.  d.  5.  Gol.  unter  d.  4ten): 

— /'s«!  —P&i^i  -Pbi^  ~P68«4 
«1»      Oq'^P^^^i  — P4Ö3— |>4ia4,  —  l»4a2— l>4iÖ8~"P48«* 


A  = 


(1) 


«29      0|— P3«*i      fl0"-P8«3—P31«<»  — ^3^2— P31Ö8— 1»32«4 

— /Jg«!  -P31^2--J'32«d  "  P33«* 

^3J      ''2"~P2<'4>      ^1~"P2%      P21^4,       ao~!'2«2  ~"P2l^3~~P22^< 

— P2<'l— P21«2  -  Pi^Z  "  7'23<'4 

«41     a3~-Piö*5     «2-2)103—^,104,      «1  -;?ia2  -Pll«3"~i>l2Ö* 

ÖO— Pl  fll--PllÖ2  —Pl  2<'8"~Pl  3<»4 

welcher  entwickelt  offenbar  eine  in  den  ctq,  o^,  .  .  .  a«  ganze  homo. 
gene  Function  vom  fünften  Grade  gibt.  Die  Coefficienten  der 
einzelnen  Terme  sind  im  allgemeinen  ganze  Functionen  der  pit;  der 
Anfangsterm  a^  macht  eine  Ausnahme,  sein  Goefficient  ist  1. 

£s  ist  leicht  hiefür  auch  ein  Product  anzugeben,  indem  wir  unser 
Beispiel  auf  eine  andere  Art  behandeln.  Multipliciren  wir  nämlich  ■) 
Zähler  und  Nenner  von 

ftp  +  &iQ)+  ■  '  '  +^400^ 

Oq  +  Oj«  +    •  •  •  +  «4<»* 

mit 

A=1.2,8,4 

so  wird  der  Nenner  eine  symmetr.  Function  von  et;,  (0|  ...  104  und 
zugleich  eine  homogene  Function  der  a  mit  a^  als  Anfaugsglied. 
während  der  Zähler,  da  sich 


1)  Serret,  Handbach,  1.  c. 
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als  Bymmetr.  Function  der  Wurzeln  der  Gleichung 

X —  09 

als  ganze  Function  von  m  und  der  Grössen  p  darstellen  lässt,  eine 
ganze  Function  von  eo  wird,  die  offenbar,  wenn  reducirt,  von 

nicht  verschieden  sein  kann,  denn  man  muss  bekommen 

(ftp  +^aH-  ♦ '  -  +^4fl>^)  •  ^(gp  +fl40>>t+  - '  ■  +q4<tfA^) 
(«o-hh»+---  +«4w*).n(ao  + «!«>;.+  ...  +aA(ox^) 

-=  a^o  +  ^iG^H-  •  •  •  +«4«* 

Wie  wir  wissen,  ist  aber  der  gemeinsame  Nenner  aller  x  die  Deter- 
minante ^,  und  linker  Hand  steht  als  Nenner 

(oo  +  ajCD-f-  .  .  .  +a4(0*).n(aQ4"öi<»>tH-  .  .  .  +«4»A*) 

der  von  dem  rechter  Hand,  also  von  A,  nur  um  einen  constanten 
Factor  differiren  könnte.  Dieser  constante  Factor  muss  aber  hier 
die  Einheit  sein,  da  in  beiden  Nennern  der  Goefiicient  des  Anfangs- 
gliedes oq^  gleich  eins  ist. 

Aus  der  eben  bewiesenen  Identität 

(ö0+ai«+  .  .  .  +aiti}*).      n     (ao  +  «i«öA+  .  .  .  +<H(ox*)  —  A 
A=l  ,2,3,4 

folgt  nun  ohne  weiteres  die  Richtigkeit  unserer  Behauptung,  denn 
die  hier  zweifelsohne  gestattete  Coefficientenvergleichung  liefert  für 
jede  symmetr.  Function  der  o>,  welche  als  Coefficient  links  auftritt, 
den  Wert  derselben  ausgedrückt  durch  die  pa  in  dem  analogen  Coef- 
ficienten  rechts. 

Wir  lassen  hierzu  einige  Beispiele  folgen,  in  welchen  die  Bech- 
nung  nicht  weitläufig  wird.  Vorher  führein  wir  noch  für  die  Deter- 
minante A  die  Bezeichnung  ein  ^) 

^  =  («4,  «3  — a4»,  «f— OgW  — 04«!,  «i  —  a,»  — ajWj— a4«2, 

«0  —  a^n  —  oj  Wj  — Os«f  —  047^3) 

und  bemerken,  dass  es  unter  Beibehaltung  dieses  Modus  der  Be- 


1)  Dl«   a   und   n   iteben   f&r   die   Colonoen  ron  A,  beziehnngsweiM  für 
deren  Bestandteile. 

Areh.  d.  Mftth.  n.  FbyBik  2.  Seihe,  T.  X.  38 
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Zeichnung  leicht  wäre  die  sämtlichen  Partialdeterminanten  von  A 
anzugeben. 

Es  sei  nun  als  erstes  Beispiel  etwa  Zoj^fOi  zu  berechnen,  Man 
erkennt  zunächst  unschwer,  dass  diese  symmetr.  Function  in  der 
Entwicklung  von 

(ao  +  öi<"+  •  •  •  +fl40'*)'^(«o  +  öi«o>i+  •  •  •  +04WA*) 

Coefiicieut  von  a^^a^tu  ist;  folglich  sind  von  uns  alle  Glieder  von 
A,  oder  besser  der  Partialdeterminanten  von  A  zu  entwickeln,  die 
OQ^a,  a4  enthalten.  Die  Summe  der  Coefficienten  dieser  Glieder  gibt 
dann  den  Wert  von  2^(o*o>,. 

In  Betracht  kommen  demgemäss  hier  nur  die  folgenden  nicht 
verschwindenden  Partialdeterminanten,  denn  nur  diese  enthalten  je 
wenigstens  ein  Glied  mit  a/a^ai  *): 


(2) 


(«4,  «8,  04,  aj,   -0471^),     (cf4,  «3,  «2-   —a4n2,    —aiTt) 
(04,  «g.    -04^],  «1,  — a^n).     («4,  «3,  «,,    -  04^2,  ttp) 

(f4,   «»,   —04«!,   «1,    «ü)»      («4i    «8^   ?ii    «11  -'«iw) 

(«4,  — a4Jr,  «,,  a^  or^) 
Die  Coefficienten  dieser  Glieder  sind  nun  der  Reihe  nach ; 

1*881     PlPti'^PiPuf     PiPfii  '-PsPli-'     PS2i     P*l^     P61     P6  (3) 

Mithin  hat  man: 

Zw*»,  ^P2d+(PiP9i-PiPi2)  +  (PiPu  —PzPu)+Ps2+Pai  +  '^P5  (4) 
Nun  ist  aber  nach  III.,  (5): 

Pn  =  —pi*Pi+Pi^Pti  +  ^PiPi^—PiP^'-^^PiP9+P& 


Pll>M— PfPl»  = 

-Pi^Ps+    PiP2*+PiP4-    P^PS 

PiPzi^PiPii'^ 

+  PlP4    -    PiPi 

P8«== 

-{-Pl^Pi                        —piPA—    P2PS+P6 

P4j  = 

-PlP^                      +Pb 

2|>5  = 

+  2P5 

Daher 

Zw^wj  —  - 

Pi 

^P%'\'Pl^Pti  +  ^\P%^  'PlP^  —  ^iPs  +  ^Pi 

(5) 


1)  Diejenigen  Colonnen,  denen  ans  Element    a^    entnommen  werden  soll, 
sind  uoteratricben. 
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Ebenso  berechnen  wir  noch    JSa)^a>i02)    ^oo^cdiCo^cus,  £(o^(o^a>2. 
a^m^  die  Coefficienten  von  beziehungsweise  a^^a^^a^y  oo^i'ö^i  «i*«*- 

Es  kommt  vor  *) 
«o*«i*a4  in:  («4,  Cg,  «,,  «j,  -a4%),    («4,  oj^  «g,  —04^21  —«1^)1 

(«4,  «3,  of2,  — a4T„efo)»     («45  «3^  —«4^19  «i_«o) 
a^a^^ui  in:  (»4,  cfg,  ofg,  a^,  —«4^3),     (04,  «3,  «g,  —«47^2,    -«i?r), 

(«4,   «3,    «21    — «WTTg,    Co) 

0/04  in:  («4,  03,  «21  «11    '«4T3),     («4,  «3,  «2      "«4712,  —«1^), 
(«4,   «31    -«4Jri,  «j,  — OjTr) 

und  zwar  ist  der  Gosammtcoefficicnt  von 

40^a|'a4  .  . .  2*0)^(1),  0)2 

"=  --/'38— fi'l/'32~P3Pl2)  — (jP2/^31— ;^a7^2l)   "  (1^1^41 -2'4;Ju)   "  7^42 -/^Sl 
^         Pl  Vs— Pl  V4-3i)|P2P3-h>lP5+2/>2l)4+:W  1 

0901^04  .  .  .  JSat^cDiODfO)^ 

**  l'43+(l'li'42-;'4/),2)+(7J2/>4i— |)4;J2i)+(7'j2'51— P67>ll)+P52 

=  -  PlW+Pl^P5+^PlPiP*  -  '^PiPb—^Pal^^ 

=  —  Pbi'-'iPiPbt—PsPis)  -  (i'äZ'öi— P5P21) 

^         Pl^P6—^lPiPb-t  %>3P5 

An  der  letzten  dieser  drei  Gleichungen  fällt  auf,  dass  rechts  p^  als 
Factor  heranstritt.    Dies  muss  notwendig  so  sein,  denn  es  ist 

Man  hätte  demnach  den  Ausdruck  far  jene  Summe  auch  erhalten, 
wenn  man  in  der  Determinante  ^  den  Coefficienten  von  aQ^a^{='£<o^) 
bestimmt  und  mit  —p^  multiplicirt  hätte.  Wir  können  dies 
übrigens  noch  nachträglich  tun,  umsoeher,  da  besagter  Coefficient 
in  den  pa  auf  der  Stelle  hingeschrieben  werden  kann.  Man  hat 
nämlich : 


1)  Diejenigen  Colonnen,  denen  das  Element  a^    entnommen   werden  soll, 
sind  nnterstrichen. 

28* 
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also 

wie  oben.    Nebenbei  ergibt  sieb: 

oder 

PaPö+l'iPöa+i'sPsi+l'ös  =  ^ 

eine  Identität  der  piky  wie  deren  anf  ähnliche  Art  sehr  viele  abge- 
leitet werden  könnten. 

Die  Beispiele,  die  wir  hier  behandelt  haben,  erforderten,  wie 
ersichtlich,  wirklich  nur  sehr  wenig  Rechnung.  Dasselbe  wird  noch 
von  manch  anderen  Beispielen  gelten,  aber  es  ist  doch  leicht  abzu- 
sehen, dass  es  auch  Fälle  geben  muss,  von  denen  das  Gleiche  nicht 
mehr  behauptet  werden  kann.  Wenn  nämlich  die  Aufgabe  vorliegt 
in  der  Entwicklung  von  A  den  Coefficienten  eines  Gliedes  zu  be- 
stimmen, welches  höhere  Potenzen  von  a^  und  a«  oder  selbst  nur 
a^A  als  Factor  enthält,  so  ist  hiezu  die  Auswertung  von  Determi- 
nanten zweiten  und  höheren  Grades  mit  den  pa  als  Elementen 
notwendig  —  und  das  ist  oflfenbar  eine  ziemlich   langwierige  Sache. 

Nun  noch  die  Bemerkung,  dass  die  Werte  einiger  jener  Coeffi- 
cienten sofort  angegeben  werden  können,  nämlich  die  von  o^*,  o^^, 
04^.    Sie  sind  der  Reihe  nach: 


P6 


I  — 


£{to»i  ...  094)*,     -:P5*  —  £(wmi  ...  «4)* 
JJ5*  —  £(mi0i  ...  oh)* 


Man  findet  dann  zur  Yergleichung  mit  den  für  dieselben  resultiren- 
den  Werten  aus  d  die  Formeln: 


P5' 


P6* 


t  ^ 


(7) 


P61 

Psi 

t    Pi 

B  ■* 

P6» 

P6I1 

P61 

f*t 

PH 

P4i 

Pill 

Psii 

Ph 
Pss 

Pb^ 

Pfil- 

P61. 

P5S 

l>*1 

P411 

PH^ 

P48 

Pzy 

Pai» 

Pn^ 

P8Ä 

Piy 

Piif 

Pit^ 

P23 
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V. 

In  diesem  letzten  Abschnitte  geben  wir  endlich  die,  wie  schon 
oben  bemerkt  warde,  anch  hier  bestehenden  Relationen  zwischen  den 
Sobdeterminanten  von  ^.  Der  Weg  zu  deren  Herloitnng  ist  mit  dem 
bereits  früher  zum  gleichen  Zwecke  eingeschlagenen  übereinstimmend. 

Wir  setzen 

bilden  das  Prodnct 

(«o  +  o,w+  .  .  .  +«*«*)  (*•+*!»+  •  •  •  +*4ö'*) 
dessen  Wert  gegeben  ist  durch 

^©  +  *i»+  •  •  •  +«4«* 
und  erbalten  wegen 

(1) 

—  (P6«l+P61«a+l'6f«S+l>58«4)ft4]+[«A+(«0— P4«4)*i 

—  (P4«8-|-P4iflf4)*a— (l?4a2+p4,0f8-fp48tt4)Ä8 

—  (P4aj+P4ia8-t-p420r5+/)4j04)6i](ö+[tt^o4-(tt,--|)ä«4)il 
+  («0— l'SÄS  -P81«4)*«— (P8«1+P8I  a8+P8««4)*8 

~  (Ps«l+P81«2+i»8S«8+P88«4)*4]a>*+C«S*i+(««--P2«4)*l 
+  («1— |>S«8-J»»«4)*«+(«0-i»«««  -I»«a8— Pl««4)*8 

—  (l>a«I+Pll«S+Pw«8-}-PW«4)*4]«'*+[«A+(«S-l>l«4)*l 
+  (ff«-|»lff8— Pm«4)*«+(«1— Pl««"~Pll«8  -  Pl««4)*8 

+  («0-J»l«l— fll««  -l»l««S-ri8«4)*4>* 
=  flBQ-|-a?l«'"f«t***H"*8^M^4''>* 

da,  wofern  nnter  A^,jk  die  Subdeterminante  des  der  tten  Zeile   und 
Ä;ten  Colonne  angehOrigen  Elementes  von  A  verstanden  wird, 

(2) 

^.«6—^11»      ^. «1=^18-      ^.«1=^181      ^-«S-^mi       ^«4—^« 

ist,  und  die  Relationen  bestehen: 

A.«,  -  Ai,8Äo+^,8*l  +  ^|,8*l+^4«*8  +  A6«*4 
^•^  -  ^,4*0  + '^»4*1  +\i4*l+\^*8+V*4 
^.«4  —  A,^*0+^»6*l  +  ^?6*l  +  ^4,ß*s+^6»6*4 
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durch  Vcrglcichung  der  Coefficienten  das  folgende  System: 

^212  =  «^1^1  -  ;'4'^HÄi      ^352  =    -^^^14— 7?4A,5 

^^5,2  =  — P4^„2— pii'^i,;,  -  ;?42^i,4-/)43^„5 

^2^3  =  ^^112— l'S^löi      ^l»3  *"  ^m— P3\^4— /'sA^S 
^4,3  =  — P3^l'3— 1'3A.4--P32^1,5 
^5,3  =  --7's^H2"-i'31^H3  ~7^32^1^4—;'33\^5 

\,4  =  ^i,3-7'2'^l>ö,      ^^,4  =  ^i,2-l'2'^l,4  ~P21^l55 

^4,4  =  ^1,1— P2^,3~;?2l'^1^4— P22^i,5 

^5,4  «»  — P«^n2— i'2l'^1^3—P22'^n4— P23^1l5 

^2^5  =  ^1^4— pi^,^,      ^3^  «  ^j,3— Pj^1^4  -  Vl\  ^1^6 

^4^  =  \,2-Pl^l.3— i'lA^4— Pij^^ 

•^0,0  — '^i,i--i'l'^1^2  -:PiA.8— PlA-4— Pi8\,5 

Jede  dieser  zwanzig  Gleichungen  gibt,  wenn  sowol  links,  wie 
auch  rechts  entwickelt  wird,  auf  beiden  Seiten  eine  ganze  homogene 
Function  vierten  Grades  in  den  a,  deren  einzelne  Terme  ganze 
Functionen  der  pa  zu  Coefficienten  haben,  und  zwar  muss  offenbar 
der  Coefficient  irgend  eines  Termes  links  dem  Werte  nach  gleich 
sein  dem  des  nämlichen  Termes  rechts.  Wir  finden  auf  diese  Weise 
für  die  Grössen  pik  eine  beträchtliche  Menge  von  Identitäten;  die 
Rechnung,  welche  zu  deren  Aufstellung  notwendig  ist,  ist  nicht  ver- 
schieden von  der  im  vorigen  Abschnitt  zur  Bestimmung  der  symmetr. 
Functionen  durchgeführten,  wie  dies  aus  den  nachstehenden  Bei- 
spielen ersichtlich  sein  wird. 

Wir  stellen  unsere  Betrachtungen  an  der  letzten  dieser  zwanzig 
Gleichungen  an: 

^5,0  «  ^n  -PA,2— :PiA>8  —  JPl2\i4~Pi,3\,ö 

deren  rechte  Seite  wir  als  Determinante  fünften  Grades  schreiben 
können,  die  aus  A  hervorgeht,  wenn  darin  die  Elemente  der  ersten 
Zeile  der  Reihe  nach  ersetzt  werden  durch: 
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SO  dass  wir  also  haben: 

«11      «•  -  />4«4,  — p4<l3— P4ia4, 

^>      «l--'/'8«4,      «0— I^S^S— P81«4> 

wobei  (d.  £1.  d.  5.  Col.  stehen  unter  denen  d.  4ten) 
//' «   1 1,         —piy  —Piu  — P« 

j  "~Pl8 

jOi,     00—^404,         —^403—^4104,         — P4af— ^4103— P4ja4 

— P4ai  — P4i0« — P4ja3-— P4304 

Oji      «1— Pa«4,      «0  -  P8<»8— P81«4,  — Ps««— P8lfl8— PSI«4 

—Ps^h  ""P81^  '"P8«<»S  ~PS8<*4 
«3,      «8— P3a4,      «1— P«08— P«1Ö4,      ao-"P«ö«— P«Ö8— P««4 

"~P2^  —  Psi^'-Pst^^'-PtS^ 

I 

!«4,     03— Pi«4»    «2--Pi«s-Pii«4,     «i-PjO»— Phos— Pl2«4 
I  a^  -PiOi— Pii««— Pi«fl8-Pisa4 

Wir  bestimmen  nun  der  Reihe  nach  in  der  Entwicklung  dieser  bei- 
den Determinanten  die  Coefficienten  von  a^^^oj*^  ^%<>S9  H^^^i^z  nQ<^ 
oo^ot  und  setzen  hernach  die  für  jeden  dieser  vier  Terme  gefun- 
denen Coefficientenpaare  einander  gleich. 


Es  wird  sich  ergeben: 


(5) 


Coeff.  V.:    in  ^§,5 
0 


Ps 

P81+P4 


fl0*fll«4  P8«+P4i-|-P5 


in  A' 


P2~Pl*— Pll 

P«l"~PlPll+P8— Plt+P8— PjPiI-  PlJ-PlPs 

— Pi8+Pm~PiPi2+(PiP2i-- PlPll)+P81~Pjd 

-PlPl2+P4-PlPM— PlP5+p4 
PM+P2Pl8+fPjPM""P«Pt«)+PaPll4"fPlP81— PaPii) 

+Ps«+PiP4+PtPi«  -^PiP2«+PaPn  *-PiP8i-fP4| 


Die  in   dieser  Aufschreibung  herrschende  Unübersichtlichkeit  findet 
darin  ihre  Entschuldigung,  dass  die  Grössen  p  so  aufeinander  folgen, 
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wie  sie  die  sjstematisch  durchgeführte  Bechnung  liefert.  Es  wnrde 
z.  B.  bei  Bestimmung  des  Coefficienten  von  aQ^oiO^  in  A'  . .  .  —  pj, 
gefanden  als  Factor  desjenigen  Termes  a^^a^a^y  dessen  oq*  herstammt 
aus  dem  Product  zweier  Elemente  von  A',  deren  eines  in  der  zweiten 
und  das  andere  in  der  dritten  Colonne  steht,  nämlich  aus  dem  Pro- 
duct von  («0  — 1^4  ^4)  (^  ""l'3^'"P8i®4)  ^°^  dessen  o^  und  03  be- 
ziehungsweise sich. aus  den  Gliedern  ((h'~Pi^s~'Pii^~'PuP4)  ^ßd 
og  der  dritten  und  ersten  Colonne  von  A'  ergab,  während  -^Pt»  als 
Coefficient  von  a^^a^  in  dem  Determinantengliede 

1  •  f  «0— P4«4)  («0— l^S^S  -;'S1«4)  («I  — fl  «2  —Plt  Ö3  — Pl2«4)  (—  Pi^i 

—Pii^  —  I^mOs  — Pfs<Ht) 
vorkommt.  Die  folgenden  Grössen  p  und  deren  multiplicative  Ver- 
bindungen sind  dann  der  Reihe  nach  Coefficienten  von  Gliedern 
oi^OiOs,  deren  a^^  aus  den  Determinantenelementen  (ao""P4«4)  ^^^ 
(oq  —Pi<H  ^Pii^  —PMÖ4)  j  (oo  — •i'4«4)  und  (ao  -  piOj  -  i^^jo,  — Pi^Oj 
— P13O4)  etc.  herrührt. 

Reducirt  man  nun  die  Ausdrücke  der  obigen  Tabelle  für  die 
Coefficienten  in  A'  und  setzt  dann  die  Werte  der  entsprechenden 
Coefficientenpaare  einander  gleich,  so  erhält  man  endlich: 

Pi  —  Pi^+Pn^    P3  =  PiP2'\'^PiPii  +  ^P%i'-Piv  (6) 

Pi  —  PlPi  +  PiPli+^PlPi2+i'^PiS—P22,  ?5  —  PlP4  +  P9Pll+PiPu  +  p5a 

Es  ist  klar,  dass  sich  weit  weniger  einfache  Identitäten  ergeben 
haben  worden,  wenn  wir  die  Coefficienten  von  Gliedern  verglichen 
hätten,  in  welchen  03  und  a^  zusammen  im  dritten  oder  vierten  Grade 
vorkommen,  also  beispielsweise  von  a^a^^^  öl^3^  <^^4*  etc.  Aber 
auch  in  diesen  Fällen  kann  man,  allerdings  nur  in  unentwickelter 
Form,  d.  h.  mit  nicht  ausgerechneten  Determinanten,  jene  Identitäten 
ebenso  leicht  darstellen. 

Zum  Schlüsse  verdient  noch  erwähnt  zu  werden,  dass  es  auch 
vorkommt,  dass  der  Coefficient  irgend  eines  Termes  in  der  Ent- 
wicklung der  linken  Seite  einer  der  zwanzig  Gleichungen  (4)  nicht 
nur  dem  Werte  nach,  sondern  auch  der  Form  nach  übereinstimmt 
mit  dem  Coefficienten  des  analogen  Terms  der  Entwicklung  rechts. 
So  ist  z.  B.  der  Coefficient  von  a^^a^  in  Asjs:  — pjj_-pj  und  in  A': 
''Pi2—Pii'-Pz'\'Pii,  also  auch  gleich  ~i?„— ;?3. 

Was  endlich  die  Determinante  der  Subdeterminanten  vonA  be- 
trifft, so  gilt  bezüglich  derselben  offenbar  wiederum,  dass  sie  gleich- 
artig ist  mit  jener  Determinante,  in  welche  A  übergeht,  wenn  darin 
jedes  oi  durch  Ai,,^.!  ersetzt  wird. 

Wien,  im  October  1890. 
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XXIII. 
Miscellen, 


BreltellaBg  Jedes  beliebigren  Winkels  mittelst  einer  festen  Hyperbel. 

(Fortsetzung). 

Vorbemerkung.  Dass  die  Hyperbel,  deren  lineare  Excentri- 
cität  gleich  der  doppelten  Hauptachse  ist,  bereits  früher  (1877)  zur 
Dreiteilung  jedes  beliebigen  Winkels  benutzt  worden  ist,  war  dem 
Verfasser  bei  der  Veröffentlichung  des  ersten  Teiles  seiner  Abhand- 
lung leider  nicht  bekannt.  Er  'ist  daher  erst  jetzt  nach  weiteren 
Studien  in  der  Litteratur  über  das  Trisectionsproblem  in  der  Lage, 
auf  zwei  Schriften  hinzuweisen,  welche  fast  gleichzeitig  erschienen 
sind,  und  in  welchen  die  erste  der  von  ihm  angegebenen  Con- 
structionen  bereits  Teröffentlicht  worden  ist,  nämlich  auf:  „Günther, 
Winkelteilung,  speciell  Trisection^'  im  Programm  der  höheren  Bür- 
gerschule zu  Delitzsch  1877,  und  auf  „Garbieri,  Trisezione  dell' 
angolo.  Battaglini.  G.  XV.  pag.  111—112.  Januar  1877."  Der 
Verfasser  wird  an  anderer  Stelle  ^)  die  Gelegenheit  ergreifen ,  aus- 
führlicher auf  diese  Schriften  einzugehen;  hier  hftlt  er  nur  die  An- 
gabe derselben  für  notwendig,  im  übrigen  den  Hinweis  auf  die 
eigenartige  Entwicklung  seines  Gedankenganges,  sowie  auf  die  wei- 
teren Erörterungen  im>rsten  Teile  seiner  Abhandlung  für  ausreichend 
zur  Berechtigung,  eine  Fortsetzung  derselben  folgen  zu  lassen. 

Der  Vollständigkeit  halber  sei  noch  eine  weitere  Construction 
für  die  Dreiteilung  des  Winkels  o  mittelst  derselben  Hyperbel  kurz 
besprochen,  da  sie  nicht  minder  einfach  ist  als  die  bisherigen  und 
in  keiner  der  genannten  Abhandlungen  angegeben  ist,  obwol  sie  auch 
aus  „Günther's  Winkelteilung  etc.^'  hergeleitet  werden  kann. 


)  In  einer  Abhandlaog:  „Ueber  die  Lösungen  des  Trisectionsproblems 
mittelst  feater  Kegelschnitte'^  im  nächsten  Osterprogramm  des  Falkreaigymna- 
linms  sn  Berlin. 
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Beschreibt  man  uämlich  um  das  Dreieck  BMC  (Fignr  I)  den 
Kreis,  dessen  Mittelpunkt  N  heisse,  und  dessen  Centriwinkel  BNC 
daher  gleich  2a  ist,  so  wird  auch  dieser  Kreis  nach  Anmerkung  1. 
im  Teil  I.  durch  dieselbe  Hyperbel  ausser  in  C  in  den  drei  Punkten 
T„  T^  und  Tg  derartig  geschnitten,  dass  Winkel 


BNT^  «=  -77 


2« 

3 
Winkel 

2a 
BN1\^V10^—-^ 

und  Winkel 

2a 

ist.  Der  Peripheriewinkel  BMT^^  welcher  mit  dem  zuerst  genannten 
Winkel  BNT^  auf  gleichem  Bogen  steht,  ist  daher  gleich  »;  da  aber 

nach  Beweis  1.  (Teil  I.)  der  Winkel  BMP^  auch  gleich  «  ist,  so  er- 

giebt  sich,  dass  der  Punkt  P^  auf  der  Geraden  MT^  liegen  muss. 
Andererseits   ist  der  Peripheriewinkel    CBP^   (auf  dem  Bogen  CP^ 

u 
des  Kreises  um  M)  gleich  ö  und   der  Peripheriewinkel    CBT^   (auf 

2a 
dem  Bogen  CT^  des  Kreises  um  N)  gleich   oi  daher  ist  auch  Winkel 

a 
T^BP^   gleich  ö-    Legt  man  nunmehr  an  den  Kreis  um  i\^im  Punkte 

B  die  Tangente  ÄJ,  so  wird  der  hierdurch  entstandene  Winkel  CBJ^ 
welcher  als  Sehnen-  und  Tangentenwinkel  gleich  a  ist,  durch  die 
Geraden  AT,  und  BP^  trisecirt.  In  entsprechender  Weise  lässt  sich 
zeigen,  dass  der  Punkt  P^  auf  der  Geraden  MTj,  der  Punkt  P^  auf 
der  Geraden  MT^  liegen  muss,  und  dass  BT^  und  BP^  die  Trisec- 
tionslinien  des  concaven  Winkels  CBK{lW^  —  c),  BT^  und  BP^  die 
Trisectionslinien  des  convexen  Winkels  CÄÄ'(180®+«)  sind. 

Hat  man  daher  die  Hyperbel,  deren  lineare  Excentricität  gleich 
der  doppelten  Hauptachse  ist,  für  eine  beliebige  Strecke  BC  in  der 
früher  angegebenen  Weise  einmal  construirt,  so  braucht  man  nur 
den  zu  trisecirenden  Winkel  a  an  CB  im  Punkte  B  anzutragen,  auf  dem 
Schenkel  BJ  in  B  das  Lot  zu  errichten  und  um  den  Schnittpunkt 
iV  desselben  mit  dem  Mitteilote  der  Strecke  BC  einen  Kreis  mit  dem 
Radius  JNBzvl  schlagen,  um  sofort  die  Punkte  Tj,  T^  und  T^  zvl  er- 
halten.   (Fortsetzung  später.) 

W.  Panzerbieter. 


Digitized  by  VjOOQIC 


MineelUn.  443 

2. 

Ueber  die  sphärische  Darstelloiifir  der  asymptotlsehen  Linien  einer 

Fläche. 

Die  asymptotischen  Linien  haben  mit  den  Krttmmungslinien  die 
Eigenschaft  gemein,  dass,  wenn  man  sie  als  Parameterlinien  annimmt, 
die  Fandamen talgrössen  1.  Ordnung)  den  entsprechenden  auf  der 
Kngelfiäche  vom  Radius  1  bei  unveränderter  Normalenrichtung  nach 
absolatem  Werte  proportional  sind.  Ist  das  Quadrat  des  Linion- 
elements  auf  der  Urfläche 

a««  «  edu^+2fdudv+gdv^ 

nnd  bezeichnet  der  Index  1  die  Beziehung  auf  die  Kugelfläche,  ist 
also 

so  hat  man  für  asymptotische  Parameter: 

F  F  __F 

Hier  ist 

und  es  seien  p,  g,  r  die  Richtuugscosinus  der  Normale,  mithin  auch 
die  dem  Punkte  (xyz)  der  Urfläche  entsprechenden  Coordinaten  auf 
der  Eugelfläche,  forner 


8*»-    ■ 

•    •    1 

G 

wo  für  asymptotische  Parameter 

£  -  0;     G  = 

0 

(1) 

ist. 

Indem  wir  einer  Untersuchung  von  C.  Guichard  in  Ann.  de 
rficole  Normale  VI.  333  folgen,  wollen  wir  die  Bedingung  herleiten, 
unter  der  einem  Liniensysteme  auf  der  genannten  Kugel  ein  asymp- 
totisches Liniensystem  auf  der  Urfläche  entspricht.  Zufolge  Gl.  (1) 
hat  man: 

^!?_|.         _o  ^^?4.... F}  (2) 
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Defiuirt  man  das  Vorzeichen  von  tx  durch  die  Gleichangen 


h  h 

du  dv 

p«l  = 

dr   dr 

du  dv 

etc. 


so  wird  die  gemeinsame  Coefficientendeterminante  beider  Gleichungs- 
Systeme  **^i,  nnd  ihre  Auflösung  ergibt: 


dx 

du 


F 

h 

dr 

dr 


(3) 


In  diesen  Ausdrücken  ist  F  die  einzige  Grösse,  welche  durch 
das  sphärische  Liniensystem  nicht  bestimmt  wird.  Es  entsteht  nun 
die  Frage,  ob  unbedingt  oder  unter  welcher  Bedingung  durch  Be- 
stimmung von  F  die  Forderung  erfüllt  werden  kann,  dass  die  Grösse 

dx  dx , 

di.^'^+dv' 
und  ihre  Analogen  Differentiale  werden. 


ö~  8"  -f-  ö7  S«'  ■=■  9iB 


(4) 


Sei 


?.-''■■  Ä-^l+4+^ 


(5) 


letzte  Gleichung  noch  gültig  nach  Substitution   von  q  und  r  für  p. 
Eliminirt  man  x  durch  Differentiation  zwischen  den  Gl.  (3),  so  kommt: 


8g 

dl 

8,.« 

d» 

dr 
d-u' 

+ 

"1+"^ 


S' 


dq  dq 

du  dv 

+ 

dr  dr 

du  dv 

da 

di 

^dv 

d^ 

•"er 

+ 

««1+»^ 


dr 
^du  +  '' 


dq  dq 
du  dv 

+ 

dr  dr 
du  dv 

(6) 


oder: 


(1^  +  -) 


8«  9 


Br 


(£+-) 


3 

^df, 

dr 


(7) 
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dp  Bp 

Moltiplicirt  man  die  Gleichang  erst  mit  ^,   dann  mit  ^,    so  gibt 

bzhw.  die  Snmme  der  drei  analogen: 

^+21f=0;      ^^  +  2N-0  (8) 

Diese  2  Gleichungen  können  durch  A,  also  durch  F  immer  und  nar 
erfüllt  werden,  wenn 

ist.    Sie  geben  dann: 

X 2  J    (Ndu+Mdv)  (10) 

Hat  man  nun  auf  der  Kugel  vom  Radius  1  zwei  Scharen  tod 
Linien y  für  welche  61.  (9)  gilt,  und  bestimmt  den  Wert  von  k  ge- 
mäss Gl.  (10),  welcher  einen  willkürlichen  coustanten  Addenden, 
entsprechend  einem  willkürlichen  constanten  Factor  Ton  F,  enthält, 
so  ist  Gl.  (4)  erfüllt,  und  jede  von  beiden  Seiten  von  Gl.  (6)  drückt 

nach  Multiplication  mit  e^  den  Wert  von  g— n-  aus.  Die  ersten  Inte- 
grale davon  sind  durch  die  Werte  (3)  bekannt  Um  jenem  Werte 
zu  entsprechen,  würde  jedes  dieser  Integrale  einen  willkürlichen  con- 

Bx  Bx 

stanten  Addenden  zulassen.    Damit  aber  k-  und  k-    aueh   den  Gl 

öu  Ov 

(2)  genügen,  müssten  die  Normalen  einer  festen  Fläche  parallel 
seiu.  Abgesehen  von  cylindrischen  Flächen  sind  also  den  Werten 
(2)  keine  Constanten  hinzuzufügen. 

Aus  den  Werten  (3)  ergibt  sich: 

x^aj^    ^  ^  +e  (11) 


^3  a^       3«  A 


^Bu-^^Bvr 


und  die  analogen  Werte  für  y  und  »  als  Gleichungen  der  allgemein- 
sten Fläche  von  der  gegebenen  sphärischen  Darstellung.  Alle  darin 
begriffenen  Flächen  sind  einander  ähnlich  und  von  gleicher  Stellung 
im  Räume.  Ihre  Dimensionen  sind  vermöge  der  gemeinsamen  Con- 
stanten a  willkürlich;  die  3  Constanten  c  lassen  beliebige  Parallel- 
verschiebung zu. 

Zur  Bestimmung  von  M^  N,  P  multiplicire  man  die  2te  Gl.  (5) 
d»      Bo 
einzeln  nüt  ^,    ^^  ^)  ^^°  V^^  bzhw.  die  Summe  der  Analogen: 
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woraus: 

Die  vorstehenden  Resultate  sind  »ämtlich  in  der  Arbeit  von 
Guichard  schon  enthalten.  Die  Herleitung  unterscheidet  sich  da- 
durch, dass  sie  direct  auf  das  von  ihm  bezeichnete  Ziel  ausgeht, 
während  die  seiuige,  obgleich  sie  über  unausgesprochene  Zwischen- 
glieder der  Deduction  öfters  schnell  hinweggeht,  doch  infolge  von 
Umwegen,  die  kaum  motivirt  scheinen  möchten,  sich  mehr  in 
die  Länge  zieht.  Namentlich  ist  nicht  zu  ersehen,  wozu  die  im  An- 
fang entwickelte  Formel,  die,  wenn  man  für  die  Zeichen  ihre  Werte 
setzt,  nichts  weiter  gibt  als  deu  Gauss'schen  Ausdruck  der  Flächen- 
krümmung  durch  Fundamen talgrössen  1.  Ordnung,  daher  hier,  wo 
sie  auf  die  Kugel  angewandt  wird,  nur  sagt,  dass  die  Krümmung  coustant 
ist,  dienen  kann.  Dies  bewog  mich  seine  höchst  interessante  Ent- 
deckung in  einfachstem  natürlichem  Zusammenhang  darzustellen, 
indem  ich  unmittelbar  die  Coordinaten  der  Fläche  in  sphärischen 
Elementen  ausgedrückt  einführte,  während  Guichard  nur  mit  sphä- 
rischen Coordinaten  rechnet  und  deren  Bedeutung  für  die  Fläche 
erst  vermittelt  durch  die  Grundrelationen  gewinnt. 

Es  liegt  nun  die  Frage  nahe,  ob  auf  Grund  der  Bedingung  (9) 
es  möglich  ist  das  Gebiet  derjenigen  Flächen,  deren  asymptotische 
Linien  man  kennt,  zu  erweitern.  Der  Weg  ist  natürlich  ein  sehr 
weiter.  Die  allgemeine  Integration  der  Gl  (9)  nach  Einführung  der 
Werte  (12)  zeigt  sich  viel  schwieriger  als  die,  welche  die  Berech- 
nung der  asymptotischen  Linien  selbst  verlangt  Specielle  Lösungen 
fand  ich  zwar  manche,  doch  ergaben  sich  daraus  stets  Flächen  inner- 
halb des  genannten  Gebietes.  Um  also  brauchbare  Lösungen  zu 
finden,  würde  man  erst  sämtliche  Normalensysteme  innerhalb  des 
Gebietes  aufzustellen,  und  dann  nur  ausserhalb  desselbien  Versuche 
zu  machen  haben.  R.  Hoppe. 


3. 

Construetion  von  Tangenten  an  einige  höhere  Curven  mittelst 
Kegelsehnltter 

Bei  einigen  höheren  Cufvcn,   deren  Erzeugungsweise  ein  Kreis 
zu  Grunde  liegt,  kann  die  Construetion   der  Tangente  in  einem  ge- 
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gebeneu  Punkte  auf  die  Zeichnung  einer  Eegelschnittstangente  zu- 
rückgeführt werden,  wenn  dieselbe  £rzeugung8weise  auf  eine  Gerade 
statt  auf  den  Kreis  angewendet  auf  einen  Kegelschnitt  führt,  wie  im 
folgenden  an  der  Strophoide  gezeigt  werden  soll. 

Die  Strophoide,  eine  Curve  dritter  Ordnung,  hat  bekanntlich 
folgendes  Bildungsgesetz:  Ist  AB  der  auf  der  Tangente  Tdes  Kreises 
if  (siehe  die  Fig.)  senkrecht  stehende  Durchmesser,  und  zieht  mau 
durch  A  einen  beliebigen  Strahl,  der  T  in  D  und  K  in  C  trifft,  uiid 
macht  man  CP  =-  CT),  so  ist  P  ein  Punkt  der  Strophoide. 

Zieht  man  durch  A  unter  einem  unendlich  kleinen  Winkel  zu 
AD  einen  neuen  Strahl,  der  r  in  Z>',  A'  in  C  schneidet,  und  macht 
man  C'P*  -«  C'D\  so  ist  die  Verbindungslinie  PP'  die  Tangente  t 
in  P  an  die  Strophoide.  Des  unendlich  kleinen  Wiukels  DAD' 
wegen ,  liegt  aber  C  als  unendlich  nahe  zu  C  auch  auf  der  Kreis- 
tangente L  des  Punktes  C,  es  sind  also  PP*  auch  Punkte  jener 
Hyperbel,  die  entsteht,  weun  die  Strophoidenconstruction  statt  mit- 
telst A^  K  und  T  mit  A.  L  und  T  durchgeführt  wird.  Strophoide 
und  Hyperbel  haben  also  in  P  dieselbe  Tangente. 

Zur  Erkenntniss  der  Hyperbel  bedarf  man  des  Hilfssatzes:  „Sind 
zwei  feste  Strahlen  OA  und  OB  gegeben,  und  bestimmt  man  zu 
einem  durch  O  gezogenen  variirenden  Strahl  OC  einen  vierten  Strahl 
OC  so,  dass  OC*  und  OA  von  OC  und  OB  harmonisch  getrennt 
werden,  so  bilden  OC  und  OC  zwei  conceutrische ,  projectivische 
Strahlenbüschel  mit  den  iJoppelstrahlen  OA  und  OB,''^ 

Beweis.  Macht  man  auf  Oa  die  Strecken  OP  und  PQ,  einander 
gleich,  zieht  man  durch  Q  eine  Parallele  zu  OC,  die  OB  in  1  schneidet, 
verbindet  man  ferner  1  mit  P,  wodurch  man  auf  OC  den  Schnitt- 
punkt 2  erhält,  so  ist  P  die  Mitte  von  12  und  demnach  die  durch 
O  zu  12  gezogene  Parallele  OC  der  vierte  harmonische  Strahl  zu 
OA  in  Bezug  auf  OC  und  OB, 

Nimmt  man  daher  auf  OB  einen  beliebigen  Punkt  x  an,  und 
zieht  man  durch  O  Parallele  zu  den  Verbindungslinien  Px  und  Qxy 
so  erhält  man  wieder  2  neue  Strahlen  OD  und  OD^  von  obiger  Be- 
schaffenheit. Nun  ist  Strahlenbüschel  P(\x  .  .  ,)/\^(lx  .  .  .)  weil 
perspectivisch ,  und  daher  auch  die  zu  ihnen  congruenten  Strahlen- 
büschel 0{C'D'  ...)  und  0{CD  . . .)  projectivisch.  Kommt  x  nach 
O,  so  fallen  die  homologen  Strahlen  mit  OA^  fällt  x  in's  Unendliche, 
mit  OB  zusammen. 

Verbindet  man  in  d.  Fig.  O  mit  P,  und  zieht  man  durch  O  eine 
Parallele   OE  zu  AD^  so  sind  die  letztere,  ÖP,   OC  und  OD  vier 
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harmonische  Strahlen,  denn  sie  projiciren  die  Endpunkte  P  and  A 
den  Mittelpunkt  C  nnd  den  unendlich  fernen  Punkt  einer  Strecke. 
Yariirt  AD  und  hiemit  auch  OE^  so  ist  nach  dem  Hilfssatze  das 
Strahlenbtlschel  0{E  .  .  .)  projectivisch  0(P  .  .  .))  und  demnach 
auch  das  zu  ersterem  congruente  Büschel  A(D  .  .  .)•  D&8  Erzeug- 
niss  von  A(D  .  .  .)  und  0(P  .  .  .)  d.  i.  der  Ort  des  Punktes  P  ist 
demnach  ein  Kegelschnitt,  und  zwar  eine  Hyperbel  mit  den  Asymp- 
totenrichtungen T  und  2/,  wie  man  leicht  erkennt.  Da  die  Hyperbel 
ausserdem  durch  die  Punkte  A^  P  und  O  geht,  so  ist  sie  hinreichend 
bestimmt,  und  es  kann  ihre  Tangente  t  in  P,  die  zugleich  Strophe- 
identangente  ist,  mittelst  des  PascaFschen  Satzes,  wie  es  auch  in 
der  Figur  der  Fall  ist,  und  worauf  sich  die  Numerirung  1  bis  6  be- 
zieht, gezeichnet  werden. 

Bei  der  Cissoide  ist  der  zu   benutzende  Kegelschnitt  auch  eine 
Hyperbel,  beim  folium  cartesii  eine  Parabel. 

Wien,  November  1890. 

Wilhelm  Rulf. 
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Litterarischer  Bericht 

XXXVIL 


Lehrbücher. 

Die  Arithmetik  auf  dem  Gymnasium,  Praktisches  Begel-  und 
Lehrbuch  für  Gymnasien  und  verwandte  Anstalten,  sowie  zum  Selbst- 
unterricht zusammengestellt  von  Konrektor  H.  Ray  dt,  Oberlehrer 
an  der  Gelehrtenschule  zu  Ratzeburg.  Hannover-Linden  1890.  Carl 
Manz.    174  S. 

Das  Buch  ist  zur  Repetition  bestimmt.  Der  Schüler  soll  darin, 
was  er  vergessen  hat,  durch  Nachschlagen  ohne  Mühe  wiederfinden. 
Es  beschränkt  sich  jedoch  nicht  auf  Resultate,  sondern  berücksichtigt 
alle  Elemente  der  Doctrin,  Erklärungen,  Einführungen,  Regeln,  Sätze, 
Beweise,  ganz  besonders  erschöpfend  und  ins  einzelne  gehend  bei 
den  Anfangsgründen,  selbst  bei  solchen,  die  eigentlich  nicht  vergessen 
werden  können,  wenn  der  Unterricht  nicht  vergeblich  war.  Somit 
gibt  es,  wenn  auch  der  besondere  Charakter  des  Vorliegenden  sehr 
merklich  ist,  nicht  wol  ein  andres  allgemeines  unterscheidendes 
Merkmal,  als  dass  die  systematisehe  Anordnung  ausschliesslich  ob- 
waltet. Was  diese  betrifft,  ist  es  eigentümlich,  dass  der  Verfasser 
die  „allgemeine  Arithmetik'^  mit  der  Einführung  der  negativen  Zahlen 
beginnen  lässt.  Auf  die  Erweiterung  des  Zahlbegriffs  kann  sich  der 
Name  nicht  beziehen;  denn  diese  hat  schon  vorher  durch  Einführung 
der  Brüche  begonnen  und  wird  auch  mit  dieser  neuen  Einführung 
nicht  abgeschlossen.  Die  Bezeichnung  dieses  und  der  folgenden 
Teile  der  Doctrin  als  allgemeine  Arithmetik  sagt  also  gar  nichts. 
Wollte  der  Verfasser  an  dieser  Stelle  einen  neuen  Hauptabschnitt 
ausdrücken,  so  war  wenigstens  ein  Titel  zu  verwerfen,  der  in  anderm 

Arch.  d.  Math.  u.  rhyx.    2.  Keihe,  T.  X.  I 
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Sinne  in  Gebrauch  ist.  Er  räumt  im  Vorwort  ein ,  dass  sich  in  den 
Regeln  einiges  findet,  was  vom  streng  wissenschaftlichem  Standpunkte 
aus  anfechtbar  ist.  Auf  solche  Regeln  wollen  wir  nicht  eingehen, 
sondern  nur  eine  Erklärung  anführen,  die  selbst  vom  niedrigsten 
Standpunkte  des  Anföngers  aus  als  fehlerhaft  erscheinen  muss.  Auf 
Seite  13  steht:  ,;Eine  algebraische  Zahlengrösse  nennt  man  auch  ein 
Monom."  Hiernach  würde  offenbar  auch  a-^h  ein  Monom  sein.  Da 
weiterhin  folgt:  „Monome  zusammengefasst  nennt  man  auch  ein 
Binom"  —  so  kann  man  kaum  umhin  zu  glauben,  der  Verfasser 
hielte  wirklich  a-^-h  für  2  Grössen.  Aehnliche  Unklarheiten,  wie  in 
dieser  Stelle,  die  leicht  genug  zu  berichtigen  ist,  sind  dem  Ref.  im 
Buche  nicht  aufgefallen.  Hoppe. 


Die  Grundlagen  der  Arithmetik  unter  Einführung  formaler 
Zahlbegriffe,  dargelegt  von  Dr.  Otto  Reichel,  Hülfsbuch  für  den 
Unterricht.  Teil  H.  Die  irrationalen  Zahlen.  Berlin  1890.  Haude 
und  Spcner.    43  S. 

Teil  I.  ist  im  18.  litt  Bericht  S.  13  (und  im  25.  1.  B.  S.  6) 
besprochen.  Der  vorliegende  2.  Teil  behandelt  noch  nicht,  wie  an- 
gekündigt war,  die  imaginären  Zahlen.  In  der  Tat  ist  die  Erwei- 
terung des  Zahlbegriffs  durch  Einführung  der  Irrationalen  schon  an 
sich  ein  so  grosser  Schritt,  dass  es  sich  empfahl  zunächst  bei  diesem 
stehen  zu  bleiben.  Die  allgemeinen  Normen  sind  dieselben,  wie  sie 
im  1.  Teile  dargelegt  sind:  die  formellen  Zahlen  sind  nicht  als 
existirend  nachzuweisende,  sondern  Zeichen,  mit  denen  man  so  rechnen 
kann  wie  mit  natürlichen  Zahlen,  und  die  sich  durch  Erfüllung  der 
sie  bestimmenden  Bedingungen  rechtfertigen;  die  wissenschaftlichen 
Forderungen  müssen  mit  denen  der  Schule  vereint  zur  Erfüllung 
gebracht  werden.  Letzteres  ist  bei  den  Irrationalen  augenscheinlich 
schwieriger  als  bei  den  Negativen  und  Brüchen.  Der  Verfasser  er- 
klärt es  für  möglich,  wenn  man  von  zwei  Begriffen,  denen  der 
Function  und  der  Grenze,  Gebrauch  macht,  und  beruft  sich  zum 
Nachweis  der  Berechtigung  auf  mehrere  Lehrbücher,  die  au  das 
Verständniss  der  Schüler  diese  und  noch  höhere  Ansprüche  gemacht 
haben.  Zur  Ergänzung  dieser  Angaben,  denen  noch  die  Behauptung 
beigefügt  ist,  dass  nur  Functionen  eines  Arguments  vorkämen,  müssen 
wir  noch  einige  charakterisirende  Punkte  der  gegenwärtigen  Be- 
arbeitung nenneü.  Die  gebrochene  Zahl  wird  nur  in  Form  eines 
Decimalbruchs  zur  Theorie  der  Irrationalen  verwandt.  Unendlich 
kleine  Zahlen  kommen  öfters  vor;  doch  wird  der  Name  „unendlich 
klein"  nie  ausgesprochen,  sondern  stets  durch  die  Bedingungen  er- 
setzt, welche  die  Eigenschaft  begründen.    In  Betreff  der  genannten 
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5  Punkte  ist  folgendes  zu  erinnern.  Der  Begriff  des  Grenzwerts 
ist,  wenigstens  nach  heutigem  Standpunkt  zu  urteilen,  allerdings 
unentbehrlich  zur  Begründung  des  Begriffs  der  Irrationalzahl,  nicht 
aber  der  Begriff  der  Function.  Zu  der  irrigen  Meinung,  dass  letz- 
terer nötig  sei,  hat  nur  das  eingewurzelte  Vorurteil  yerftthrt,  eine 
unendliche  Annäherung  sei  nur  als  eine  Reihe  von  Näherungen  ver- 
ständlich. Hierbei  wird  ein  allgemein  logischer  Satz»  der  in  der 
Geometrie  als  selbstverständlich  gilt  und  überall  in  Anwendung  kommt, 
vergessen:  Was  am  speciellen  Gegenstande  bewiesen  ist,  gilt  allge- 
mein, wenn  seine  Besonderheiten  zum  Beweise  nichts  beitragen. 
Jede  Figur  zum  Beweise  gezeichnet  ist  eine  specielle,  aber  ihre  Spe- 
cialitäten  tun  der  Allgemeinheit  des  Satzes  keinen  Eintrag,  weil  der 
Beweis  nicht  davon  abhängt.  Die  unbegrenzte  Teilbarkeit  der 
Strecken  wird  durch  Teilung  einer  Strecke  dargetan,  eine  Succession 
von  Verkleinerungen  macht  sie  nicht  evidenter.  Der  Gedanke,  dass 
es  in  der  Arithmetik  ebenso  sein  könnte,  scheint  vielen  Didaktikern 
fremd  geblieben  zu  sein.  Statt  eine  unendliche  Annäherung  an  einen 
Grenzwert  durch  eine  einzige  Ungleichung  auszudrücken,  wenden 
sie  Reihen  von  Näherungswerten  an ,  ohne  zu  bemerken ,  dass  jeder 
folgende  nicht  mehr  sagt  als  der  erste.  Sollte  man  die  Vorführung 
von  Näherungsreihen  damit  verteidigen  wollen,  dass  sie  eine  An- 
schauung von  der  Näherung  gebe,  so  brauchen  wir  nicht  auf  die 
Illusionen  einzugehen,  die  mit  einer  solchen  Anschauung  verknüpft 
zu  sein  pflegen,  sondern  nur  auf  das  Gesamtziel  der  Erklärung  hin- 
zuweisen. Das  ganze  Gebiet  der  reellen  Zahl  muss  in  einer  Grössen- 
folge  gedacht  werden,  in  welche  sich  die  hinzukommenden  formellen 
Zahlen  an  bestimmter  Stelle  einfügen.  Soll  sich  nun  mit  dem  Be- 
griffe jeder  Irrationalzahl  die  Vorstellung  einer  unendlichen  Reihe 
verbinden,  so  heisst  das,  vom  Schüler  verlangen,  dass  er  sich  die 
Vorstellung  unendlich  vieler  durch  einander  hindurch  gehender  un- 
endlicher Reihen  bildet.  Statt  eine  orientireude  Anschauung  zu  geben 
hat  die  herbeigezogene  Reihenvorstellung  alle  Orientirung  ausgetilgt. 
Ist  hiernach  der  Umweg,  auf  dem  der  Begriff  des  Grenzwerts  im 
Vorliegenden  entwickelt  wird,  in  jeder  Beziehung  zu  verwerfen,  so 
hat  die  Zuhülfenahme  des  Functionsbegriffs  und  die  Darstellung  der 
Rationalzahl  als  Decimalbruch  keinen  Zweck.  Den  Functionsbegriff, 
der  wesentlich  der  höhern  Analysis  angehört,  in  die  Elementarmathe- 
matik herübernehmen,  ist  ein  unordentliches  Vorgehen,  welches  die 
Ungrttndlichkeit  und  Halbbildung  zur  Folge  hat.  Decimaibrüche  mag 
man  anwenden,  wo  es  der  Rechnung  dienlich  ist.  Die  Begriffs- 
erklärung aber  darf  nicht  auf  eine  solche  Specialität  gebaut  sein, 
weil  die  Einmischung  besonderer  Eigenschaften  den  Kern  der  Sache 
der  Beachtung  entzieht.  In  der  Tut  findet  sich  die  vorliegende  Dar- 
it^Uoug  zur  Euttaltuug  mancher  Eigeuscbaften  der  Decimaibrüche 
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genötigt;  dadurch  wird  die  Erklärung  der  Irrationalzahl  unnötig  in 
die  Länge  gezogen  und  der  Eindruck  hervorgerufen,  als  wenn  es 
sich  um  eine  ziemlich  verwickelte  Sache  handle,  während  doch  ein 
grosser  Teil  der  langen  Auseinandersetzung  sich  im  Grunde  nur  mit 
beispielsweise  zugezogenen  Elementen  befasst.  Da,  infolge  des  leicht 
zu  beweisenden  Satzes:  Zwischen  je  2  Zahlen  gibt  es  rationale 
Brüche  —  keine  Menge  von  Brüchen,  sondern  ausser  2  Zahlen,  die 
rationale  oder  formelle  sein  können,  nur  ein  Bruch  nötig  ist,  um 
die  Beziehung  des  Grenzwerts  zur  Yariabeln  darzustellen,  so  hat  der 
Decimalbruch  nicht  den  geringsten  Vorzug  vor  dem  gemeinen  Bruche, 
ist  dagegen  bedeutend  complicirter  für  die  Auffassung,  weil  in  ihm 
viele  Ziffern  variiren,  im  gemeinen  Bruche  nur  2  ganze  Zahlen  zu 
denken  sind. 

Dass  der  Verfasser  in  einer  Darlegung,  wo  es  sich  im  Grunde 
beständig  um  unendlich  kleine  Grössen  handelt,  das  kurze  Wort 
dafür  den  Schülern  vorenthält  und  sich  mit  Umschreibung  begnügt, 
kann  sicher  der  Deutlichkeit  nicht  förderlich  sein  und  das  Verständ- 
niss  erleichtern.  Sollte  er  das  Wort  gemieden  haben,  weil  es  mis- 
bräuchlich  bekannt  wäre,  so  ist  zu  entgegnen:  wir  können  den  Mis- 
brauch  ignoriren  oder  berichtigen,  aber  auf  keinen  Fall  darf  er 
unsere  EntSchliessungen  bestimmen.  Es  gibt  keinen  verschiedenen 
mathematischen  Sinn  des  Unendlichen,  sondern  nur  einen  einfachen 
und  elementaren;  neben  diesem  ist  vielerlei  Unsinn  zu  Zeiten  auf- 
getreten, der  aber  nicht  elementar  noch  einfach  ist,  uns  also  nicht 
zu  bekümmern  braucht. 

Nachdem  die,  teils  wirklich,  teils  vermeintlich  notwendigen  Be- 
griffe und  Lehrsätze  festgestellt  und  auf  die  im  1.  Teile  behandelten 
Grundoperationen  im  erweiterten  Sinne  angewandt  sind,  wird  die 
Theorie  der  Potenz  und  ihrer  2  Inversen  entwickelt.  Sehen  wir  das 
Ganze  als  ersten  Versuch  an  im  Punkte  des  Rechnens  mit  Irrational- 
zahlen die  Pflicht  des  mathematischen  Unterrichts  zu  erfüllen  und 
die  strenge  Bündigkeit  der  Darlegung  zum  Bewusstsein  zu  bringen,  so 
ist  nicht  nur  das  rühmliche  Vorgehen  gegenüber  traditionellem  Ver- 
fahren anzuerkennen,  sondern  auch  zu  erklären,  dass  die  zu  berück- 
sichtigenden Fragen  richtig  erfasst  worden  sind,  wenn  gleich  die 
Wege  zu  deren  Lösung  von  den  erreichbar  einfachsten  und  leicht- 
fasslichsten  noch  weit  entfernt  bleiben.  Dieser  zeitweilige  Mangel 
musste  hervorgehoben  werden,  um  zu  verhüten,  dass,  wenn  nach 
gegenwärtiger  Darstellung  der  Lehrgegenstand  zu  schwierig  für  die 
Schule  scheinen  sollte,  der  Plan  einer  gründlichen  Behandlung  der 
Irrationalzahl  für  die  Schule  überhaupt  als  aussichtslos  der  Ver- 
werfung preisgegeben  wäre.   .  Hoppe. 
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Die  Hauptlehren  der  Mathematik  mit  einer  Sammlung  ausführ- 
lich gelöster  und  Anhängen  ungelöster  Aufgaben  mit  ihren  Resul- 
taten. Zum  allgemeinen  Gebrauch  ftlr  Schüler,  Studierende,  Lehrer, 
Militärs,  Techniker  jeder  Art  etc.  mit  besonderer  Berücksichtigung 
der  Staatsexamina  und  des  praktisch]  Notwendigen  bearbeitet  von 
Albert  Reich.    Hanau  1889.    A.  Reich. 

Dem  vorausgeschickten  Verzeichnisse  nach  enthält  das  Ganze 
8  Hefte  betitelt:  Arithmetik,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebene  und 
sphärische  Trigonometrie,  algebraische  Analysis,  „analytische  Geo- 
metrie^^ der  Ebene  und  des  Raumes,  Differentialrechnung  und  Inte- 
gralrechnung als  1.  Teil  und  8  einzeln  zugehörige  Hefte  mit  Auf- 
gaben über  dieselben  Gegenstände  als  2.  Teil.  Das  6.  Heft,  welches 
Goordinatenlehre  mit  Anwendung  auf  Linien  und  Flächen  2.  Grades 
in  synthetischer  Darstellung  vorträgt,  verrät  durch  seine  Benennung, 
dass  der  Verfasser  nicht  die  geringste  Eeuntniss  von  der  analytischen 
Geometrie  hat;  denn  diese  fehlt  gänzlich  und  wird  doch  als  Titel 
mit  aufgeführt.  Die  Bearbeitung  ist  mehr  einer  Encyklopädie  als 
einem  Lchrbucho  entsprechend;  sie  gibt  leicht  fassliche,  concinne 
und  meist  richtige  Auskunft  über  jeden  Gegenstand  und  eignet  sich, 
soweit  bis  jetzt  die  Lieferungen  vorliegen  (der  1.  Teil  ist  noch  nicht 
vollendet,  die  Aufgaben  sind  noch  zu  erwarten),  besonders  dazu, 
correcto,  befriedigende  Antworten  für  Examina  an  die  Hand  zu 
geben.  Hoppe. 

Lehrbuch  der  Elementar-Mathematik  für  höhere  Unterrichts- 
anstalten. Von  Prof.  Dr.  H.  Lorberg,  Oberlehrer  am  Lyceum  zu 
Strassburg.    Strassburg  1890.    C.  F.  Schmidt.    152  S. 

Das  Lehrbuch  umfasst:  Planimetrie,  Algebra,  ebene  Trigono- 
metrie, Stereometrie  nebst  sphärischer  Trigonometrie.  Die  Bearbei- 
tung zeichnet  sich  durch  Fleiss  und  Umsicht  unverkennbar  aus. 
Dem  Vorwort  zufolge  ist  vollkommene  Beherrschung  eines  mathe- 
matischen Gedankenkreises  zu  erteilen  Ziel  der  Darstellung;  zu  diesem 
Zwecke  dürfe  das  Wissen  nicht  hinter  dem  Können,  die  Logik  nicht 
hinter  der  Vorführung  zurückgestellt  und  vernachlässigt  werden,  auch 
habe  sich  das  Lehrbuch  durchaus  auf  das  Wesentliche  zu  beschränken, 
da  ja  alle  unnötige  Zugabe  den  Zusammenhang  dem  Einblicke  ent- 
ziehe. Nicht  in  allen  Punkten  entspricht  die  Ausführung  diesen 
Grundsätzen.  Was  von  der  Logik  gesagt  ist,  wird  völlig  umge- 
stossen  durch  die  Behandlung  des  Parallelensatzes ,  der  sich  hier 
unter  dem  Titel  ,3ewcis'^  auf  einen  bekannten  Trugschluss  gestützt 
findet.  Vorbereitet  ist  das  unlogische  Zuwcrkegchcn  durch  mangel- 
hafte Begriffsbestimmung  des  Winkels.   Es  ist  richtig,  dass  der  Winkel 
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die  Grösse  der  Drehung  einer  Geraden  ausdrückt,  aber  nnrichtig, 
dass  er  durch  letztere  definirt  werde;  denn  die  Drehung  wird  erst 
durch  den  Winkel  zu  einer  axacten  Grösse,  nachdem  die  Yergleich- 
barkeit  und  Messbarkeit  des  Winkels  erkannt  ist.  Die  Sätze,  welche 
letzteres  begründen,  fehlen  im  Lehrbuche.  Auch  die  angebliche  De- 
finition der  Congruenz  §.  20.  ist  in  dem  Falle,  dass  sie  voraussetzt, 
was  zu  erklären  war.  Doch  nur  der  Name  Definition  ist  als  irre 
leitend  zu  verwerfen;  es  handelt  sich  bloss  um  Worterklärung;  wo 
keine  Verschiedenheit  ist,  bedarf  es  keiner  ezacten  Wissenschaft. 
Einen  Fortschritt  zur  exacten  Methode  bietet  die  Behandlung  der 
Incommensurabilität  und  der,  sofern  die  Proportionslehre  auf  Arith- 
metik basirt  wird,  damit  verknüpften  Irrationalzahl.  Sie  erfasst  den 
Gegenstand  von  der  richtigen  Seite,  verschweigt  aber  am  Schlüsse 
das  Wichtigste  und  lässt  damit  die  Darlegung  auf  einem  unbefriedi- 
genden Standpunkte.  Nachdem  gezeigt  ist,  dass  man  die  Irrational- 
zahl bis  auf  eine  Differenz,  die  man  so  klein  machen  kann,  als  man 
will,  durch  Brüche  darstellen  kann,  schliesst  der  Verfasser  mit  der 
Behauptung,  dies  sei  ebenso  gut,  als  eine  genaue  Darstellung.  Gut, 
aber  warum?  Soll  der  Schüler  glauben,  ein  kleiner  Fehler  schade 
nichts,  und  so  zur  wissenschaftlichen  Untreue  verführt  werden?  Mit 
wenigen  Worten  Hess  sich  elementar  und  streng  beweisen,  dass  zwei 
Grössen,  die  in  jenem  Falle  sind,  dass  sie  nämlich  von  demselben 
Bruche  unendlich  wenig  abweichen,  einander  genau  gleich  sein  müssen. 
Dann  war  es  verständlich,  dass  wirklich  unendliche  Annäherung 
ebenso  gut  ist  als  genaue  Bestimmung ;  denn  dann  giebt  es  nur  eine 
einzige  Grösse,  welche  die  nachgewiesene  Bedingung  erfüllt. 

Hoppe. 

Leitfaden  der  Elementarmathematik.  Von  Dr.  E.  Noack. 
Zweite  Auflage.    Berlin  1890.    Julius  Springer.    104  S. 

Der  Umfang  der  Lehrgegenstände  in  diesem  Buche  ist  der  wei- 
teste, der  von  Schulen  gefordert  wird;  Combinationslehre  und  sphä- 
rische Trigonometrie  ist  einbegriffen,  Kegelschnitte  ausgeschlossen. 
Zunächst  ist  sofort  bemerkbar  die  äusserste  Knappheit  des  Dar- 
gebotenen, welche  vom  Verfasser  durch  die  Forderung  der  Selbst- 
tätigkeit der  Schüler  gerechtfertigt  wird:  die  Beweise  bestehen  grossen- 
teils  nur  in  Angabe  der  Sätze,  auf  die  sie  sich  stützen  sollen;  die 
Erklärungen  sind  für  jeden  Abschnitt  alle  zusammengestellt;  Voll- 
ständigkeit bei  Beschränkung  auf  das  Notwendige  ist  sichtlich  mit 
Umsicht  angestrebt,  doch  möchte  mau  noch  immer  manches  vermissen, 
was  man  weder  entbehrlich  noch  von  selbst  klar  nennen  würde. 
Was  z.  B.  ein  negatives  Glied  einer  algebraischen  Summe  bedeutet, 
ist  erklärt,  was  aber  ein  negatives  Resultat  bedeutet,   nicht.    Auch 
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die  NqII  ist  nicht  erklärt,  und  dass  sie  kein  Divisor  sein  kann^  nicht 
erwähnt,  obgleich  sie  als  Divisor  im  symbolischen  Ausdruck  vor- 
kommt, auch  hier  ohne  Erklärung.    Von  -  wird  gesagt,  dass  es  be^ 

wachsendem  n  beständtg  kleiner  wird,  aber  so  davon  gesprochen,  als 
wenn  daraus  folgte,  dass  es  beliebig  klein  werden  könnte.  Ueber- 
haupt  scheint  in  der  Arithmetik  die  Fertigkeit  im  algebraischen 
Rechnen  fast  allein  zum  Ziele  genommen  zu  sein.  H. 

Die  Elementar- Planimetrie.  Ein  methodisches  Lehrbuch  ftlr  den 
Schul-  und  Selbstunterricht.  Von  H.  Müller,  Kgl.  Gymnasiallehrer. 
Berlin  1891.    Julius  Springer.    187  S. 

Es  ist  das  Charakteristische  dieses  Lehrbuchs,  worin  ihm  wol 
kaum  ein  andres  gleichkommt,  dass  es  in  demselben  kleinen  An- 
schauungs-  und  Gedankenkreise  geflissentlich  lange  verweilt.  Dies 
Verweilen  bei  Gegenständen,  die  dem  Gemüte  nichts  darbieten,  ent- 
spricht nicht  der  natürlichen  Neigung  der  meisten  Anfänger;  es  muss 
als  Vorbedingung  erlernt  werden  wie  von  kleinen  Kindern  das  Still- 
sitzen und  Schweigen.  Oft  ist  die  Frage  erhoben  worden,  ob  zum 
Treiben  der  Mathematik  eine  besondere  Veranlagung  nötig  sei;  ob 
aber  dazu  Ordnungsliebe,  Gerechtigkeitssinn  auch  ohne  moralisches 
Object  und  die  Geduld  zu  jenem  Verweilen  nötig  sei,  danach  hat 
man  nicht  gefragt;  und  doch  sind  es  eben  diese  drei  Erfordernisse, 
deren  Nichterfüllung  meistens,  wenn  nicht  immer,  den  mangelnden 
Erfolg  hinreichend  erklärt.  Um  das  letzte  derselben,  welches  mehr 
Sache  des  Unterrichts  ist  als  die  erstem,  handelt  es  sich  hier.  Statt 
eines  Satzes,  der  eigentlich  allein  notwendig  ist  und  gewöhnlich  auch 
allein  aufgestellt  wird,  gibt  das  Lehrbuch  eine  Reihe  von  Sätzen, 
die  im  Grunde  alle  ziemlich  dasselbe  sagen ,  aber  mit  verschiedener 
Wendung  und  mit  allerlei  Beziehungen  nach  verschiedenen  Seiten 
hin,  nicht  in  blossen  Bemerkungen,  sondern  sämtlich  exact  formulirt. 
Ohne  synthetischen  Fortschritt,  mit  Stehenbleiben  bei  einer  kleinen 
Figur  und  kaum  merklicher  Beanspruchung  des  Urteils  wird  dem 
Schüler  eine,  nicht  sowol  sinnliche  als  vielmehr  logische  Umschau 
dargeboten.  Manche  mögen  eine  solche  Behandlungsweise  misbilligen 
und  namentlich  betonen,  dass  jene  Vervielfältigung  der  Sätze  nicht 
ins  Lehrbuch  gehöre,  sondern  dem  Ermessen  des  Lehrers  zu  über- 
lassen sei;  doch  muss  man  wenigstens  zugestehen,  dass  die  Wahl 
des  Verfahrens  auf  richtiger  pädagigischer  Ansicht  beruht.  Im  ganzen 
ist  der  Lehrgang  der  gewöhnliche.  Nach  einer  Einleitung  mit  viel- 
seitigster Erklärung  der  Grundbegriffe  sind  die  Hauptteile:  die  Gleich- 
heit (Congruenz  inbegriffen)  und  die  Proportionalität.  Leichte  Auf- 
gaben folgen  auf  jeden  Abschnitt  H. 
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Baamlehre  ftr  höhere  Schulen.  Von  Professor  H.  C.  £.  Marias, 
Direktor  des  Sophien-Realgymnasiums  in  Berlin.  1.  Teil.  Ebene 
Figuren.    Bielefeld  und  Leipzig  1890.    Yelhagen  u.  Elasing.    159  S. 

Der  Herausgabe  des  Gegenwärtigen  ist  1881  die  des  Lehrbuchs 
der  Geometrie  von  C.  Meyer  vorausgegangen,  welche  im  265.  litt. 
Bericht  S.  4  besprochen  ist.  Im  Vorwort  ist  dasselbe  nicht  erwähnt; 
doch  ist  ohne  Zweifel  das  Gegenwärtige  zu  dessen  Ersätze  bestimmt. 
Im  allgemeinen  gilt  auch  das  Gesagte  von  der  neuen  Ausgabe.  Der 
Parallelensatz  ist  anders  behandelt,  doch  insofern  nicht  zufrieden- 
stellend, als  die  Lücke  des  Beweises  verhüllt  bleibt,  statt  dass  eine 
klare  Vorstellung  vom  Sachverhalt  gegeben  werden  sollte.  Im  Vor- 
wort spricht  der  Verfasser  über  das  Thema  der  Benennungen,  zu- 
gleich als  Rechtfertigung  seines  bessernden  Vorgehens  im  Lehrbuche. 
Nächstes  Motiv  ist  ihm  der  Wunsch  im  Ersatz  der  Fremdwörter 
durch  deutsche  über  das,  was  bereits  vollzogen  ist,  hinaus  fortzuschreiten, 
soweit  es  eben  möglich  ist.  Dieser  wird  nicht  in  einseitigem  Eifer 
zur  Geltung  gebracht,  sondern  entgegenstehende  Gesichtspunkte 
andret  Art  sehr  wol  erwogen,  wenn  gleich  solche  nicht  principiell 
besprochen,  sondern  nur  einzeln  in  Betracht  gezogen  werden.  Da 
der  Verfasser  im  besondern  Falle  auch  das  Fremdwort  einem  erst 
zu  schaffenden  deutschen  Worte  vorzieht,  so  kann  man  wol  das  Ziel 
seines  Vorgehens  überhaupt  allgemeiner  auffassen.  Wer  treffendere 
und  bequeme  Namen  findet,  mögen  sie  deutsch  sein  oder  nicht,  wird 
meist  dankbarer  Beistimmung  begegnen,  wenn  auch  die  Nachahmung 
.nicht  sogleich  erfolgt.  Ein  entschiedener  Misgriff  aber  ist  ein  Ver- 
fahren, welches  der  Verfasser  empfiehlt:  er  räumt  ein,  dass  in  der 
wissenschaftlichen  Sprache  gewisse  Fremdwörter  unentbehrlich  seien; 
ist  aber  der  Ansicht,  dass  auf  der  Schule  dafür  deutsche  Benennungen 
zu  setzen  seien.  Es  verhält  sich  gerade  umgekehrt.  Jeder  Verfasser 
einer  wissenschaftlichen  Abhandlung  kann  selbst  gewählte  Benen- 
nungen nach  vorhergehender  Erklärung  gebrauchen;  denn  diese  gelten 
dann  immer  nur  für  den  Umfang  seiner  Schrift.  Was  aber  auf  der 
Schule  gelernt  wird,  muss  dauernde  Geltung  haben  und  daher  stets 
dem  angemessen  sein,  worüber  die  Gelehrten  bereits  einig  sind. 
Wollte  man  hier  Abweichungen  von  der  eingeführten  Benennung 
nach  Ermessen  des  Lehrers  zulassen,  so  würden  die  Schüler  aus 
verschiedenen  Schulen  und  ans  verschiedenen  Classen  in  verschiedener 
Sprache  reden.  Auch  möchten  wol  Wenige  die  Erfahrung  des  Ver- 
fassers bestätigen,  dass  die  Anfänger  von  den  Raumgebilden  leichter 
unter  deutscher  Benennung  eine  Vorstellung  gewännen.  Das  Kind 
lernt  mit  jedem  neuen  Gebilde  der  Natur  oder  Technik  einen  neuen 
Namen  kennen  und  verbindet  mit  diesem,  auch  wenn  es  ein  Fremd- 
wort ist,  die  Vorstellung  des  Gesehenen.    Neu  aber  ist  dem  An- 
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ftnger  fast  jedes  geometrische  Oebilde;  denn  die  idealisirte  Auf- 
fassung der  Figuren  unter  einfachen  Gesetzen  mit  Absehen  von 
zufälligen  Ungleichheiten  findet  beim  ersten  Unterricht  statt.  Hierzu 
hift  ihm  die  Verdeutschung  an  sich  nichts.  Verdient  der  deutsche 
Ausdruck  den  Vorzug,  so  mögen  die  Gelehrten  sich  darüber  einigen, 
die  Schule  muss  bis  dahin  am  Gebräuchlichen  festhalten.  Daher  ist 
auch  das  im  Vorliegenden  befolgte  Verfahren,  das  Gebräuchliche  bloss 
einmal  in  einer  Fussnote  zu  geben,  den  verdeutschen  Namen  im 
Texte  gleichmässig  anzuwenden,  geradezu  umzukehren. 

Hoppe. 

Vot^schule  zur  Geometrie.  Von  F.  Reese,  Oberlehrer  zu 
Wismar.    Wismar  1890.    Eberhardt.    16  S. 

Nach  der  Abfassung  zu  urteilen  ist  das  Vorliegende  dazu  be- 
stimmt ,  Anfängern  eine  leidliche  Vorstellung  von  Gegenständen  der 
Geometrie  zu  geben ;  auch  ist  darauf  Bedacht  genommen  worden, 
dass  die  Schiller  von  jeder  Mitteilung  sofort  Anwendung  machen  kön- 
nen. Weder  ausreichende  Erklärung  noch  Ordnung  oder  regel- 
mässigen Fortschritt  hat  sich  der  Verfasser  zur  Vorschrift  gemacht. 
Alles  ist  Auswahl.    Dies  gilt  auch  von  der  Figurentafel.        H. 

Grundriss  der  Ebenen  Trigonometrie.  Von  Ferdinand  Roese 
Oberlehrer  in  Wismar.    Wismar  1889.    Hinstorff.    61  S. 

Die  eigentümliche  Methode  hat  zum  Ziele,  auf  Grund  fertiger 
Kenntniss  der  elementaren  Planimetrie  zur  Idee  der  Goniometrie 
und  ebenen  Trigonometrie  hinzuleiten,  und  zwar  geschieht  dies,  in- 
dem zuerst  alle  unmittelbar  vorliegenden  Fälle  eines  berechtigten 
Schlusses  von  Linienverhältnissen  auf  Winkel  und  umgekehrt  ge- 
sammelt, dann  nach  Möglichkeit  erweitert  werden.  Erst  nachdem 
so  der  Gedanke  einer  Construction  von  Tafeln  geweckt  ist,  folgen 
die  Erlärung  des  Gebrauchs  der  Tafeln,  die  Aufgaben  am  recht- 
winkligen und  beliebigen  Dreieck  nebst  Uebungen.  H. 


Leitfaden  der  ebenen  Geometrie  für  höhere  Lehranstalten.  Von 
Prof.  H.  Köstler.  Mit  vielen  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten. 
3.  Heft.  Die  Aehnlichkeit  der  Figuren.  Zweite,  teilweise  umge- 
arbeitete und  vermehrte  Auflage.  Halle  a.  S.  1890.  Louis  Nebert. 
64  S. 

Die  erste  Auflage  ist  im  261.  litt.  Bericht  S.  29  besprochen. 
Die  Sätze  und  Gonstructionen  sind  in  der  neuen  Auflage  vermehrt, 
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ihre  Anordnnng  zum  Teil  verändert  Der  gerttgte  Fehher  aber  ist 
nicht  berichtigt.  Der  Fall  der  Irrationalität  bleibt  ^anz  verschwie- 
gen. Der  Verfasser  zieht  es  vor,  auf  Kosten  der  Schüler  sich  die 
Arbeit  leicht  zu  machen.  H. 


Lehrbnch  der  Ebenen  Geometrie.  Von  Karl  Koch,  Professor 
am  Lyceum  in  Cannstatt.  Zweiter  Teil.  Mit  47  Figuren.  Ravens- 
burg 1890.    Dorn.     120  S. 

Der  erste  Teil  ist  im  32.  litt.  Bericht  S.  45  besprochen.  Zu 
der  daselbst  gegebenen  Charakterisirung  sei ,  besonders  auf  diesen 
Teil  bezüglich,  hinzugefügt,  dass  das  Lehrbuch,  weit  über  die  Grenzen 
des  Notwendigen  hinaus,  das  Lehrreiche  zugezogen  hat  und  mit 
grosser  Ausführlichkeit  behandelt.  Auch  ist  ausser  den  zwei  Ab- 
schnitten Über  Proportionen  und  Aehnlichkeit,  welche  den  ersten 
Teil  zur  gesamten  elementaren  Planimetrie  zu  ergänzen  hatten,  ein 
besonderer  Abschnitt  über  pcrspectivische  Abbildung  aufgeuommen 
worden.  H. 
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Jahrbach  üb.  die  Fortschritte  der  Mathematik.  Hrsg.  y.  M. 
Ho no ch  u.  E.  Lampe.  19.  Bd.  Jahrg.  1887.  3.  Hft.  Berlin, 
G.  Reimer.    11  Mk. 


Methode  und  Princlpien. 

Grnber,  K.,  ausführliche  Anleitung  zum  Gebrauche  d.  Rechen- 
unterrichts in  der  Volks-  u.  höheren  Bürgerschule,  nebst  der  Be- 
antwortg.  der  in  diesem  Buche  enthaltenen  Fragen  u.  Aufgaben. 
Für  den  Lehrer  bearb.  8.  Aufl.  Karlsruhe,  Braun'scho  Hofb.,  Verl. 
2  Mk.  40  Pf. 

Niemeyer,  R.,  üb.  Rechnen  u.  Entwicklung  d.  Rechnens. 
Minden,  Bruns*  Verl.    50  Pf. 

Schmitz-Dumont,  Lichtäther  u.  elektrische  Welle.  Eine 
Weiterführung  der  Maxwell'schen  Mediumtheorie.  Dresden,  Höck- 
ner.    1  Mk.  50  Pf. 

Schotten,  H.,  Inhalt  n.  Methode  d.  planimetrischen  Unter- 
richts.   Eine  vergleich.  Planimetrie.    Leipzig,  Teubner.    6  Mk. 

Schüler,  F  W.,  üb.  das  Axiom  v.  der  Winkelsumme  im  Drei- 
eck.   Leipzig,  Fock,  Verl.    1  Mk.  20  Pf. 

Lehrbücher, 

Boyman,  J.  R.,  Lehrbuch  der  Mathematik  f.  Gymnasien, 
Realschulen  u.  andere  höhere  Lehranstalten.  l.TL:  Geometrie  der 
Ebene.  13.  Aufl.,  besorgt  v.  Vering.  Düsseldorf,  Schwann.  2  Mk.; 
Einbd.  30  Pf. 
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Haller  v.  Hallerstein,  F.  Baron,  Lehrbuch  der  Elementar- 
Mathematik.  Nach  dem  Lehrplane  f.  das  königl.  prcuss.  Kadetten- 
Corps  bearb.  v.  E.  Strübing  u.  B.  Htllsen.  L  Tl.  Pensum  der  Quarta 
u.  Unter-Tortia.    5.  Aufl.  Berlin,  Nauck  &  Co.    Geb.    2  Mk.  80  Pf. 

Müller,  H.,  Leitfaden  zum  Unterrichte  in  der  elementaren 
Mathematik,  m.  e.  Sammig.  v.  Aufgaben.  10.  Aufl.  Neu  bearb.  v. 
M.  Zwerger.  3.  Abthlgn.  München,  Lindauer.  5  Mk.  40  Pf.; 
Einbd.  ä  30  Pf. 

Schräm,  J.,  u.  R.  Schtissler,  Vorschule  der  Mathematik  f. 
österr.  üntergymnasien  u.  verwandte  Lehranstalten.  Wien,  Holder. 
2  Mk.  48  Pf. 

Samminngen. 

Heis,  E.,  Sammlung  v.  Beispielen  u.  Aufgaben  aus  der  allge- 
meinen Arithmetik  u.  Algebra.  Ausg.  f.  die  Schulen  Gosterreichs. 
1.  Afl.    Köln,  Du  Mont-Schauberg.    3  Mk. 

Hoffmann,  J..  u.  J.  Klein,  Rechenbuch  f.  Seminaristen  u. 
Lehrer.    10.  Afl.     Düsseldorf,  Schwann.    3  Mk.;  Einbd.  50  Pf. 

Kleyer,  A.,  vollständig  gelöste  Aufgaben-Sammlung  aus  allen 
Zweigen  der  Rechenkunst,  der  niederen  u.  höheren  Mathematik,  der 
Physik  etc.    738.-797.  Hft.    Stuttgart,  Maier.    k  25  Pf. 

Martus,  H.  C.  E.,  mathematische  Aufgaben  zum  Gebrauche  in 
den  oberen  Klassen  höherer  Lehranstalten.  1.  Tl.  Aufgaben.  8.  Afl. 
Leipzig,  C.  A.  Koch.    3  Mk.  60  Pf. 

Pape,  P.,  Sammlung  v.  Rechen- Aufgaben  f.  Bürgerschulen. 
Ausg.  f.  Knaben-Bürgerschulen.  3.  Hft.  3.  Aufl.  Wien,  Manz,  Verl. 
Kart,  48  Pf. 

Schräm,  J.,  u.  R.  Schüssler,  üebungsschule  zur  Vorschule 
der  Mathematik  f.  österr.  Üntergymnasien  u.  verwandte  Lehranstal- 
ten.    1.  Hft.    üebungsstoff  f.  die  1.  Classe.    Wien,  Holder.    72  Pf. 

Tabellen. 

Czermak,  P.,  Reductionstabellen  zur  Gauss-Poggendorflfschen 
Spiegelablesung.  (In  deutscher,  engl.  u.  französ.  Sprache.)  Berlin, 
Springer.    Geb.  12  Mk. 

Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Diestel,  F.,  Beiträge  zu  der  Interpolationsrechnung.  Göttingen, 
Vaudenhoeck  &  R.    1  Mk   20  Pf. 

Focke,  M.,  u.  M.  Krass,  Lehrbuch  der  allgemeinen  Arith- 
metik, nebst  e.  Aufgaben-Sammlg.  zum  Gebrauche  an  Gymnasien, 
Realgymnasien  u.  anderen  höheren  Lehranstalten.  5.  Afl.  Münster, 
Coppenrath,  Verl.    2  Mk.  50  Pf. 
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Oegenbaner,  L.,  üb.  e.  arithraetischen  Satz  d.  Hrn.  Charles. 
Hermite.    Leipzig,  Freytag.    40  Pf. 

Eathrein,    R.,    Lehrbuch    der    kaufmännischen    Arithmetik. 

1.  Tbl.    4.  Afl.    Wien,  Holder.    2  Mk.  80  Pf, 

Krug,  A.,  Theorie  der  Deriviationen.  Leipzig,  Freytag.  4  Mk. 
Lohnstein,    K.,  üb.  lineare  homogene  Differentialgleichungen 

2.  Ordnung,  welche  Integrale  besitzen,  durch  deren  Umkehrung  sich 
eindeutige  Funktionen  zweier  Variablen  ergeben.  Berlin,  Mayer  &  M. 
2  Mk.  50  Pf. 

Mertens,  F.,  die  Invarianten  dreier  quaternären  quadratischen 
Formen.    Leipzig,  Freytag.    40  Pf. 

Schröder,  J.,  üb.  den  Zusammenhang  der  hyperelliptischen  a- 
u.  ^-Functionen.    Göttingen,  Vandenhoeck  &  R.    1  Mk.  60  Pf. 

Schumacher,  J.,  zur  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen. 
Leipzig,  Deichert'sche  Verl.    3  Mk.  50  Pf. 

Stolz,  0.,  die  Maxima  u.  Minima  der  Functionen  v.  mehreren 
Veränderlichen.    Leipzig,  Freytag.    30  Pf. 

Winckler,  A.,  üb.  den  Multiplicator  der  Differentialgleichungen 

1.  Ordnung.    L    Ebd.    50  Pf. 

Geometrie. 

B  US  0 1 1 ,  M.,  Behandlung  der  conformen  Abbildung  der  Oberflächen 

2.  Ordnung.    Königsberg,  Koch.    1  Mk.  20  Pf. 

Dicknether,  F.,  Leitfaden  der  darstellenden  Geometrie. 
München,  Lindauer.    l  Mk.  50  Pf. 

'  Haskeil,  M.  W.,  üb.  die  zu  der  Curve  )-^(i-^(i^v-\-vH  =-0 
im  projectiven  Sinne  gehörende  mehrfache  Ueberdeckung  der  Ebene. 
Göttingen,  Vandenhoeck  &  R.    2  Mk.  80  Pf. 

Heger,  R.,  Planimetrie.  Zum  Gebrauche  an  höheren  Unter- 
richtsanstalten bearb.    2.  Aufl.    Breslau,  Ed.  Trewendt.   1  Mk.  60  Pf. 

Koch,  K.,  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie.  2.  Tl.  Ravens- 
burg, Dorn'sche  B.    1  Mk.  20  Pf. 

Köstler,  H.,  Leitfaden  der  ebenen  Geometrie  f.  höhere  Lehr- 
anstalten. 3.  Hft.  Die  Aehnlichkeit  der  Figuren.  2.  Aufl.  Halle, 
Nebert's  Verl.    Kart.  1  Mk. 

Lietke,  A.,  üb.  die  Flächen,  f.  welche  e.  Krümmungscentral- 
fläche  e.  Kegel  zweiten  Grades  ist.    Königsberg,  Koch.    1  Mk. 

Lübsen,  H.  B.,  ausführliches  Lehrbuch  der  Elementar-Geo- 
metrie.  Ebene  u.  körperl.  Geometrie.  27.  Aufl.  Leipzig,  Fr.  Brand- 
stetter.    3  Mk.;  Einbd.  35  Pf. 

Martus,  H.  C.  E.,  Raumlehre  f.  höhere  Schulen.  L  Tl.  Ebene 
Figuren.    Bielefeld,  Velhagen  &  Kl.    2  Mk. 
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Müller,  H.,  die  Elemente  der  Planimetrie.  Ein  Beitrag  znr 
Methode  d.  geometr.  Unterrichts.  4.  Aufl.  Metz,  Scriba.  1  Mk. 
20  Pf. 

Sucharda,  A.,  zur  Theorie  e.  Gattung  windschiefer  Flächen. 
Leipzig,  Freytag.    40  Pf. 

Weiss,  W.,  üb.  e.  algebraische  Theorie  der  Schaaren  nichtad- 
jungirter  Bertthrungscarven ,  welche  zu  e.  algebraischen  Curve  ge- 
hören.   Ebd.    60  Pf. 

Trigonometrie. 

Hartl,  H.,  die  trigonometrische  Aaflösnng  d.  Dreiecks  n.  der 
anf  Dreiecke  zarückzuführenden  Figuren.  Wien,  Holder.  Geb. 
80  Pf. 

—  Lehrbuch  der  ebenen  Trigonometrie.    Ebd.    1  Mk. 
Lübsen,  H.  B.,  ausführliches  Lehrbuch  der  ebenen  u.  sphäri- 
schen Trigonometrie.    15.  Afl.    Leipzig,  Brandstetter.    2  Mk.  40  Pf. 

Müller,  H.,  die  Elemente  der  ebenen  Trigonometrie,  m.  e. 
Sammig.  v.  Aufgaben  u.  deren  Lösgn.  2.  Aufl.  Metz,  Scriba. 
80  Pf.;  Einbd.  40  Pf. 

Spicker,  Th.,  Lehrbuch  der  ebenen  u.  sphärischen  Trigono- 
metrie m.  Uebungs-Aufgaben  f.  höhere  Lehranstalten.  2  Aufl. 
Potsdam,  Aug.  Stein.    1  Mk.  40  Pf. 

Praktische  Geometrie,  Geodäsie. 

Bauernfeind,  C.  M.  v.,  Elemente  der  Vermessungskunde. 
Ein  Lehrbuch  der  praktischen  Geometrie.  7.  Aufl.  2  Bde.  Stutt- 
gart, Cotta'sche  B.    18  Mk. 

—  Tafeln  üb.  verschiedene  Gegenstände  der  praktischen  Geo- 
metrie. Anhang  der  Elemente  der  Vermessungskunde.  Ebd.  1  Mk. 
50  Pf. 

—  das  bayerische  Präcisions-Nivellement  8.  Mittheilg.  Mün- 
chen, Franz'scher  Veri.    2  Mk.  60  Pf. 

Czermak,  P.,  ein  Beitrag  zur  Construction  der  Niveaulinien. 
Leipzig,  Freytag.    70  Pf. 

Jordan,  W.,  Handbuch  der  Vermessungskunde.  3.  Bd.  Lan- 
des-Vermessg.  u.  Grundaufgaben  der  Erdmessg.  3.  Aufl.  Stuttgart, 
Metzler'sche  B.,  Veri.    13  Mk.;  cplt.  35  Mk. 

Mecluuiik« 

Moshammer,  K.,  Lehrtext  f.  Mechanik.  Zum  Gebrauche  in 
der  3.  Classe  der  mecbaniscb-techn.  Abtbeilg.  au  höheren  Gewerbe- 
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schulen.  1.  Thl.:  Kräfte  im  Raame.  Elasticitäts-  u  Flüssigkeits- 
lehre.    Reichenberg,  Fritsche.    1  Mk.  50  Pf. 

Ruh  inst  ein,  S.,  zar  Natnr  der  Bewegungen.  Leipzig,  Engel- 
mann.   1  Mk   20  Pf. 

Vorsteher,  £.,  Darstellung  d.  Potentials  d.  Ellipsoids  durch 
Lonn6'8che  Functionen.    Berlin,  Mayer  <fe  M.    1  Mk.  20  Pf. 

Walter,  A.,  der  freie  Fall,  berechnet  aus  dem  Gravitations- 
gesetze.   Leipzig,  Freytag.    30  Pf. 

Technik. 

Anleitung  zum  Bau  elektrischer  Haustelegraphen,  Telephon-  u. 
Blitzableiter- Anlagen ,  hersg.  v.  Mix  n.  Genest.  Berlin,  Gebr.  Ra- 
detzki.    4  Mk.  50  Pf. 

Fortschritte  der  Elektrotechnik.  Hrsg.  v.  E.  Strecker.  3.  Jahrg. 
Das  Jahr  1889.    2.  Hft.    Berlin,  Springer.    5  Mk. 

Krieg,  M.,  die  elektrischen  Motoren  u.  ihre  Anwendung  in  der 
Industrie  u.  im  Gewerbe,  sowie  im  Eisenbau-Strassenbahnwesen. 
2   Lfg.    Leipzig,  Leiner.    2  Mk. 

Rundschau,  elektrotechnische.  Hrsg.  n.  Chefred.:  G.  Krebs. 
8.  Jahrg.  1890/91.  (24  Nrn.)  Nr.  1.  Frankfurt  a,/M.  Daube  & 
Co.    Halbjährl.  4  Mk. 

Yademecum  f.  Elektrotechniker.  Begründet  v.  E.  Rohrbeck, 
hrsg.  y.  W.  A.  Nippoldt.  8.  Jahrg.  d.  Kalenders  f.  Elektrotechniker. 
1891.    HaUe,  Knapp.    4  Mk. 

Vogler,  A.,  Jedermann  Elektrotechniker.  Anleitung  zur  Her- 
stellg.  der  hauptsächlichsten  elektr.  Apparate  u.  elektr.  Leitgn.  u. 
zur  Anstellg.  elektr.  Versuche.    Leipzig,  M.  Schäfer.    1  Mk.  50  Pf. 

Weiler,  die  Dynamomaschine.  Elementare  Darstellg.  der  Prin- 
cipien  u.  Systeme  der  elektr.  Maschinen,  sowie  Anleitg  zur  Selbst- 
aufertigg.  u.  Berechng.  der  einzelnen  Teile  derselben.  12.  Aufl. 
Magdeburg,  Faber.    1  Mk.  50  Pf. 

Optik,  Akustik  und  Elasücität, 

Kayser,  H.,  u.  C  Runge,  üb.  die  Spectren  der  Elemente. 
3.  Abschnitt    Berlin,  G.  Reimer.    Kart.  3  Mk.  50  Pf. 

Man  dl,  M.,  üb.  e.  aligemeine  Linsengleichung.  Leipzig,  Frey- 
tag.   20  Pf. 

Erd«  und  Himmelskunde* 

Abhandlungen  d.  königl.  preussischen  meteorologischen  Instituts* 
U.  Bd.    Nr.  2.    Berlin,  Asher  &  Co.    2  Mk. 
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Annalen,  neue,  der  k.  Sternivarte  in  Bogenhausen  bei  München. 
Hrsg.  V.  H.  Seeliger.    1.  Bd.    München,  Franz'scher  Verl.    30  Mk. 

Aus  dem  Archiv  der  deutschen  Seewarte.  XII.  Jahrg.  1889. 
Hrsg.  V.  der  Direction  der  Seewarte.  Hamburg,  Friederichsen  &  Co. 
15  Mk. 

Beobachtungen,  deutsche  überseeische  meteorologische.  Gesam- 
melt u.  hrsg.  V.  der  deutschen  Seewarte.  II.  Hft.  Die  Beobachtugn. 
V.  Labrador,  die  Beobachtgn.  v.  Walfischbay.  Hamburg,  Friede- 
richsen &  Co.    6  Mk.  75  Pf. 

Elster,  J.,  u.  H.  Gelte  1,  Beobachtungen,  betr.  die  elektrische 
Natur  der  atmosphärischen  Niederschläge.  Leipzig,  Freytag.  1  Mk. 
80  Pf. 

Exner,  F.,  Beobachtungen  üb.  atmosphärische  Elektricität  in 
den  Tropen.    II.    Leipzig,  Freytag.    1  Mk. 

Grossmann,  J.,  Wetterperioden?  2.  Aufl.  Berlin,  Moeser. 
1  Mk.  50  Pf. 

Hann,  J.,  das  Luftdruck-Maximum  vom  Novbr.  1889  in  Mittel- 
Europa,  nebst  Bemerkgn.  üb.  die  Barometer-Maxima  im  Allgemei- 
nen.   Leipzig,  Freytag.    3  Mk.  40  Pf. 

Hildebrandson,  H.  H.,  W.  Koppen  u.  G.  Neumayer 
Wolken-Atlas.    Hamburg,  Seitz  Nachf.,  Verl.    In  Mappe  12  Mk. 

Hol  et  seh  ek,  J.,  üb.  den  scheinbaren  Zusammenhang  der  helio- 
centrischen  Perihellänge  m.  der  Perilzeit  der  Kometen.  Leipzig, 
Freytag.    40  Pf. 

Jahrbuch,  meteorologisches,  deutsches,  f.  1890.  Beobachtungs- 
system d.  Königr.  Preussen  u.  benachbarter  Staaten.  Ergebnisse 
der  meteorolog.  Beobachtgn.  im  Jahre  1890.  Hrsg.  v.  dem  königl. 
preuss.  meteorolog.  Institut  durch  W.  v.  Bezold.  1.  Hft.  Berlin, 
Asher  &  Co.    3  Mk. 

Koukoly,  N.  v.,  Beobachtungen,  angestellt  am  astrophysikali- 
schen  Observatorium  in  O'Gyalla  (Ungarn).  XI.  u.  XII.  Bd.,  enth. 
Beobachtgn.  der  J.  1888  u.  1889.  Halle,  H.  W.  Schmidt's  Verl. 
10  Mk. 

Koerber,  F.,  üb.  das  Meteor  vom  15.  Octbr.  1889.  Wien, 
Holder.    1  Mk. 

Meyer,  M.  W.,  populäre  Himmelskunde.  2.  Afl.  v.  „Selbst- 
biographisches vom  Himmer^    Leipzig,  Beinboth.    1  Mk.  50  Pf. 

Oppenheim,  S.,  Bahnbestimmung  d.  Kometen  1846,  VIII. 
Leipzig,  Freytag.    30  Pf. 

Sternkarte,  drehbare.  Ausg.  f.  Mitteleuropa.  8.  Aufl.  Frank- 
furt a/M.,  Deutsche  Lehrmittelaustalt    1  Mk.  25  Pf. 

Sternkarte,  drehbare.  Wandausg.  Ravensburg,  Dorn'sche  B., 
Verl.    Auf  Pappe  50  Pf.;  Taschenausg.    50  if. 
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Elnsendnngen   für  dM   »»Arehlv  der  SI athemailk   und 

PlajAlk**  erbitten  wir  nur  nnter  der  Adresse  des  Herrn 

Prof.  Dr.  K.  Hoppe  in  Berlin,  S.  PrinxenstraMie  69. 

Leipzig.  CA.  Kocirs  Verlagsbuchhaudlaog. 

(«/.  Sengbusch.) 

Soeben  erschien  im  Verlage  von  Georg  Beimer  ip  Berlin,  za 
beziehen  durch  alle  Bnchhandlangen: 

Allgemeine  Mechanik 

der  Punkte  und  starren  Systeme. 

Ein  Lehrbuch  für  Hochschulen 

von 

E.  Buddo« 

Zweiter  Band. 

Preis:  13  Mk. 

Mit  diesem  Bande  ist  das  Werk,  dessen  erster  Theil  im  November 

1890  erschien,  abgeschlossen.  — 
Inhalt  des   I.  Bandes:    Mechanik 4ef  Punkte  und  Punktsysteme. 
Inhalt  des  IL  Bandes:    Mechanische  Summen  und  starre  Gebilde. 


Lehrbuch 

der 

analytischen  Geometrie. 

I.  Teil:  Lehrbneh  der  aBalytischea  Cnr?eathe»rie,  nebst 
2  vorausgehenden  Abschnitten,  enthaltend  die  Theorie 
der  linearen  RaumgeMlde  und  die  Kinematik. 

IL  Teil:   Priaciyiea  der  VlächeBthe^rie.    i.  Auflage. 

Von 
Dr.  R.  Hoppe, 

ProfeBBOr  an  der  UniTeniUt  Berlin. 

Geh.     Preis   ä  1  Mk.  80  Pf. 


Tafeln 

zur 

drei88igstelligen  logarithmischen  Rechnung. 

Borechnet  von 

Dr.  R.  leppe, 

Pr»feM<nr  an  der  üniTemiUt  Berlin. 

Geh.    Preis  80  Pf. 
Leipzig.  C«  A.  Koeh*s  Verlagsbuchhandlung. 

(J.  Sengbueoh.) 
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C.  At  Koches  Verlagsbuchhandlung  in  Leipzig. 


DoBtor,  Prof.  G.,  Memoire  sur  une  methode  nouvclle  de  trans- 
formatioü  des  coordonu^s  dans  le  plau  et  daus  l'espace,  avec 
application  aux  lignes  et  surfaces  des  deux  premi^res  degr^s. 
1866.    Geh.    Preis  1  Mk.  20  Pf. 

—  Propri6t6s  nouvelles  des  quadrilat^res  en  g^n^ral  avec  application 
aux  quadrilat^res  iascriptibles ,  circonscriptibles  etc.  1868.  Geh. 
Preis  1  Mk.  80  Pf. 

—  Nouvelle  d^terminatiou  analytique  des  foyers  et  directrices  dans 
les  sectious  coniqaes  etc.    1879.    Geh.    Preis  1  Mk.  60  Pf. 

Fahland,  H.,  Leitfaden  ftlr  den  planimetrischen  Unterricht  in  Gym- 
nasien und  Realschulen.  Mit  1  Taf.  1857.  Geh.  Preis  1  Mk. 
20  Pf. 

Grunert,  J.  A.,  analytische  Geometrie  der  Ebene  und  des  Raumes 
für  polare  Koordinatensysteme.  Mit  1  Tafel.  1857.  Geh.  Preis 
5  Mk.  40  Pf. 

Hain,  £. ,  Mathematische  Unterrichtsstunden.  I.Heft:  Einfache 
Gleichungen  des  ersten  Grades  mit  einer  Unbekannten.  1884. 
Geh.    Preis  50  Pf. 

—  Dass.  2.  Heft:  Leichte  grammatische  Konstruktionsaufgaben.  Mit 
1  Tafel.    1885.    Geh.    Preis  50  Pf. 

Helmlingr,  Prof.  P. »  Ueber  die  Integration  der  allgemeinen  Riccati- 
dy 

sehen  Gleichung  ~  X  «y*  •=•  «  nnd  der  von  ihr  abhängigen  Differen- 
tialgleichungen.   1879.    Geh.    Preis  1  Mk.  60  Pf. 

HouSl,  Prof.  J.,  Essai  d'une  exposition  rationelle  des  principes 
fondamentaux  de  la  g6om6trie  6l6meutaire.  1863.  Geh.  Preis 
1  Mk. 

Jentzsch,  H.,  Geometrische  und  mechanische  Theorie  der  Astroiden. 
Mathematische  Monographie.  Mit  5  Tafeln.  1863.  Geh.  Preis  5  Mk. 

Oettingrer,  L.,   Weitere   Ausführungen   der    politischen    Arithmetik. 

1863.  Geh.    Preis  6  Mk. 

Pfeil,  Graf  L.  t.,  Anwendung  der  Sekanten  zur  Auffindung  der  Sinus, 
Tangenten  und  Bogen  kleiner  Winkel  aus   Tafeln   von  5  Stellen. 

1864.  Geh.    Preis  50  Pf. 

SchlOmileh,  Prof.  0.,  Nene  Methode  zur  Summirung  endlicher  und 
unendlicher  Reihen.    1849.    Geh.    Preis  90  Pf. 

Sella,  Qu.,  die  geometrischen  Prinzipien  des  Zeichnens,  insbesondere 
die  der  Axonometrie.  In's  Deutsche  übertragen  von  Dr.  M.  Curtze. 
Mit  4  Tafeln.    1865.    Geh.    Preis  1  Mk. 

Worpitzky,  J.,  Beiträge  zur  Integration  der  Riccatischeu  Gleichung. 
1862.    Geh.    Preis  1  Mk.  50  Pf. 
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Sternkarte,  drohbaro.  Wandausg.  Text  dazu:  Der  gestirnte 
Himmel.    Ravensburg,',  Dorn'sche  B.,  Verl.     20  Pf. 

Umlauft,  F.,  das  Luftmeer.'  Die  Grundzüge  der  Meteorologie 
u.  Klimaiologie.     4.-8.  Lfg.    Wien,  Hartleben,     ä  50  Pf. 

Vierteljabrschrift    der    astronomiscben    Gesell&chaft.      Hrsg.    v. 

E.  Schöufeld    u.    H.    Seeliger.    25.  Jabrg.    1890.  2.  Hft.    Leipzig, 
Engel  mann.    2  Mk. 

Physik. 

Annalen  d.  physikalischen  Central- Observatoriums ,  hrsg.  v.  H. 
Wild.    Jahrg.  1889.    I.  Thl.    Leipzig,  Voss'  Sort.    10  Mk.  20  Pf. 

Handbuch  der  Physik,  hrsg.  v.  A.  Winkel  manu.  6.  Lfg.  Breslau, 
Ed.  Trewendt.    3  Mk.  60  Pf. 

Kleyer,  A.,  die  elektrischen  Erscheinungen  n.  Wirkaugen  in 
Theorie  u.  Praxis.     1'29.  — 138.  Hft.    Stuttgart,  J.  Maier.    k  25  Pf. 

Leciier,  E.,  e.  Studie  üb.  elektrische  Resouanzerscheinungen. 
Leipzig,  Freytag.    60  Pf. 

—  üb.  die  Messung  der  Dielektricitätsconstante  mittelst  Hertz'- 
scher  Schwingungen.    Ebd.    40  Pf. 

Liebisch,  Th.,  physikalische  Krystallographie.  Leipzig,  Veit 
&  Co.    25  Mk. 

Obermayer,  A.  v.,  üb.  e.  m.  der  fortführenden  Entladung  der 
Elektricität  verbundene  Druckerscheinung.  Leipzig,  Freytag.   40  Pf. 

Stefan,  J.,  üb.  die  Theorie  der  oscillatorischen  Entladung. 
Ebd.    40  Pf. 

üle's,  0.,  Warum  u.  Weil,  Fragen  u.  Antworten  aus  den 
wichtigsten  Gebieten  der  gesammten  Naturlehre.  I.  Tl.  Physik. 
7.  Afl.  V.  F.  Langhoff.  Berlin,  Rlemann's  Verl.  3  Mk.  50  Pf. ;  geb. 
4  Mk. 

ürbanitzky,  A.  Ritter  v.,  u.  S.  Zeisel,  Physik  u.  Chemie. 
Eine  gemeinverständl.  Darstellg.  der  physikal.  u.  ehem.  Erscheingn. 
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Litterarischer  Bericht 

xxxvm. 


Lehrbücher. 

Allgemeine  Mechanik  der  Punkte  nnd  starren  Systeme.  Ein 
Lehrbuch  für  Hochschulen  von  E.  Budde.  Erster  Band.  Mechanik 
der  Punkte  und  Punktsysteme.  Zweiter  Band.  Mechanische  Summen 
und  starre  Gebilde.    Berlin  1890.    1891.    Georg  Reimer.    968  S. 

An  einer  allgemeinen,  ideell  wissenschaftlichen,  das  Ganze  um- 
fassenden, also  weder  durch  technische  Zwecke  von  Anfang  be- 
schränkten noch  durch  Rücksicht  auf  mathematische  Vorbildung  be- 
grenzten Bearbeitung  der  Mechanik  hat  es  bisher  in  Deutschland 
gefehlt.  Das  gegenwärtige ,  sehr  ausführlich  abgefasste  Werk  ist 
daher  eine  höchst  erfreuliche  Erscheinung  und  bezeichnet  einen 
wesentlichen  Fortschritt.  In  der  Anordnung  des  Lehrstoffs  ist  der 
Verfasser  traditionellem  Verfahren  gegenüber  ganz  selbständig  Tor- 
gegangen.  Der  Inhalt  der  Doctrin  zeigt  deutlich,  dass  die  Scheidung 
zwischen  Statik  und  Dynamik  sehr  zurücktritt  gegen  die  natürliche 
Succession  der  Mechanik  des  Punktes,  der  Punktsysteme  und  der 
Körper.  Letztere  Themata  bilden  daher  auch  hier  die  Hauptab- 
schnitte. Für  die  Bewegung  des  Punktes  sind  die  Unterabteilungen 
der  Reihe  nach:  Phoronomie  ohne  Rücksicht  auf  die  Zeit;  in  der 
Zeit;  Beschleunigung;  Dynamik  und  zwar:  Kräfte  und  Massen;  Be- 
wegungsgleichungen; Princip  der  lebendigen  Kraft;  Princip  der 
Flächen;  gezwungene  Bewegung;  Princip  der  kleinsten  Wirkung; 
Alembert's  Princip  (für  1  Punkt);  Hamilton's  Princip;  Anwendungen; 
besondere  Fälle  der  Bewegung;  Relativbewegung.  Für  die  Bewegung 
von  Punktsystemen,  betreffend  2  Punkte:  Schwerpunktseigenschaften; 
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Reactionsprincip;  Newton's  Gesetz;  Ergale;  betreffend  beliebig  viele 
PnDkte:  Schwerpunktseigenschaften;  die  integrirenden  Principien; 
Bildung  der  Differentialgleichungen;  Specialfälle  des  Gleichgewichts 
und  der  Bewegung.  Die  Mechanik  der  Körper  bleibt  für  den  2.  Band 
vorbehalten.  In  zwei  Punkten  ist  die  Gestaltung  der  Lehre  aus  be- 
sonderer Wahl  des  Verfassers  hervorgegangen.  Erstens  sind  die 
Grundbegriffe  so  entwickelt  worden,  als  ob  sie  erst  gefunden  werden 
sollten.  Wie  viel  Belehrendes  die  sehr  sorgföltige  Ausführung  dar- 
bietet, wollen  wir  nicht  beurteilen  noch  gering  schätzen.  Doch 
bleibt  immer  ein  Umstand  dabei  in  Betracht  zu  ziehen.  Erst  aul 
dem  Standpunkte,  den  die  Grundbegriffe  der  Mechanik  factisch  er- 
reicht haben,  sind  sie  einfach.  Alles  Zuückgehen  auf  ihren  Ursprung 
führt  auf  Probleme,  die  viel  grössere  Ansprüche  an  das  Yerständ- 
niss  machen  als  die  zu  erklärenden  Begriffe  an  sich.  Leichter  kann 
also  durch  den  exact  wissenschaftlichen  Gebrauch  der  Urspung  und 
die  Basis  der  Begriffe  verständlich  werden  als  umgekehrt.  Als  zweite 
Besonderheit  ist  zu  nennen,  dass  der  Verfasser  die  Hamilton'sche 
sogenannte  Strecken-Addition  aufgenommen  hat.  Dies  mag  wol  in 
Rücksicht  auf  die  zahlreichen  Anhänger  dieser  Speculation  in  und 
noch  mehr  ausser  Deutschland  geschehen  sein.  Dass,  wenn  es  mit 
Hülfe  neuer  Terminologie  und  Bezeichnung  gelingt  die  Summe  von 
Projectionen  von  Strecken  als  Summe  von  Strecken  erscheinen  zu 
lassen,  also  2?  ar  in  der  Form  ^r  zu  schreiben,  sachlich  nichts  ge- 
wonnen wird,  liegt  auf  der  Hand.  Aber  auch  das  Erlernen  und  das 
ausübende  Rechnen  hat  keinen  Nutzen  davon^  Die  auf  Aneignung 
des  Verfahrens  verwandte  Zeit  und  Mühe  ist  rein  weggeworfen. 
Dass  gleichwol  die  Hamilton'sche  Methode  eine  so  günstige  Auf- 
nahme in  weitem  Kreise  gefunden  hat,  ist  vielleicht  zu  erklären 
durch  den  Umstand,  dass  man  sie  im  Gegensatz  zur  Anwendung 
orthogonaler  Coordinaten  als  neu  erfundene  Methode  direct  geome- 
trischen Calculs  betrachtete,  nicht  aber  mit  dem  Rechnen  mit  Pro- 
jectionen auf  allgemeiner  Axe  verglich,  welche  die  orthogonalen 
Coordinaten  als  Specialität  umfassen.  Denn  letzteres  gewährt  ohne 
neue  Einführung  bei  gewöhnlichem  analytischen  Verfahren,  ganz 
dieselben  angeblichen  Vorteile  hinsichtlich  der  Zusammensetzung  von 
Wegen,  Geschwindigkeiten,  Beschleunigungen  und  Kräften.  Erwägt 
man  nun,  dass  vermöge  der  neuen  Terminologie  dieselbe  Sache  sich 
als  etwas  verschiedenes  darstellt,  dass  es  also  besonderer  Erkennt- 
niss  bedarf  um  in  der  Verkleidung  die  Identität  gewahr  zu  werden, 
so  können  wir  nicht  umhin,  in  dem  genannten  Punkte  die  Wahl  des 
Verfassers  entschieden  zu  misbilligen.  Gegenüber  dem  Verfahren 
andrer  Autoren,  welche  nicht  nur  Identisches  als  Verschiedenes  dar- 
gestellt, sondern  sogar  Verschiedenes  gleich  benannt  und  bezeichnet 
haben,    ist  freilich   der  Verfasser  bessernd  vorgegangen,  indem  er 
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wenigstens  die  Elemente  der  Hamilton'schen  Theorie  in  Benennung 
und  Bezeichnung  deutlich  unterschieden  hat,  doch  bleibt  immer  das 
nutzlose  Nebeneinander  bestehen  zweier  Darstellungs-  und  Aus- 
drucksweisen zurück.  —  Der  2.  Band  behandelt  zuerst  (Zwischen- 
stück betitelt)  die  Schwerpunktsbestimmung,  die  Theorie  der  Poten- 
tiale und  der  Trägheitsmomente.  Dann  folgt  die  Mechanik  der  starren 
Körper.  Bekanntermassen  existirt  kein  starrer  Körper,  und  es  würde 
die  Bewegung  eines  solchen  unter  dem  Einfinss  von  Kräften,  die 
nur  auf  Teile  von  ihm  wirken,  mit  der  Dynamik  der  Punkte  im 
Widerspruch  stehen.  Wie  gewöhnlich  geschieht  -  yielleicht  ist 
Yvon  de  Villarceau  noch  der  Einzige,  der  das  strenge  Verfahren 
gezeigt  hat  —  geht  auch  der  Verfasser  mit  Stillschweigen  über  die 
Discrepanz  hinweg  und  begnügt  sich  mit  dem  Nachweis ,  dass  die 
Verlegbarkeit  des  Angriffspunktes  in  der  Richtung  der  Kraft  eine 
notwendige  Annahme  ist,  ohne  zu  fragen,  ob  sie  mit  den  Grund- 
gesetzen verträglich  sei.  Bei  den  höheren  Ansprüchen,  die  man  doch 
gewiss  dem  gegenwärtigen  Werke  zuerkennen  muss,  Hess  sich  eine 
Aufklärung  über  diesen  Punkt  erwarten.  Die  Hauptabschnitte  sind: 
die  Bewegung  um  eine  feste  Axe,  auf  einer  festen  Ebene,  um  einen 
festen  Punkt  und  die  freie  Bewegung.  Hoppe. 


Lehrbuch  der  Mathematik  für  höhere  Lehranstalten.  Von  Dr. 
Fr.  W.  Frankenbach.  Erster  Teil.  Die  Planimetrie.  Mit  178 
Figuren  und  zahlreichen  üebungsbeispielen.  Liegnitz  1889.  H. 
Krumbhaar.    155  S. 

Der  Verfasser  legt  Gewicht  darauf,  dass  er  von  der  Bewegung 
der  Gebilde  viel  Gebrauch  macht.  Offenbar  ist  häufige  Anwendung 
besser  als  ausnahmsweise  oder  sparsame,  damit,  wenn  wirklich  die 
Bewegung  als  fremdes  Element  in  der  Geometrie  zu  betrachten  ist, 
dem  Schüler  wenigstens  die  Vertrautheit  mit  dem  Gegenstande  seiner 
Beschäftigung  nicht  abgeht.  In  der  Tat  ist  aber  die  Bewegung 
schon  in  den  Postulaten  zugezogen,  indem  wir  Lineal  und  Zirkel  als 
bewegt  bei  unveränderter  Beschaffenheit  annehmen  müssen.  Das  ge- 
nannte Merkmal  charakterisirt  indes  vorwaltend  nur  einen  Teil  des 
Lehrbuchs,  zu  dem  nicht  nur  die  „Einführung  in  die  Geometrie", 
sondern  auch  der  Anfang  der  „Planimetrie"  gehört.  Erstere  unter- 
scheidet sich  dadurch,  dass  sie  Raumgebilde  überhaupt  in  Betrach- 
tung zieht,  beide  aber  durch  den  pragmatischen  Vortrag,  während 
das  Voranstellen  der  Lehrsätze  mit  nachfolgendem  Beweise  erst 
später  eintritt.  Unrichtig,  unklar  und  geradezu  verkehrt  ist  die  Er- 
klärung der  Parallelität  und  der  Winkel  durch  die  gleiche  und  ver- 
schiedene Richtung,  so  als  ob  die*  Richtungen  unmittelbar  durch  die 
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Sinne  gegeben  wären.  Möge  doch,  wer  so  lehrt,  sich  nach  einander 
auf  beliebige  Pnnkte  der  Erde  hinstellen,  jedesmal  nach  einer  Rich- 
tung hinblicken  und  angeben,  ob  die  Richtung  dieselbe,  und  wieviel 
sie  von  der  ersten  abwich.  Der  Winkel  ist  das,  was  direct  ge- 
sehen wird*,  messbar  ist  und  als  Mittel  dient  die  relativen  Rich- 
tungen exact  aufzufassen.  Er  wird  zur  Grösse  vermöge  der  Sätze 
über  seine  Messung.  An  deren  ausführlicher  Erörterung  lässt  es  das 
Lehrbuch  nicht  fehlen,  macht  jedoch  davon  keine  Anwendung  auf 
seine  Begriffserklärnng.  Seine  logische  Beziehung  zur  Richtung  wird 
in  die  entgegengesetzte  der  wirklichen  verdreht.  Dies  Verfahren  ist 
ein  Beleg  dafür,  dass  das  Lehrbuch  der  Ausbildung  des  Denkens 
nicht  die  Sorgfalt  widmet ,  welche  der  mathematische  Unterricht  er- 
fordert. Eine  solche  Lässigkeit  in  logischer  Beziehung  wird  häufig 
Lehrbüchern,  welche  die  sogenannte  genetische  Methode  proclamiren, 
zum  Vorwurf  gemacht;  notwendig  damit  verbunden  ist  sie  nicht. 

Hoppe. 


Lehrbuch  der  ebenen  Trigonometrie  in  stufenmässiger  Anordnung 
für  den  Schulgebrauch,  nebst  einer  sich  eng  an  dasselbe  anschliessen- 
den Sammlung  von  Uebungsaufgaben.  Von  Dr.  F.  Conradt,  Ober- 
lehrer am  Gymnasium  in  Beigard.  Leipzig  1889.  B.  G.  Teubner. 
176  S. 

Die  Trigonometrie  ist  offenbar  kein  Teil  der  Principien  der 
Geometrie,  mithin  als  Lehrgegenstand  gar  nicht  an  den  Gursus  ge- 
bunden und  kann  beliebig  früher  oder  später  betrieben  werden. 
Betreibt  man  sie  systematisch  erschöpfend  mit  Beschränkung  auf  das 
Notwendige  für  allseitige  Anwendung,  wie  es  wol  meist  geschieht,  so 
beanspucht  sie  keinen  semesterlangen  Gursus,  kann  vielmehr  in 
wenigen  Wochen  absolvirt  werden.  Dieses  der  Natur  der  Sache  ganz 
entsprechende  kurze  Verfahren  empfiehlt  sich  dadurch,  dass  dabei 
das  Pensum  nicht  grösser  erscheint  als  es  der  Idee  nach  wirklich 
ist,  dass  daher  der  Lehrgegenstand  leichter  zur  Beherrschung  ge- 
langt Das  gegenwärtige  Lehrbuch  entspricht  der  entgegengesetzten 
Auffassung:  es  betrachtet  die  Trigonometrie  als  einen  Zweig  der 
mathematischen  Schuldoctrin  gleich  jedem  andern  und  sucht  ihn  für 
Ausbildung  des  Geistes  und  Erwerbung  nützlicher  Kenntnisse  so  viel 
als  möglich  zu  verwerten,  daher  den  Gegenstand  so  reich  als  mög- 
lich zu  entfalten.  Der  Gesichtspunkt  der  Systematik  fällt  hier  weg; 
statt  auf  kürzestem  Wege  das  Ganze  zu  entwickeln,  wird  im  Gegenteil 
der  Lehrstoff  auf  3  Stufen  verteilt,  so  dass  auf  erster  Stufe,  welche 
dem  Bedürfnisse  der  höhern  Bürgerschulen  genügen  soll,  daher  bei 
Anwendung  auf  Gymnasien  für  eine  Glasse  und  ein  Semester  be- 
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rechnet  sein  wird,  noch  nicht  einmal  die  Beziehungen  der  Seiten, 
der  Winkel  nnd  des  Inhalts  eines  Dreiecks  vollständig  gelehrt,  son- 
dern zum  Teil  auf  die  nächste  Stufe  verspart  werden.  Die  neue 
Auffassung  der  Bedeutung  der  Trigonometrie  für  die  Schule  können 
wir  immerhin  als  berechtigt  gelten  lassen.  Ob  eine  Schule  bei 
gleicher  Berücksichtigung  aller  Teile  des  mathematischen  Unterrichts- 
stoffes soviel  Zeit  zur  Verfügung  hat,  als  es  hier  gefordert  wird, 
mag  eine  Frage  für  sich  bleiben.  Dagegen  ist  es  in  Betreff  der  Art 
der  Bearbeitung  entschieden  zu  misbilligen,  dass  sie  nicht  an  der 
anerkannten  Forderung  des  synthetischen  Lehrgangs,  der  allein  dem 
Schulunterricht  zukommt,  festhält,  sondern,  als  ob  die  Gewöhnung 
an  das  analytische  Verfahren  den  Lehrer  beherrschte,  überall  allge- 
meinere Ausgangspunkte  wählt,  als  der  Gegenstand  es  erfordert. 
Dies  zeigt  sich  gleich  im  Anfang,  indem  der  Trigonometrie  die  Coor- 
dinatenlehre  vorausgeschickt  wird.  Beide  sind  Organe  verschiedener 
Methoden,  einander  darin  entgegengesetzt,  dass  die  Coordinaten- 
methode  mit  dem  Punkte  in  der  unbegrenzten  Ebene  beginnt  und 
von  da  erst  zu  den  speciellen  Gebilden  übergeht,  die  Trigonometrie 
umgekehrt  zuerst  bei  den  Elementargebilden  von  geringster  Zahl 
der  Bestimmungsstücke  verweilt,  um  aus  diesen  später  alle  Gebilde 
der  Ebene  zusammenzusetzen.  Nur  der  letztere  Weg  entspricht  der 
gründlichen  Ausbildung  der  Anfänger:  auf  eng  begrenztem,  der  Be- 
obachtung offenem  Felde  müssen  die  ersten  Begriffe  erworben  wer- 
den. Hierzu  dient  offenbar  die  Betrachtung  des  rechtwinkligen 
Dreiecks  besser  als  irgend  eine  allgemeinere.  Aber  viel  schlimmer 
ist  der  Misgriff,  wenn  gar  die  zwei  entgegengesetzten  Principe  ein- 
ander durchkreuzen,  wie  es  hier  der  Fall  ist,  wenn  das  eine  vom 
Ziele  des  andern  ablenkt  und  die  beabsichtigte  Concentration  ver- 
eitelt. Die  im  Buche  gegebene  Erklärung  des  Begriffs  einer  Function 
können  wir  nicht  gleicherweise  als  ein  unnötig  weites  Abschweifen 
ansehen.  Der  Name  ist  einmal  da,  und  wir  besitzen  keinen  andern; 
es  musste  also  über  seine  Bedeutung  Auskunft  gegeben  werden.  Die 
Algebra  beschäftigt  sich  beständig  mit  Functionen,  ohne  dass  je  von 
solchen  die  Rede  ist.  Es  wäre  verkehrt  und  sonderbar,  wollte  man 
den  Schüler  mit  dem  Wesen  der  Functionen  bekannt  machen  und 
mit  transcendenten  anfangen.  Der  Abschweif  ist  also  hier  ein  ter- 
minologischer. Die  Keichhaltigkeit  des  Buches,  wenn  wir  seinen 
Inhalt  ohne  Rücksicht  auf  Anordnung  zusammenfassen,  zeigt  sich  in 
der  vielseitigen  Entfaltung  der  Theorie  selbst,  in  deren  Ausdehnung 
über  die  Grenzen  der  Principien  hinaus  nach  einigen  Richtungen 
und  in  der  Menge  einfacher  und  doch  interessanter  Uebungsauf- 
gaben.  In  zweiter  Beziehung  wird  nämlich  die  Lehre  vom  regel- 
mässigen Vieleck  und  Kreise,  vom  Inkreise,  vom  Viereck,  insbe- 
sondere  Ereisviereck  u.  a.  mit   dem  Vortrage  der  Trigonometrie 
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verbunden.«  Die  Aufgaben  verlangen  teils  Ausrechnung  aus  allge- 
meinen, teils  aus  numerischen  Datis,  teils  Beweise  gegebener  For- 
meln, sind  teils  rein  mathematisch  teils  ftlr  Fälle  der  Praxis  gestellt ; 
sie  erfordern  kein  Suchen  und  Erfinden,  sondern  nur  Anwendung 
des  Gelernten.  Am  Schlüsse  stehen  4  numerische  Tafeln  far  Drei- 
ecksrechnung. Hoppe. 

Stereometrie.  Lehrbuch  und  Aufgabensammlung  für  Schulen. 
Von  Wilhelm  Winter,  Professor  für  Mathematik  und  Physik  am 
k.  alten  Gymnasium  in  Regensburg.  München  1890.  Theodor 
Ackermann.    115  S. 

Trigonometrie.  Lehrbuch  und  Aufgabensammlung  für  Schulen 
Von  Wilhelm  Winter,  Professor  für  Mathematik  und  Physik  am 
k.  alten  Gymnasium  in  Regensburg.  München  1890.  Theodor 
Ackermann.    78  S. 

Beide  Zweige  des  mathematischen  Unterrichts  sind  in  ange- 
messener Kürze  behandelt,  d.  h.  weder  unnötig  zerspaltet  noch  über 
die  Grenzen  der  eigentlichen  Principien  ausgedehnt,  so  dass  der 
Lehrstoff  sich  leicht  als  Ganzes  überschauen  lässt.  Einige  besondere 
Raumgebilde,  welche  zugezogen  sind,  werden  als  solche  bezeichnet, 
die  man  übergehen  kann.  Dagegen  ist  auf  Einübung  durch  reich- 
lichen Stoff  an  Aufgaben  in  beiden  Lehrbüchern  Bedacht  genommen. 
Die  Lehre  von  den  Lagen  der  Geraden  und  Ebenen  ist  hier  nicht 
nach  den  Lagen  (parallelen,  normalen,  schiefen),  sondern  nach  den 
Gegenständen  eingeteilt  Die  Deductionsmethoden  sind  die  gewöhn- 
lichen. H. 


Tabellen. 

Vierstellige  logarithmisch-trigonometrische  Tafel  zum  Schul-  und 
Handgebrauch  zusammengestellt  von  Adolf  Sickonberger,  Pro- 
fessor der  Mathematik  und  Physik  am  Luitpoldgymnasium  in  Mün- 
chen. Zweite,  vermehrte  Auflage.  München  1891.  Theodor  Acker- 
mann.   22  S. 

Die  zusammengestellten  Tafeln  geben  die  Logarithmen  der  Zahlen 
100  bis  999,  die  trigonometrischen  Functionen  durch  Sechstel  Grade 
nebst  ihren  Logarithmen,  die  Quadrate  und  Quadratwurzeln ,  Kuben 
und  Kubikwurzeln  der  Zahlen  1  bis  100,  kleinere  Tabellen,  physi- 
kalischOi  geographische  und  astronomische  Zahlen.  H. 
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Fünfstellige  logarithmische  nnd  trigonometrische  Tafeln.  Her- 
ausgegeben von  Dr.  0.  Schlömilch,  Mitglied  der  Eönigl.  Sächsi- 
schen Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Leipzig,  der  Eönigl. 
Schwedischen  Akademie  zu  Stockholm,  der  Kaiserl.  Leopoldinischen 
Akademie  etc.  Galvanoplastische  Stereotypie.  Wohlfeile  Schnlaus- 
gabe.  Zehnte,  verbesserte  Auflage.  Braunschweig  1890.  Friedrich 
Yieweg  und  Sohn.    151  S. 

Die  erste  der  grössern  Tafeln  gibt  die  Logarithmen  der  Zahlen 
1  bis  19909,  die  zweite  die  Kreisbogen  für  alle  Grade,  die  dritte 
die  sin,  cos,  tg,  cotg  für  alle  Sechstelgrade,  die  vierte  deren  Loga- 
rithmen für  alle  Minuten.  Es  folgen  noch  Tafeln  über  die  reciproken 
Werte,  Quadrat-  und  Kubikwurzeln,  natürliche  Logarithmen  und 
Ellipsenquadranten.    Der  3.  Tafel  ist  noch  eine  Beductionstafel  von 

et 
tgaauftg^,  der  4ten   eine  Anweisung  nebst   2  Tafeln   für  kleine 

Winkel  hinzugefügt.  Auch  sind  einige  numerische  Angaben  mit  e 
und  n  zusammenhangend  und  einige  die  Erde  betreffend  aufgenom- 
men. Nach  Vorgang  von  Neil  (vielleicht  noch  Anderer)  ist  durch 
einen  Strich  unter  der  letzten  Ziffer  angezeigt,  dass  der  Best  negativ 
ist.  Wer  sich  indes  davon  Gewinn  für  die  Genauigkeit  der  Reeh- 
uungsresultate  verspricht,  der  möge  bedenken,  dass  derselbe  an  eine 
sehr  lästige  Bedingung  geknüpft  ist.  Soll  überhaupt  der  grösste 
oder  der  wahrscheinliche  Fehler  durch  Berücksichtigung  des  Striches 
kleiner  werden,  so  muss  man  an  alle  fünfziffrig  gegebeneu  Decimal- 
brüche  bzhw.  ±25  angehängt  denken.  Man  rechnet  also  mit  7 
Ziffern  und  erhält  doch  nur  eine  Genauigkeit,  welche  5  Decimal- 
und  1  Dualziffer  =54-5  Decimalziffern  entspricht.  Der  Gebrauch 
sechsziffriger  Tafeln  würde  bei  geringerer  Mühe  mehr  leisten. 

H. 


Fünfstellige  Logarithmen  für  den  Schulgebrauch  herausgegeben 
von  Dr.  Georg  Kebitsch,  Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Lands- 
berg a.  W.    Leipzig  1889.    Fues.    76  S. 

Die  Tafeln  geben  die  Logarithmen  der  Zahlen  1  bis  9999  nebst 
Differenzen  und  die  der  sin,  cos,  tg,  cotg  aller  Minuten  nebst  Dif- 
ferenzen, dazu  die  sin,  cos,  tg,  cotg  aller  Grade.  Constantenwerte 
und  Formeln  sind  angebracht,  wo  Platz  war,  und  am  Schlüsse  einige 
kleinere  Tafeln  auf  1^  Seite.  Die  Einleitung  ergibt  die  Geschichte, 
Regeln  und  nützliche  Beobachtungen  für  das  Aufsuchen  und  das 
logarithmische  Rechnen.  Im  Vorwort  sind  die  Ansichten  des  Ver- 
fassers über  Verbesserung  der  Einrichtungen  hinsichtlich  des  Schul- 
gebranchs,  wo  es  sich  mehr  um  das  Erlernen  des  logarithmischen 
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Bechnens  als  am  dessen  Anwendung  handelt,  dargelegt  und  verteidigt. 
Diesen  möchte  man  wol  nur  zum  kleinem  Teile  zustimmen.  Zunächst 
wird  der  Genauigkeit  ein  viel  zu  geringer  Wert  beigelegt;  doch  ist 
dies  von  keinem  Einfluss  auf  die  gegenwärtige  Einrichtung.  Aus- 
geführt ist  dagegen  in  der  vorliegenden  Tafel  folgende  Aenderung. 
Die  negativen  Logarithmen  sind  zerlegt  in  negative  Charakteristik 
und  positive  Mantisse.  Der  Verfasser  sagt  davon,  dass  jeder,  der 
statt  —  1  lieber  9  —  10  geschrieben  sähe,  es  beim  Ausschreiben  leicht 
so  umsetzen  könnte.  Nun  ist  aber  diese  Umsetzung  bei  jeder  Multi- 
plication  und  Division  nötig,  wenn  man  nicht  eine  Doppelrechnung 
führen  will,  bei  der  man  sich  noch  dazu  leicht  verrechnet;  ausser- 
dem geht  uns  der  Vorteil  verloren,  Multiplicationen  und  Divisionen 
mit  kleinen  Zahlen  gleich  beim  Ausschreiben  auf  der  Tafel  im  Kopfe 
ausführen  zu  können.  Ueberhaupt  scheint  der  Verfasser  den  Grund, 
warum  die  Charakteristik  samt  der  Mantisse  in  eine  positive  ver- 
wandelt worden  ist,  gar  nicht  erwogen  zu  haben,  wenigstens  ist  im 
Vorwort  davon  nicht  die  Rede,  es  beruft  sich  nur  auf  fremde  Bei- 
spiele. In  der  Tat  hätte  sich  der  Verfasser  auch  darauf  berufen 
können,  dass  die  Schreibung  der  Logarithmen  der  Kreisfunctionen 
in  den  Tafeln  mit  der  Schreibung,  welche  Anfänger  in  der  Lehre 
von  den  Logarithmen  noch  meistens  zu  üben  haben,  nicht  in  Ueber- 
einstimmung  ist  Allein  hier  liegt  die  Schuld  an  dem  Zurückbleiben 
des  Anfangsunterrichts  hinter  der  längst  bekannten  vereinfachten 
Praxis,  welche  nur  Subtrahenden  «  10,  100,  .  .  .  zulässt  Wir 
wollen  nicht  Rückschritte  auf  der  einen  Seite,  weil  man  auf  der 
andern  dem  Fortschritt  nicht  gefolgt  ist.  Vorzüge  der  vorliegenden 
Tafel  sind  unbedingt,  auch  ohne  Beschränkung  auf  den  Schulgebrauch 
folgende  zu  nennen:  zuerst  der  äusserst  deutliche  Druck.  Sehr  zur 
Erleichterung  des  Aufsuchens  dient  es,  dass  jedes  zugleich  sichtbare 
Seitenpar  der  ersten  Tafel  die  zu  denselben  2  Anfangsziffem  des 
Entrees  gehörigen  1000  Logarithmen,  das  der  trigonometrischen 
Tafel  gerade  einen  Grad  umfasst.  Nachahmungswert  ist  auch  die 
Anordnung,  nach  der  die  Einleitung  und  das  Vorwort  ans  Ende  des 
Buchs  gerückt  ist  Dadurch  wird  dem  Rechner  das  zeitraubende 
Nachblättern  nach  dem  Anfang  der  Tafel  erspart.  Kaum  als  Vorzug 
lässt  es  sich  bezeichnen,  dass  die  Proportionalteile  der  Differenzen 
nicht  dastehen;  denn  die  fünfstelligen  Tafeln  geben  solche  in  der 
Regel  nicht  an.  Eher  möchte  man  die  Angabe  der  Differenzen 
überhaupt  für  überflüssig  erklären,  da  man  sie,  ohne  erst  an  den 
Rand  der  Seite  blicken  zu  müssen,  an  der  nächsten  Zahl  erkennt, 
und  zwar  in  Rücksicht  auf  Ungleichheiten  noch  genauer.        H. 
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Vermischte  Schriften. 

Atti  della  Reale  Accademia  dei  Lincei.  Anno  GGLXXXVII. 
1890.  Serie  qaarta.  Rendieonti  pobblicati  per  cura  dei  Segretari. 
Volume  VI.    Roma  1890. 

In  jedem  der  2  Semester  sind  12  Hefte  erschienen.  Sie  ent- 
halten folgende  Abhandinngen  nnd  Noten. 

G.  Bordiga:  Von  einer  gewissen  Congmenz  3.  Ordnung  und 
6.  Classe  im  gewöhnlichen  Räume. 

V.  Volterra:  lieber  Differentialgleichungen,  aufweiche  Fragen 
der  Variationsrechnung  führen.  —  üeber  eine  Erweiterung  der 
Jacobi-Hamilton'schen  Theorie  der  Variationsrechnung.  —  üeber  die 
complexen  Variabein  der  Mehrdimensionen-Geometrie. 

G.  Peano:  Ueber  die  Definition  der  Grösse  eines  Flächen- 
stflcks.  —  Näherungswerte  für  die  Oberfläche  des  Ellipsoids. 

A.  Del  Re:  üeber  die  vollständigen  Gruppen  dreier  involutori- 
schen  linearen  Transformationen  in  den  Räumen  von  n  Dimensionen. 

—  üeber  die  Pare  bilinearer  Formen.  — -  Ueber  die  Fläche  5.  Ord- 
nung mit  Doppelcurve  5.  Ordnung.  —  üeber  einige  vollständige 
Gruppen,  die  in' der  Cremona'schen  Gruppe  für  beliebig  viele  Variable 
enthalten  ist. 

C.  Bigiavi:  Ueber  die  linearen  Differentialgleichungen.  — 
Ueber  die  linearen  Differentialgleichungen  mit  doppelperiodischen 
Goefficienten. 

A.  Ton  eil  1:  Ueber  den  Zusammenhang  der  Räume. 

S.  Pincherle:  Ueber  einige  specielle  Integrale  der  nicht  homo- 
genen linearen  Differentialgleichungen. 

V.  Reina:  üeber  die  conjugirten  Linien  einer  Fläche.  —  Von 
einigen  Formeln  bezüglich  auf  die  Flächentheorie. 

L.  Bianchi:  Ueber  eine  Classe  von  Abbildungen  äquivalent 
der  Kugel  auf  der  Ebene.  —  Ueber  die  Gruppen  linearer  Stfbstitu- 
tioneu  mit  complexen  ganzen  Goefficienten.  —  Ueber  eine  Classe 
Fuchs'scher  Gruppen,  die  sich  auf  Modnlargruppen  reduciren  lassen. 

—  Ueber  eine  neue  Classe  von  Flächen,  welche  einem  dreifach-ortho- 
gonalen Systeme  angehören. 

R.  Marcolongo:  Ueber  die  geodätischen  Linien  auf  den  nicht 
centralen  Flächen  2.  Grades. 

E.  Ciani:  üeber  die  symmetrischen  algebraischen  Flächen.  — 
Ueber  die  kubischen  Flächen,  deren  Hesse'sche  sich  teilt 

M.  Pannelli:  Ueber  die  einfachste  birationale  Transformation 
eines  gewöhnlichen  Raumes  in  einer  Vierdehnung. 

De  Paolis:  Einige  Eigenschaften  der  Kummer'schen  Fläche. 
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A.  Nagy:  Ueber  die  graphische  Darstellang  der  logiBchen 
Grössen. 

F.  Enriqaes:  Einige  Eigenschaften  der  Büschel  von  Homo- 
graphien  in  den  Räumen  von  n  Dimensionen. 

F.  Brioschi:  Ueber  die  Reihenentwickelung  der  hyperellipti- 
schen Functionen  c. 

G.  Loria:  Ueber  die  Anwendung  der  Jacobi'schen  Functionen 
zum  Studium  der  schiefen  Linien  4.  Ordnung  1.  Gattung.      H. 


Jornal  de  Sciencias  mathematicas  e  astronomicas  publicado  pelo 
Dr.  F.  Gomes  Teixeira,  Professor  na  Academia  Polytechnica 
do  Porto,  Socio  de  Academia  Real  [das  Sciencias  de  Lisboa,  etc. 
Vol.  IX.    Coimbra  1889. 

Der  9.  Band  enthält  folgende  Abhandlungen: 

D.  Leite:   Ueber  eine  parametrische  Darstellung  der  Cnrven 

1.  Geschlechts. 

J.  B.  de  Cabedo:  Beweis  des  Cauchy'schen  Satzes.  —  2  For- 
meln der  Analysis. 

E.  Gesäro:  Bemerkungen  über  verschiedene  Artikel  betreffend 
die  Theorie  der  Reihen. 

G.  Pirondini:  Ueber  die  sphärischen  Linien. 

G.  Loria:  Note  über  2  Anwendungen  algebraischer  Elimination. 

F.  Gomes  Teixeira:  Einige  Punkte  der  Theorie  der  bestimmten 

n 

Integrale.  —  Ueber  das  Integral   /   cot(»— a)cia;.  —  Anwendungen 

einer  Formel,  welche  die  Derivaten  beliebiger  Ordnung  von  Func- 
tionen gibt  —  Note  über  die  Integration  der  partiellen  Differen- 
tialgleichungen 2.  Ordnung. 

A.  Gutzmer:  Note  über  einen  Punkt  der  Reihentheorie. 

J.  P.  Teixeira:   Ueber   die    doppelperiodischen    Functionen 

2.  Gattung.  —  Ueber  die  elliptischen  Functionen. 

M.  Lerch:  Ueber  eine  stetige  Function,  deren  Derivirte  durch- 
weg unstetig  ist.  —  Neuer  Beweis  einer  Formel  von  Eirkhoff. 

M.  d'Ocagne:  Ueber  die  isogonale  Transformation  von  W. 
Roberts.  —  Ueber  die  Entwickelung  von  sinnip  und  cosntjp  nach 
Potenzen  von  sin<p. 

J.  A.  Martins  da  Silva:  Ueber  3  Formeln  der  Theorie  der 
elliptischen  Functionen.  H. 
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Nieaw  Archief  voor  Wiskunde.  Deel  XVII.  Amsterdam  1890. 
Sikken  en  G\ 

Der  17.  Band  enthält  folgende  Abhandlungen. 

J.  C.  Elayver:  Lösnng  der  12.  Aofgabe.  (Gefragt  nach  dem 
Grade  eines  ebenen  geom.  Ortes.) 

W.  Mantel:  Studie  über  die  Bewegung  eines  materiellen  Punkts. 
(Lösung  einer  Preisfrage.) 

H.  Onnen:  Bifocale  Curven. 

P.  Molenbroek:  Ueber  die  rein  rollende  Bewegung  eines  Kör- 
pers auf  willkttrlichei  Fläche. 

A.  J.  A.  Prange:  Das  eine  und  andre  über  neuere  Algebra. 

A.  D.  van  der  Harst:  Allgemeine  Beweise  für  wichtige  For- 
meln aus  der  Goniometrie  und  sphärischen  Dreiecksmessung.  — 
Polartrieder  und  Polardreieck. 

F.  J.  van  den  Berg:  Bestimmung  eines  Dreiecks  aus  gegebe- 
nen Halbirenden  der  Aussenwinkel. 

Th.  B.  van  Wettum:  Hamilton'sche  Quatemion  als  Caley'sche 
Matrix. 

P.  J.  Helwig  J.  Az:  Winkeltransversalen  des  ebenen  Dreiecks. 

M.  d'Ocagne:  Neue  Methode  sinma  und  cosma  als  Function 
von  sina  und  cosa  zu  berechnen. 

J.  W.  Rasch:  Geom.  Ort  der  Wurzelpunkte  einer  höhern 
Potenzgleichung. 

G.  Stolp:  Inhalt  des  Eugeldreiecks.  H. 


Bulletin  de  la  Soci6t^  Mathematique  de  France.  Publik  par  les 
Secr6taires.    Tome  XVIIL    Paris  1890. 

Der  18.  Band  enthält  folgende  Abhandlungen. 

R.  Perrin:  Vollständige  Theorie  des  Systems  zweier  quadra- 
tischen temären  Formen. 

E.  Carvallo:  Quaternionen-Formeln  zur  Reduction  der  viel- 
fachen Integrale  auf  einander. 

Oh.  Bio  che:  Ueber  das  ds^  der  Regelflächen.  —  Bemerkungen 
über  die  Krümmungslinien,  welche  durch  einen  Nabelpunkt  gehen. 

M.  d'Ocagne:  Bemerkungen  über  die  isogonalen  Transforma. 
tionen.  —  Ueber  die  Anwendung  der  parallolen  Coordinaten  zum 
Beweise  eines  Satzes  von  Chasles  bezüglich  auf  die  algebraischen 
Flächen. 

Nanny  Lagerborg:  Ueber  das  Problem  der  Bewegung  eines 
starren  Körpers  um  einen  festen  Punkt. 
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C.  A.  Laisant:  Ueber  die  analjrtische  Darstellang  der  ebenen 
Figuren  und  ihrer  Teilung.    —   Ausdruck  des  Products  der  Bino-  I 

minalcoefficienten.  —  Eigenschaft  der  algebraischen  Flächen.  I 

G.  Koenigs:  Ueber  die  Oscillation  der  Winkelgeschwindigkeit  I 

in  der  Bewegung  eines  starren  Körpers.  I 

M.  Feucht:    Bemerkungen  über  die  Methode  der  Perimeter  I 

zur  Berechnung  der  Zahl  k.  —  Ueber  eine  Vereinfachung  einer  Lam6-  I 

sehen  Rechnung  bei  einem  Wechsel  der  Yariabeln.  ' 

Böghin:  Note  ttber  den  Joachimsthal'schen  Kreis.  —  Nähe- 
rungsmethode far  Berechnung  des  Trägheitsmoments  und  die  Lage 
des  Schwerpunkts  eines  ebenen  Flächenstücks. 

F.  Lucas:  Natur  der  Wurzeln  einer  biquadratischeu  Gleichung. 

Weill:  Ueber  eine  Eigenschaft  einer  Classe  algebraischer 
Curven. 

A.  Mannheim:  Krümmungsradius  eines  Kegelschnitts.    H. 
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Oesehlehte  der  Mathematik  und  Physik. 

Diophantas  y.  Alexandria,  die  Arithmetik  u.  die  Schrift 
über  Polygonalzahlen.  Uebersetzt  n.  m.  Anmerkgn.  begleitet  v.  G. 
Wertheim.    Leipzig,  Tenbner.    8  Mk. 

Fortschritte,  die,  der  Physik  im  J.  1884.  Dargestellt  v.  der 
pbysikal.  Gesellschaft  zn  Berlin.  XL.  Jahrg.  2.  u.  3.  Abth.  Berlin, 
6.  Reimer.    39  Mk. 

Jahrbuch  über  die  Fortschritte  der  Mathematik,  begründet  v. 
C.  Ohrtmann.  Hrsg.  y.  £.  Lampe.  XX.  Bd.  Jahrg.  1888.  (In 
3  Uftn.)    1.  Hft    BerUn,  G.  Reimer.    13  Mk. 

Ostwald's  Klassiker  der  exakten  Wissenschaften.  Nr.  17.  19. 
u.  20.    Leipzig,  Engelmann.    Geb.  5  Mk.  40  Pf. 

Prometheus.  Illastrirte  Wochenschrift  ttb.  die  Fortschritte  der 
angewandten  Naturwissenschaften,  hrsg.  y.  0.  N.  Witt.  2.  Jahrg. 
1890/91.    Nr.  1.    Berlin,  Mückenberger.    Yierteljahrl.    3  Mk. 

Methode  und  Prineipien. 

Engel,  F.,  der  Geschmack  in  der  neueren  Mathematik.  An- 
trittsvorlesung.   Leipzig,  Alfr.  Lorentz.    1  Mk. 

Köhler,  0.,  Weltschöpfung  u.  Weltuntergang.  Die  Entwickig. 
V.  Himmel  u.  Erde,  auf  Grund  der  Naturwissenschaften  populär 
dargest.    2.  Aufl.    13.  Hft.    Stuttgart,  Dietz.    20  Pf. 

Vogt,  J.  G.,  das  Wesen  der  Elektrizität,  u.  d.  Magnetismus 
auf  Grund  e.  einheitlichen  Substanzbegriffes.  L  Tl.  Die  Konstella- 
tionen der  einheitl.  Substanz  als  die  Träger  der  pbysikal.  Kraft- 
äussergn.    Leipzig,  Wiest    8  Mk. 
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Lehrbücher. 

Heilermann,  H.,  Lehr-  und  Uebungsbuch  f.  den  Unterricht 
in  der  Mathematik  an  Gymnasien,  Real-  u.  Gewerbeschulen.  1.  Tl.; 
Geometrie  der  Ebene.  4.  Aufl.  Frankfurt  a./M.,  Jäger'sche  Verlagsh. 
2Mk. 

Noack,  K.,  Leitfaden  der  Elementar-Mathematik.  2.  Aufl. 
Berlin,  Springer.    Kart  1  Mk.  40  Pf. 

Samminngen. 

Bardey,  E.,  arithmetische  Aufgaben  nebst  Lehrbuch  der  Arith- 
metik.   6.  Aufl.    Leipzig,  Teubner.    2  Mk. 

Brenner,  A.,  300  algebraische  Aufgaben  zur  Lösung  mittels 
einfacher  Schlüsse,  zunächst  f.  Lehrer -Bildungsanstalten  bearb. 
4.  Aufl.    Freising,  Datterer.    50  Pf. 

Fäsch,  F.,  Aufgaben  zum  Kopfrechnen  m.  beigefügten  Ant- 
worten zum  Schul-  u.  Privatgebrauche.  1.  Tl.  Die  4  Grundrech- 
nungsarten.   4.  Aufl.    St.  Gallen,  Iluber  &  Co.    Kart.  1  Mk.  20  Pf. 

Gräfe,  F.,  Auflösungen  u.  Beweise  der  Aufgaben  u.  Lehrsätze 
aus  der  analytischen  Geometrie  d.  Raumes,  insbesondere  der  Flächen 
2.  Grades.    Leipzig,  Teubner.    8  Mk. 

Heine,  G.,  u.  A.  Westrick,  Rechenbuch  nebst  Aufgaben  zur 
ersten  Einführung  in  die  Geometrie  f.  höhere  u.  mittlere  Lehran- 
stalten, sowie  zum  Selbstunterricht.  Münster,  Aschendorff.  Geb. 
3  Mk. 

Jüdt,  K.,  Aufgaben  aus  der  Stereometrie  u.  Trigonometrie. 
Für  Gymnasien  u.  Realschulen  bearbeitet.  4.  Aufl.  Ausbach,  Sey- 
boid's  Buchh.    Kart.  80  Pf. 

Kleyer,  A.,  vollständig  gelöste  Aufgaben-Sammlung  aus  allen 
Zweigen  der  Rechenkunst,  der  niederen  u.  höheren  Mathematik,  der 
Physik  etc.    798.-  837.  Hft.    Stuttgart,  J.  Maier.    k  25  Pf. 

Löbnitz,  G.  Th.,  Rechenbuch  f.  Gymnasien,  Realgymnasien, 
Real-  u.  höhere  Bürgerschulen.  2.  Tl.:  Die  zusammengesetzten 
Rechnungsarten.    14.  Aufl.    Hildesheim,  Gerstenberg.    1  Mk. 

Müller,  E.  R.,  Lehrbuch  der  plauimetrischen  Konstruktions- 
aufgaben, gelöst  durch  geometr.  Analysis.  1.  Tl.:  Aufgaben,  gelöst 
ohne  Anwendg.  der  Proportionenlehre.  Bearb.  nach  System  Kleyer. 
Stuttgart,  J.  Maier.    5  Mk. 

Reidt,  F.,  planimetrische  Aufgaben  f.  den  Gebrauch  im  Schul-, 
Privat-  u.  Selbst-Unterricht.  1.  Tl.  Aufgaben,  geordnet  nach  den 
Lehrsätzen  d.  Systems.    2.  Aufl.    Breslau,  Trewendt.    1  Mk.  60  Pf. 

Schubert,  H.,  Sammlung  v.  arithmetischen  u.  algebraischen 
Fragen  u.  Aufgaben.  1.  Hft:  Für  mittlere  Klassen.  3.  Aufl.  Potsdam, 
Stein.    1  Mk.  80  Pf.;  geb.  2  Mk. 
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Steck,  F.  X.,  a.  J.  Bielmayr,  Sammlang  v.  arithmetischen 
Aufgaben  in  systematischer  Ordnang.  10.  Aafl.  Kempten,  KöseF- 
sche  Buchh.,  Verl.    1  Mk.  30  Pf. 

Yillicns,  F.,  Rechenbach  f.  Bürgers/chnlen.  3.  Tbl.  III.  Classe. 

3  Aafl.    Wien,  Pichler's  W.  &  S.,  Verl.    Kart.  1  Mk.  60  Pf. 

Tabellen. 

Bremiker's  logarithmiscb-trigonometrische  Tafeln  m.  6  De- 
ciroalstellen.  Nea  bearb.  v.  Th.  Albrecht.  11.  Aasg.  Berlin,  Ni- 
colai'sche  Verlagsb.    4  Mk.  20  Pf.;  geb.  5  Mk. 

Schrön,  L.,  siebenstellige  gemeine  Logarithmen  der  Zahlen 
von  1  bis  108000  a.  der  Sinns,  Cosinus,  Tangenten  u.  Gotangenten 
aller  Winkel  d.  Quadranten  von  10  za  10  Secanden.  21.  Aafl.  Taf. 
I.  a.  II.  d.  Gesammtwerkes  in  3  Tafeln.    Braanschweig,  Vieweg  &  S. 

4  Mk.  20  Pf. 

—  Logarithmen.  Taf.  1.  Siebenstellige  gemeine  Logarithmen 
der  Zahlen  von    1  bis  108000.    21.  Ausg.    Ebd.    2  Mk.  40  Pf. 

Sickenberger,  A.,  vierstellige  logarithmisch-trigonometrische 
Tafel  zum  Schul-  und  Handgebrauch.  2.  Aufl.  München,  Th.  Acker- 
mann, Verl.    40  Pf. 


Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Adam,  W.,  Lehrbuch  der  Buchstabenrechnung  u.  Algebra  m. 
zahlreichen  Uebungsaufgaben.  1.  Tl.  4.  Aufl.  Gera,  Hofmann. 
3  Mk.  60  Pf.;  Einbd.  50  Pf. 

Blind,  A.,  Lehrbuch  der  Gleichungen  d.  II.  Grades  (quadra- 
tische Gleichungen  m.  1  Unbekannten.)  Bearb.  nach  System  Kleyer. 
Stuttgart    J.  Maier.    10  Mk. 

Bobek,  K.  J.,  Lehrbuch  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
Bearb.  nach  System  Kleyer.    Ebd.    6  Mk. 

Hermite,  M.,  sur  les  racines  de  la  fonction  sph6rique  de  se- 
conde  espöce.    Prag,  RivnÄc,  Verl.    40  Pf. 

Hörn,  J.,  üb.  Systeme  linearer  Differentialgleichungen  m. 
mehreren  Veränderlichen.  Beiträge  zur  Verallgemeinerung  der 
Fuchs'schen  Theorie  der  linearen  Differentialgleichgn.  Berlin,  Mayer 
&  M.    3  Mk.  60  Pf. 

Klein,  F.,  Vorlesungen  üb.  die  Theorie  der  elliptischen  Mo- 
dulfunctionen ,  ausgearb.  u.  vervollständigt  v.  R.  Fricke.  1.  Bd. 
Grundlegung  der  Theorie.    Leipzig,  Teubner.    24  Mk. 

Kühl,  J.  H.,  Leitfaden  der  Arithmetik  n.  Algebra.  Für  den 
Schul-  und  Selbstunterricht.    1.  Tl.    Hamburg,  Kriebel.    Kart.  3  Mk. 
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Lerch,  M.,  Bemerkung  zur  Reihentheorie.  Prag,  Rivnä^,  Verl. 
20  Pf. 

Rät  her,  H.,  Theorie,  u.  Praxis  d.  Rechenunterrichts.  Im  An- 
schluss  an  das  Uehungsbuch  f.  mUndl.  u.  schriftl.  Rechnen  v.  H. 
Räther  u.  P.  Wohl  bearb.  1.  Tl.  Die  Zahlenreihen  1  bis  10,  1  bis 
20  u.  1—100.    Breslau,  Morgenstern,  Verl.    1  Mk.  20  Pf. 

Staudacher,  H.,  Lehrbuch  der  Grundrechnungsarten  u.  Buch- 
stabengrössen  (Elemente  der  Buchstabenrechnung),  der  Verhältnisse 
u.  Proportionen.  Bearb.  nach  System  Kleyer.  Stuttgart,  J.  Maier. 
5  Mk. 

Vi  11  ic US,  F.,  Lehr-  u.  Uehungsbuch  der  Arithmetik  f.  Unter- 
Realschulen. 3.  Tbl.  f.  die  IIL  Classe.  6.  Aufl.  Wien,  Pichler's 
W.  &  S.,  Verl.    Geb.  1  Mk.  60  Pf. 

Wallenberg,  G.,  Beitrag  zum  Studium  der  algebraischen  Dif- 
ferentialgleichungen I.  Ordnung,  deren  Integrale  feste  Verzweigungs- 
punkte besitzen,  insbesondere  deijenigen,  welche  die  Ableitg.  bis 
zum  S,  Grade  besitzen.    Berlin,  Mayer  &  M.    1  Mk.  20  Pf. 

Geometrie. 

Granz,  H.,  das  apollonische  Berührungsproblcm  u.  verwandte 
Aufgaben.  Nach  System  Kleyer  neu  bearb.  2.  Aufl.  Stuttgart, 
J.  Maier.    6  Mk. 

Hanner,  A.,  analytische  Geometrie  d.  Punktes,  der  Geraden 
u.  der  Kegelschnitte,  nach  neueren  Methoden  dargestellt.  Prag, 
Dominicus,  Verl.    10  Mk. 

Hell,  W.,  Lehrbuch  der  Geometrie.  Neu  bearb.  v.  K.  Hell. 
2.  Aufl.  Stuttgart,  Kohlhammer.  Kart.  1  Mk.  80  Pf.;  Auflösungen 
zu  den  Aufgaben.    2.  Aufl.    80  Pf. 

Läska,  W.,  üb.  gewisse  Curvensysteme  u.  ihre  Anwendung  zur 
graphischen  Integration  der  DiflFerentialgleichungen.  Prag,  Rivnäc, 
Verl.,  20  Pf. 

Mocnik,  F.,  Cav.  de,  Trattato  di  geometria  ad  uso  delle  classi 
superiori  delle  scuole  medie.  Prima  versione  italiana  di  E.  Me- 
negazzi.    Triest,  Dase.    4  Mk.  80  Pf. 

Müller,  H.,  die  Elementar-Planimetrie.  Ein  method.  Lehrbuch 
f.  den  Schul-  u.  Selbstunterricht.  Berlin,  J.  Springer.  Kart.  2  Mk. 
40  Pf. 

Napravnik,  F.,  Geometrie  u.  geometrisches  Zeichnen  f.  Kna- 
ben-Bürgerschulen. 1.  u.  2.  Tbl.  Für  die  1.  u.  2.  Classe.  9.  resp. 
6.  Aufl.    Wien,  Pichler's  W.  &  S.,  Verl.    Kart     ä  76  Pf. 

Pelisek,  M  ,  perspectivische  Studien.  Prag,  Rivndc,  Verl. 
80  Pf. 

Richter,  0.,   üb.  die  Systeme  derjenigen  Kegelschnitte,  die  e. 
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bicircalare  Carve  4.  Ordnang  viermal  berühren.  Leipzig,  Teabner. 
4Mk. 

Rose,  F.,  Elementargeometrie.  Wismar,  Hinstorff'sche  Hof- 
buchh.,  Verl.    1  Mk.  50  Pf. 

Rossmanith,  C,  die  Elemente  der  Geometrie  in  Verbindung 
m.  dem  geometrischen  Zeichnen.  Lehr-  n.  Uebungsbuch  f.  die  IL, 
IIL  u.  IV.  Realclasse.  2.  Aufl.,  neu  bearb.  v.  K.  Schober.  Wien, 
■pichler'8  W.  &  S.,  Verl.    2  Mk.  20  Pf. 

Sachs,  J.,  Lehrbuch  der  ebenen  Elementar-Geometrie  (Plani- 
metrie). 3.  Tl.:  Die  geometr.  Gebilde  u.  Lagen- Veränderungen. 
Die  einfachen  Vielecke.  Bearb.  nach  System  Kleyer.  Stuttgart, 
J.  Maier.    6  Mk. 

Seh  Ol  im,  P.,  Lehrbuch  der  Geometrie  f.  höhere  Lehranstalten. 
2  Tle.    (Mit  Fig.)    Kreuzburg,  Thielmann's  Buchh.    2  Mk.  50  Pf. 

Servus,  H.,  ausführliches  Lehrbuch  der  Stereometrie  u.  sphä- 
rischen Trigonometrie.  1.  Tl.:  Von  der  Lage  der  Linien  u.  Ebenen 
im  Räume.  Von  den  körperl.  Ecken.  Leipzig,  Teubner.  Kart. 
80  Pf. 

Spieker,  Th. ,  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie  m.  Uebungs- 
Aufgabeu  f.  höhere  Lehranstalten.  19.  Aufl.  Postdam,  Stein.  2  Mk. 
50  Pf. 

Praktische  Geometrie,  Geodäsie« 

Dreiecksnetz,  das  schweizerische,  hrsg.  v.  der  schweizer  geodät. 
Commission.  5.  Bd.  Astronomische  Beobachtgn.  im  Tessiner  Basis- 
uetze ,  auf  Gäbris  u.  Simplen ,  definitive  Dreiecksseitenlängen ,  geo- 
graph.  Goordinaten.    Zürich,  Höhr.    10  Mk. 

Helmert,  F.  R.,  das  königl.  preussische  geodätische  Institut 
Aus  amtl.  Anlass  hrsg.    Berlin,  Mayer  <&  M.    2  Mk. 

Veröffentlichung  d.  königl.  preussischen  geodätischen  Institutes 
u.  Ceutralbureaus  der  internationalen  Erdmessung.  Die  Schwerkraft 
im  Hochgebirge,  insbesondere  in  den  Tyroler  Alpen,  in  geodät.  u. 
geolog.  Beziehg.  v.  F.  R.  Helmert.  Berlin,  Stankiewicz'  Verl.  4  Mk. 
50  Pf. 

Mechanik. 

Budde,  E.,  allgemeine  Mechanik  der  Punkte  u.  starren  Sy- 
steme. Ein  Lehrbuch  f.  Hochschulen.  1.  Bd.  Mechanik  der  Punkte 
u.  Punktsysteme.    Berlin,  G.  Reimer.    10  Mk. 

Klimpert,  R.,  Lehrbuch  der  Statik  flüssiger  Körper  (Hydro- 
statik).   Bearb.  nach  System  Kleyer.    Stuttgart,  J.  Maier.    8  Mk. 

Schmidt,  A.,  üb.  den  Begriff  der  Gentrifugalkraft  u.  die  Ab- 
leitung ihres  Gesetzes.    Tübingen,  Fues.    40  Pf. 
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•  Technik. 

Bach,  C,  Versuche  üb.  die  Widerstandsfähigkeit  ebener  Plat- 
ten.   Berlin,  J.  Springer.    2  Mk.  60  Pf. 

Fortschritte  der  Elektrotechnik.  Hrsg.  v.  K.  Strecker.  3.  Jahrg. 
Das  Jahr  1889.    3.  Hft.    Berlin,  J.  Springer,    ö  Mk. 

Fuhrmann,  A.,  Anwendungen  der  Infinitesimalrechnung  in  den 
Naturwissenschaften,  im  Hochbau  u.  in  der  Technik.    Lehrbuch  n. 
Aufgabensammlg.    (In  6  Thle.) .    IL  Tbl. :  Naturwissenschaftliche  An- ' 
Wendungen  der  Integralrechng.    Berlin,  Ernst  &  K.    b  Mk.  50  Pf. 

Janecke,  R.,  die  Grundzttge  der  elektromagnetischen  Telegra- 
phie,  sowie  Zweck  u.  Konstruction  der  wichtigsten  elektr.  Eisen- 
bahn-Signal -Vorrichtungen.  Zum  Gebrauch  f.  Eisenbahn -Beamte 
bearb.    4.  Aufl.    Berlin,  Siemenroth  <&  W.    1  Mk. 

Kral,  J.,  Elemente  d.  Staats-Telegraphendienstes.  16.  Aufl. 
Wien,  Gerold  &  Co.    4  Mk. 

Krieg,  M.,  die  elektrischen  Motoren  u.  ihre  Anwendung  in  der 
Industrie  u.  im  Gewerbe,  sowie  im  Eisenbahn-  u.  Strassenbahn- 
wesen.    3.  Lfg.    Leipzig,  Leiner.    2  Mk. 

Lippich,  F.,  zur  Theorie  der  Halbschattenpolarimeter.  Leip- 
zig, Freytag.    60  Pf. 

Sarrazin,  0.,  u.  H.  Oberbeck,  Taschenbuch  zumj  Abstecken 
V.  Kreisbögen  m.  u.  ohne  üebergangskurven  f.  Eisenbahnen,  Strassen 
u.  Kanäle.  Mit  besond.  Berücksicht.  der  Eisenbahnen  untergeord- 
neter Bedeutg.  bearb.    ö.  Aufl.    Berlin,  J.  Springer.    Geb.    3  Mk. 

Optik,  Akustik  und  Elastidtät. 

Böklen,  H.,  Brechung  der  Lichtstrahlen  an  v.  Kugelflächen 
begrenzten  Medien.    Tübingen,  Fues.    80  Pf. 

Exner,  K.,  üb.  die  polarisirende  Wirkung  d.  Lichtbeugung. 
1.  Mittheilung.    Leipzig,  Frey  tag.    50  Pf. 

Heerwagen,  F.,  Studien  üb.  die  Schwingungsgesetze  der  Stimm- 
gabel u.  üb.  die  elektromagnetische  Anregung.  Dorpat,  Karow,  Verl. 
2  Mk. 

Simerka,  V.,  Elemente  d.  Festigkeitslehre  f.  den  Unterricht 
an  Gewerbeschulen  u.  zum  prakt  Gebrauch.  2.  Aufl.  Prag,  Stein- 
hauser.   2  Mk. 

Steinheil,  A.,  u.  E.  Voit,  Handbuch  der  angewandten  Optik. 
1.  Bd.  Voraussetzung  f.  die  Berechng.  opt.  Systeme  u.  Anwendg. 
auf  einfache  u.  achromat.  Linsen.    Leipzig,  Teubner.    12  Mk. 

Erd-  und  Himmelskuude. 

Abhandlungen  d.  königl.  preussischen  meteorologischen  Instituts. 
I.  Bd.    Nr.  3.    Berlin,  Asher  &  Co.     1  Mk.  20  Pf. 
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Annalen  der  schweizerischen  meteorologischen  Central- Anstalt. 
1888.  —  Der  schweizer,  meteorolog.  Beobachtgn.  25.  Jhrg.  Zürich, 
Höhr.    18  Mk. 

Bauernfeind,  C. M.,  Ergebnisse  aus  Beobachtungen  der  ster- 
restrischen  Refraktion.  Nachtrag  zu  den  Mitteiign.  II.  u.  III.  Mün- 
chen, Franz'scher  Verl.    40  Pf. 

Bauschinger,  J.,  Ableitung  der  Eigenbewegung  y.  90  telesco- 
pischen  Sternen,  welche  in  den  Münchener  Zonen  vorkommen.  Ebd. 
2  Mk.  70  Pf. 

Bezold,  W.  V.,  das  königl.  preussische  meteorologische  Institut 
in  Berlin  u.  dessen  Observatorium  bei  Potsdam.  Aus  amt.  Anlass 
hrsg.    Berlin,  Mayer  &  M.    2  Mk.  50  Pf. 

Catalog  der  Astronomischen  Gesellschaft.  1.  Abth.  Catalog  der 
Sterne  bis  zur  9.  Grösse  zwischen  80^  nördl.  u.  2^  südl.  Declination 
f.  das  Aequinoctium  1875.  4.  u.  14.  Stück.  Leipzig,  Engelmann. 
26  resp.  19  Mk. 

Jahrbuch,  deutsches  meteorologisches,  f.  1888.  Beobachtungs- 
system d.  Königr.  Sachsen.  Bericht  üb.  die  Thätigkeit  im  königl. 
Sachs,  meteorolog.  Institut  1888.  II.  Hälfte  oder  III.  Abth.  d.  Jahr- 
buches d.  königl.  Sachs,  meteorolog.  Institutes.  VI.  Jahrg.  1888. 
Hrsg.  V.  P.  Schreiber.    Chemnitz,  Bülz,  Verl.    10  Mk. 

Jahrbuch  der  meteorologischen  Beobachtungen  der  Wetterwarte 
der  Magdeburgischen  Zeitung.  Hrsg.  v.  A.  W.  Grützmacher.  VIII.  Bd. 
IX.  Jahrg.  1889.    Magdeburg,  Faber.    Kart.  6  Mk. 

Jahrbuch,  deutsches  meteorologisches.  Jahrg.  1889.  Meteorolo- 
gische Beobachtungen  in  Württemberg.  Mitteilungen  der  m.  dem 
königl.  Statist.  Landesamt  verbundenen  meteorolog.  Centralstation. 
Bearb.  v.  Zech  u.  L.  Meyer.  Stuttgart,  Metzler'sche  Buchh.,  Verl. 
3  Mk. 

Nachrichten,  astronomische.  Hrsg.:  A.  Krüger.  126.  Bd.  (24 
Nrn.).    Nr.  1.    Hamburg,  Mauke  S.    Für  den  Band  15  Mk. 

Observatorien,  die  königl.,  f.  Astrophysik,  Meteorologie  u.  Geo- 
däsie bei  Potsdam.  Aus  amtl.  Anlass  hrsg.  v.  den  betheiligten  Di- 
rectionen.    Berlin,  Mayer  &  M.    6  Mk. 

Observatorium,  das  königl.  astrophysikalische,  bei  Potsdam. 
Ebd.    2  Mk.  50  Pf. 

Pfeil,  L.  Graf  v.,  Temperaturveränderungen  auf  der  Erdober- 
fläche u.  Erdmagnetismus,  Polarlicht  u.  Dreieck  verbundene  Vor- 
kommnisse.   Leipzig,  E.  H.  Mayer.    1  Mk. 

Repertorium  f.  Meteorologie,  hrsg.  v.  der  kaiserl.  Akademie  der 
Wissenschaften,  red.  v.  H.  Wild.  13.  Bd.  Leipzig,  Voss'  Soi-t. 
29  Mk.  25  Pf. 

Sc  he  in  er,  J.,  Spectralanalyse  der  Gestirne.  Mit  e.  Vorworte 
V.  H.  G.  Vogel.    Leipzig,  Engelmann.    16  Mk. ;  Einbd.  2  Mk. 
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Sirius.  Zeitschrift  f.  populäre  Astronomie.  Red.:  H.  J.  Klein. 
24.  Bd.  od.  neue  Folge  19.  Bd.  (12  Hfte.)  1.  Hft.  Leipzig,  Scholtze. 
Fttr  den  Band  12  Mk. 

Umlauft,  F.,  das  Luftmeer.  Die  Grundzüge  der  Meteorologie 
u.  Klimatologie.    9. —11.  Lfg.    Wien,  Hartleben,    k  50  Pf. 


Nautik. 

B  reu  sing,   A.,   die  nautischen  Instrumente   bis  zur  Erfindung 
d.  Spiegelsextanten.    Bremen,  Silomon.    1  Mk. 


Physik. 

Exner,  K.,  üb.  die  ScinüUation.  Eine  Monographie.  Leipzig, 
Freytag.    2  Mk. 

Experimental-Physiker,  der  praktische.  Nach  Experimental 
Science  v.  G.  M.  Hopkins.  Hrsg.  unter  Mitwirkg.  v.  Weiler ,  Schir- 
litz,  Schwartze  etc.  v.  der  Red.  der  „Prakt.  Physik",  Chef. -Red.: 
M.  Krieg.    (In  ca.  20  Lfgn.)    1.  Lfg.    Magdeburg,  Faber.    75  Pf. 

Handbuch  der  Physik,  unter  Mitwirkg.  v.  F.  Auerbach,  F.  Braun, 
E.  Brodhun  etc.  hrsg.  v.  A.  Winkelmann.  1.  Bd.  Breslau,  Trewendt. 
24  Mk.;  geb.  in  Halbfrz.  26  Mk.  40  Pf. 

—    dasselbe.    7.  Lfg.    Ebd.    3  Mk.  60  Pf. 

Jellett,  J.  H.,  die  Theorie  der  Reibung.  Deutsch  bearb.  ?. 
J.  Lüroth  u.  Schepp.    Leipzig,  Teubner.    6  Mk. 

Klemencic,  J.,  üb.  die  Untersuchung  elektrischer  Schwin- 
gungen m.  Thermoelementen.    Leipzig,  Freytag.    30  Pf. 

Kleyer,  A.,  die  elektrischen  Erscheinungen  u.  Wirkungen  in 
Theorie  u.  Praxis.    139.  — 148.  Hft.    Stuttgart,  J.  Maier.    k  25  Pf. 

Klimpert,  R.,  Lehrbuch  ttb.  das  spezifische  Gewicht  fester, 
flüssiger  u.  gasförmiger  Körper.  Bearbeitet  nach  System  Kleyer. 
Ebd.    2  Mk. 

Menzel,  R.,  Wandtafeln  f.  den  physikalischen  Unterricht. 
2.  Aufl.  2.  -  6.  Lfg.  Breslau,  Morgenstern,  Verl.  3  Mk.;  auf  Pappe 
k  5  Mk. 

Netoliczka,  C,  Lehrbuch  der  Physik  u.  Chemie  f.  Bürger- 
schulen. 3  Stufen  f.  die  1.  — 3.  Classe.  43.,  28.  resp.  16.  Aufl. 
Wien,  Pichler's  W.  &  S.,  Veri.    Kart.  2  Mk.  24  Pf. 

Urbanitzky,  A.,  Ritter  v.,  u.  S.  Zeisel,  Physik  u.  Chemie. 
Eir ;  gemeinverständl.  Darstellg.  der  physikal.  u.  ehem.  Erscheingn. 
in  Ihren  Beziehgn.  zum  prakt.  Leben.  14.  — 16.  Lfg.  Wien,  Hart- 
leben,   k  50  Pf. 

Wallentin,  J.,  G.,  Lehrbuch  der  Physik  f.  oberen  Classen  der 
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Litterarischer  Bericht 

XXXIX. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Kurzer  Abriss  einer  Geschichte  der  Elementar-Mathematik  mit 
Hinweisen  anf  die  sich  anschliessenden  höhern  Gebiete.  Von  Dr. 
Karl  Fink,  Professor  an  der  Realschule  zu  Tübingen.  Tübingen 
1890.    H.  Laupp.    269  S. 

Der  Umfang  des  Buches  beschränkt  sich  weder  auf  einen  Zeit- 
raum noch  auf  Zweige  der  Doctrin.  Weder  die  Neuzeit  noch  die 
höhere  Mathematik  ist  soweit  ausgeschlossen,  als  es  die  Natur  des 
Gegenstands  gestattet  hätte.  Doch  ist  die  ausdrückliche  Beschrän- 
kung der  Titelangabo  auf  die  Elementarmathematik  insofern  gerecht- 
fertigt^ als  eine  gleicherweise  eingehende  Behandlung  der  Geschichte 
der  hohem  Mathematik  nicht  beabsichtigt  ist.  Die  Darstellung  be- 
gnügt sich  vielmehr  in  Betreff  derselben  mit  den  hauptsächlichen 
Tatsachen  und  priucipiellen  Urteilen,  ohne  die  Geschichte  der  ein- 
zelnen Probleme  zu  berühren.  Die  Anordnung  des  Buchs  ist  eine 
recht  zweckmässige  nnd  zur  Orientirung  gemäss  der  Natur  des 
Gegenstands  sehr  passend  gewählt.  Jedem  Abschnitt  geht  ein  Ueber- 
blick  voraus.  Die  oberste  Einteilung  ist  eine  sachliche,  zunächst 
in  Arithmetik  und  Geometrie  \  die  Arithmetik  bietet  wieder  3  histo- 
risch gesonderte  Themata,  die  Zahlensysteme  und  Zahlzeichen,  dann 
das  allgemeine  Rechnen,  dann  die  allgemeine  Arithmetik  nebst  ^^> 
Algebra;  an  die  Geometrie  scbliesst  sich  die  Trigonometrie.  Eür 
jedes  Thema  sind  besondere  Zeitperioden  gewählt.  Am  Schlüsse 
des  Ganzen  werden  biographische  Notizen,  teils  ethnographisch,  teils 
zeitlich  geordnet,  und  ein  Litteraturverzeichniss  gegeben,    letzteres 

hxfik.  4,  Kftth«  u.  Fbys.   3.  Beihe,  T.  X,  9 
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numerirt  für  Verweisung  im  vorausgehenden  Texte  auf  dasselbe. 
Die  Mechanik  ist  mit  gutem  Grunde  ganz  ausgeschlossen  worden. 
Da  die  Dynamik  erst  mit  Newton  ins  Leben  tritt,  die  Statik  zwar 
Anfänge  im  Altertum  aufweist ,  doch  erst  gleichzeitig  systematische 
Wissenschaft  wird,  so  fehlt  die  historische  Beziehung  zu  dem,  wofür 
das  Buch  bestimmt  ist.  Das  Ganze  ist  mit  viel  Geschick  und  Fleiss 
bearbeitet.  H. 


Geschichte  der  Atomistik  vom  Mittelalter  bis  Newton.  Von 
Kurt  Lasswitz.  Zweiter  Band.  Höhepunkt  und  Verfall  der  Cor- 
pusculartheorie  des  siebzehnten  Jahrhunderts.  Hamburg  und  Leipzig 
1890.    Leopold  Voss. 

Der  1.  Band  ist  im  34.  litt.  Ber.  S.  14  besprochen.  Der  2.  Band 
behandelt  eine  Entwickelungsperiode,  in  welcher  die  Atomistik  kein 
Thema  für  sich,  sondern  nur  ein  Element  in  der  Gestaltung  der 
Physik  noch  bilden  kann.  Er  giebt  die  Geschichte  des  Ringens  nach 
einer  exacten  allgemeinen  Grundlage  der  Physik,  hauptsächlich  der 
Mechanik.  Die  Aufgabe,  ein  solches  Werden  in  brauchbarer  Gestalt 
darzustellen,  enthielt  mehr  als  eine  Forderung,  deren  Erfüllung  nicht 
leicht  war.  Es  genügte  nicht  über  bestimmt  vorliegende  Tatsachen 
zu  berichten,  vielmehr  war  es  nötig  die  Tatsachen  so  auszuwählen, 
dass  sie  den  jeweiligen  Standpunkt  in  der  Klärung  der  Begriffe  re- 
präsentirt^n.  Diese  werden  nicht  durch  die  hervorragenden  und 
bekannten  Werke  ausreichend  dargeboten;  vielmehr  sind  auch  viele 
wenig  gekannte  Schriften  für  den  genannten  Zweck  ans  Licht  ge- 
zogen worden.  Erste  Bedingung  ist  natürlich  Kenntniss  und  richtige 
Auffassung  des  Endresultats  der  Entwickelung;  ohne  sie  ist  es  nicht 
möglich  einen  Einblick  in  den  veränderten  Ideengang  zu  geben;  sie 
lässt  sich  auch  hier  in  der  geschichtlichen  Darstellung  nicht  ver- 
missen. Der  Anfang  des  2.  Bandes  freilich  giebt  nur  Anlass  das 
Gegenteil  zu  erwarten.  Der  Verfasser  constatirt  nämlich  als  epoche- 
machenden Fortschritt,  welcher  die  Bahn  zur  Erschaffung  der 
Dynamik  eröffnet  habe,  „einen  neuen  Begriff  der  Bewegung*',  der  sich 
von  dem  alten,  der  cansal  indifferenten  Ortsverändernng ,  dadurch 
unterscheiden  soll,  dass  die  Bewegung  als  intensive  Realität  im  Zeit- 
moment aufgefasst  werde.  Wissenschaftliche  Begriffe  können  aller- 
dings sich  verändern  und  weitere  Bedeutung  gewinnen.  In  diesem 
Falle  aber  ist  es  nichts  als  ein  poetischer  Tropus,  wenn  der  Be- 
wegung als  solcher  Energie  zugeschrieben  wird.  Wir  haben  allen 
Grund  hier  an  der  nüchternen  Logik  festzuhalten,  weil  jener  Tropoa 
Kosmophantasten  oft  als  Mittel  gedient  hat  ihren  Erzeugnissen  bei 
Laien  Eingang  zu  verschaffen.  Der  Begriff  der  Bewegung  ist  noch 
8tot9  derselbe  geblieben:  der  Mittelpunkt  eiaer  Hoblkogel  bewegt 
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sich  mit  dieser  in  gleichem  Sinne,  wie  wenn  sie  voll  wäre.  Zunächst 
ist  die  reine  Bewegung  nicht  causal  indifferent,  denn  sie  bringt  den 
Körper  an  den  Ort  seiner  Kraftwirkung.  Die  Begriffe  aber,  deren 
Entdeckkung  in  der  Tat  der  Neuzeit  angehört,  Masse,  Beharrung, 
Energie,  stehen  zur  Bewegung  in  Beziehungen,  die  dem  Verfasser 
nicht  unbekannt  sind,  und  die  den  rein  kinematischen  Begriff  in 
unveränderter  Auffassung  zur  Voraussetzung  haben.  Die  Möglichkeit, 
dass  der  Verfasser  die  Vorstellungsweise,  nach  welcher  die  Bewegung 
selbst  eine  Kraft  sei,  als  eine  zeitweilige  gewisser  Personen  habe 
charakterisiren  wollen,  wird  durch  die  Worte  der  Einleitung  aus- 
geschlossen; hier  ist  von  definitivem  Fortschritt  die  Rede.  Wo  er 
sie  bei  Leonardo  da  Vinci  findet,  lässt  das  Angeführte  es  unent- 
schieden, ob  dieser  vom  Charakter  der  Erscheinung  oder  von  seiner 
Theorie  spricht  Was  indes  der  allgemeinen  Einleitung  an  klarer 
Begriffsscheidung  fehlt,  hat  kaum  merklichen  Einfluss  auf  die  histo- 
risch eingehende  Darstellung,  welche  die  Ideen  und  Ansichten  der 
einzelnen  Forscher  vorführt  Schon  der  Versuch  unter  den  ver- 
schiedenen Schriften  derselben,  deren  gleichzeitige  zumteil  einen 
ganz  ungleichen  Standpunkt  haben,  einen  durchgehenden  Faden  der 
Fortentwickelung  und  Stufen  derselben  kenntlich  zu  machen  ist  ein 
verdienstliches  Unternehmen.  Der  Verfasser  nennt  sie:  die  Philo- 
sophen der  Corpusculartheorie,  die  naturwissenschaftliche  Vollendung 
der  Corpusculartheorie,  den  Uebergang  zur  dynamischen  Theorie 
der  Materie.  Unter  den  Schriftstellern  aus  diesen  Perioden  werden 
die  zwei,  die  ihrer  Zeit  vorausgeeilt  sind,  und  deren  Bedeutung  erst 
später  erkannt  worden  ist,  Leonardo  und  Jungius,  vorangestellt  Es 
folgen  in  der  ersten  Periode:  Benedetti,  Stevin,  Galilei,  Descartes, 
Gassendi,  Digby,  Hobbes;  aus  der  zweiten:  Doyle,  Guericke,  Borelli, 
Hooke,  Grimaldi,  Pardies,  Huygens;  aus  der  dritten:  Eegius,  Rohault, 
Pardies,  R6gis,  Clauberg,  Svicer,  Cordemoy,  Malebranche,  J.  C. 
Sturm,  Jac.  I  Bernoulli,  Hartsoeker,  Spinoza,  Leibniz,  Fabri,  Des- 
chales, de  Lana,  Casati,  Maignan,  Casimir  von  Toulouse,  Senguerd, 
de  Arriaga,  Holwarda,  Nulandt,  de  Stair,  Bernier,  Locke,  Gadrois, 
Varignon,  ^de  Duillier,  Perrault,  Hooke,  Malpighi,  Swammerdam, 
Stenone,  Leeuwenhoek,  Blankaart,  Bontekoe,  St  Romain,  Sperlette, 
May,  Mario tte,  Marci  von  Kronland,  Cudworth,  Willis,  Glisson, 
More,  Coppernicus,  Gilbert,  d'Espagnet,  Bakon,  Kepler,  Format, 
Pascal,  Mersenne,  Roberval,  Boulliau,  Borelli,  Wren,  Halley,  Newton. 
Die  Urteile  des  Verfassers  würden  zu  mancher  Kritik  Anlass  bieten, 
die  wir  hier  übergehen.  Hoppe, 


Die  Harmonie  in  der  Bankanst.    Nachweisung  der  Proportion* 
nalität  in  dea  Bauwerken  des  griechischen  Altertums.     Von  W. 
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Schnitz.  Erster  Teil.  Mathematische  Grandlagen  des  angewendeten 
Proportioniernngs-Systems.  Mit  60  Holzschnitten.  Hannover-Linden 
1891.    Carl  Manz.    4».    124  S. 

Vor  Behandlung  der  mathematischen  Grundlagen  gehen  einlei- 
tende Bemerkungen   kurz   auf  ästhetische  Fragen  ein,  wiewol  nur 
um  über  bestehende  Meinungen  zu  berichten.    Es   wird  constatirt, 
dass  die  meisten  Kunstverständigen  die  Harmonie  der  Kunstwerke 
für  einen  geheimnissvollen  Vorgang  ausgeben,  dessen  sich  der  Künstler 
nicht  bewusst  werde,  unter  ihnen  viele  sogar  die  Möglichkeit  fester 
Schönheitsgesetze  bestreiten,   während  andere  die  Möglichkeit  zu- 
gestehen,  doch   für  notwendig  halten,  dass  der  Künstler  sich  der 
Gesetze  nicht  bewusst  werde.    Dem  gegenüber  stellt  der  Verfasser 
die  von  ihm  geteilte  Ansicht,  dass   das  Gesetz  der  Proportionalität 
in  der  Tat  als  bindendes  existirt,   stützt  dieselbe  jedoch  allein  auf 
historische  Autorität.    Dies  würde   darauf  hinauslaufen,    dass  alle 
künstlerische  Productivität  eine  dämonische,  alle  Kritik  ohne  eigene 
Empfindung   nur  aus    vorhandenen    Kunstwerken    abstrahirt    wäre. 
Sollte  nun  unter   den   „kunstverständigen^^   keiner  sein,    dem  der 
Grund   des  Eindrucks   zum  Bewusstsein  gekommen  wäre?   Ihnen 
wenigstens  ist  ja  das  Bewusstwerden  nicht  verboten,  und  es  bietet 
sich  zur  Beobachtung  und  Vergleichung  an  andern  Künsten  (Musik, 
Dichtung  u.  a.)  und  an  Naturgebildea   (Krystallen,  Blumen,  Tann- 
zapfen u.  a.  ein  weites  Feld  dar.    Es  ist  leicht  begreiüich,  dass  ein 
beim  ersten  Anblick  erschöpfend  ausgelerntos  Gesetz  keinen  Eindruck 
macht,   ein  ganz  unverständliches  Gesetz  ebenso  wenig,  weil  beide 
Fälle  nicht  dazu  anlocken  können  mehr  zu  entdecken.    Der  Reiz 
der  Schönheit  lässt  sich  nur  fern  von  beiden  Extremen  suchen:   ein 
das  unmittelbar  percipirte  übersteigendes  durchgehendes  Gesetz  muss 
geahnt  werden.    Dass  die  Grenzen  des  Gebietes  der  Ahnung  für  alle 
Völker  und  Zeiten  dieselben  sein  würden,  Hess  sich  schon  von  selbst 
nicht  annehmen,  und  die  Geschichte  der  Musik  widerlegt  es  augen- 
fällig, indem  im  Altertume  zur  Harmonie  die  Schwingungsverhäit- 
nisse  1,  2,  3  ausreichten,  während  jetzt   das  Eintreten  der  Zahl   6 
dazu  erforderlich  ist.    Gleicherweise  kann  man  auch  nicht  behaupten, 
dass  die  altgriechische  Architektonik  ewige  Gesetze  repräsentirte.  Dies 
setzt  auch  der  Verfasser  nicht  voraus,  er  constaürt  nur,  dass  die 
Ueberschreitung  der  alten  Gesetze  bis  jetzt  keinen  befriedigenden 
Erfolg  aufweise.    In  der  Tat  würde  es  schwierig  sein,   ein  so  ge- 
schlossenes System  wie  das  der  griechischen  Proportionalität  derart 
zu  erweitem,  dass   der  Eindruck  irgend  einer  Harmonie  erhalten 
bliebe.    Dieses  System  wird  im  ersten  Abschnitt  ausführlich  darge- 
legt   Es  besteht  aus  10  zur  Verfügung  stehenden  stetigen  Propor- 
Uon^Qf  welche  3  Linearabmessangen  in  Belation  stellen,  einer  arith- 
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metiscbeii,  einer  geometrischen,  mehreren  harmonischen  nnd  einigen 
zusammengesetzten.  In  der  Theorie  ist  nur  von  Linien  des  Ornnd- 
risses  die  Rede;  die  Anwendung  auf  Höhen  tind  Horizontalprojec- 
tionen,  die  doch  weiterhin  stellenweis  vorkommt,  scheint  in  den 
Gesetzen  nicht  ausgesprochen  zu  sein.  Der  Grundriss  ist  ein  Recht- 
eck oder  geht  aus  einem  solchen  hervor,  die  in  Betracht  kommenden 
Strecken  sind  die  Seiten  und  Diagonalen.  Als  Autor  der  Gesetze 
galt  bei  den  Griechen  und  Römern  Thaies.  Durch  ihn  sind  sie  zur 
Oeffentlichkeit  gelangt,  während  die  ägyptischen  Priester,  welche  die 
eigentlichen  Erfinder  sein  mögen,  und  von  denen  Thaies  seine 
mathematischen  Kenntnisse  erhalten  hat,  die  Baukunst  für  sich  be- 
hielten. Auf  geschichtliche  Fragen  geht  die  vorliegende  Schrift 
kritisch  prüfend  ein,  wozu  namentlich  das  Werk  von  Cantor  ein  be- 
deutendes Hülfsmittel  darbot.  Der  Verfasser  begründet  seine  Be- 
vorzugung der  griechischen  Baukunkt  durch  den  Umstand,  dass  über 
diese  die  vollständigsten  exactcn  Nachrichten  vorhanden  sind.  Im 
2.  Abschnitt  wird  die  Proportionalität  und  das  zu  ihrer  Erlangung 
angewandte  Verfahren  an  5  Bauwerken  nachgewiesen;  diese  sind: 
der  Stadttempel  zu  Sclinus  auf  Sicilien,  der  Theseus-Tcmpel  zu 
Athen,  der  Concordia-Tempel  zu  Agrigent,  der  kleine  Tempel  zu 
Paestum  nnd  der  Burgtempel  zu  Sclinus.  Hieraus  werden  Ergebnisse 
gezogen.  Der  letzte  Abschnitt  handelt  von  den  Anföngen  wissen- 
schaftlicher Behandlung  der  Mathematik  bei  den  Griechen  und  deren 
Beziehungen  zu,Aegypteu.  H. 


Methode  und  Prineipien. 

Function  und  Begriff.  Vortrag  gehalten  in  der  Sitzung  vom 
9.  Januar  1891  der  Jenaischen  Gesellschaft  für  Medicin  und  Natur- 
wissenschaft von  Dr.  G.  Frege,  Professor  an  der  Universität  Jena. 
Jena  1891.    Hermann  Pöble.    31  8. 

Es  wird  die  Function,  ihr  Begriff,  ihre  Theorie  und  ihre  Be- 
zeichnung dazu  verwertet,  der  formalen  Logik  ein  neues  Instrument 
zuzuführen.  Dabei  finden  einige  Erweiterungen  statt:  als  Argumente 
werden  auch  Urteile,  namentlich  Gleichungen,  als  Functionen  (d.  h. 
Beziehungen  des  Function swerts  zum  Argumente)  auch  Arten  der 
Durchlaufung  der  Werte  eingeführt  Die  gegenwärtige  Schrift  soll 
zur  vorausgehenden  Verständigung  dienen  für  eine  bald  folgende, 
welche  die  grundlegenden  Definitionen  der  Arithmetik  behandeln 
wird.  H- 
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üeber  die  Grundlagen  der  Erkenntnis  in  den  exacten  Wißsen- 
Bctaften.  Von  Paul  du  Bois-Reymond.  Nach  einer  hinter- 
lassenen  Handschrift.  Mit  einem  Bildnis  des  Verfassers.  Tübingen 
1890.    H.  Laupp.    130  S. 

Der  Herausgeber  ist  Guido  Hauck.  Dass  die  Bearbeitung  des 
Manuscripts  die  Gedanken  des  Verfassers  treu  widergibt,  ist  kein 
Zweifel.  Was  die  Schrift  auszeichnet  und  ihr  Interesse  verleiht,  ist 
einerseits  die  in  hohem  Grade  umsichtige  und  vorurteilsfreie  Logik, 
andrerseits  die  respectvolle  Schonung  und  unverdiente  Anerkennung, 
welche  sie  den  Irrtümern  der  grossen  Menge  angedeihen  lässt.  Ge- 
rechtfertigt mag  letztere  Massregel  immerhin  sein:  sie  war  vielleicht 
das  einzige  Mittel  Gehör  zu  finden.  Die  Kritik  ist  an  solche  Rück- 
sichten nicht  gebunden  und  kann  sie  nicht  nehmen;  um  die  Sach- 
lage klar  zu  stellen  und  den  Kernpunkt  der  Schrift  zu  treffen,  muss 
es  gleich  von  Anfang  unumwunden  ausgesprochen  werden:  Ein  Tor 
ist,  wer  eine  Frage  zu  lösen  strebt,  ehe  er  deren  Sinn  versteht. 
Ein  Problem  existirt  noch  nicht,  wenn  sich  auch  Viele  mit  dem 
Stande  der  Wissenschaft  unbefriedigt  finden,  solange  kein  bestimmtes 
Desideratum  aufgewiesen  ist.  Hierhin  gehört  vor  allem  ein  Thema, 
welche«  im  Vorliegenden  besonders  ausführlich  behandelt  wird,  die 
Erklärung  der  Fernwirkung.  Wie  es  vernünftigerweise  nicht  anders 
sein  kann  und  doch  leider  als  besonderer  Vorzug  des  Gegenwärtigen 
gerühmt  werden  muss,  ist  es  dem  Verfasser  die  erste  Frage,  was 
man  mit  dem  Worte  Erklärung  sucht  oder  suchen  kann.  Dagegen 
lässt  er  nicht  nur  bereitwillig  Probleme  ohne  diese  Vorbedingung 
gelten,  sondern  eröffnet  ihnen  sogar  einen  der  Controle  entzogenen, 
gleichsam  über  aller  Wissenschaft  stehenden  Platz.  Er  unterscheidet 
nämlich  3  Richtungen  der  Forschung,  die  er  nennt  die  empirische, 
die  mechanische  und  metamechanische ;  die  erste  suche  die  Erschei- 
nungen durch  Beobachtung  und  Versuch  zu  ordnen  und  abstrahire 
daraus  Gesetze,  die  zweite  sie  mechanisch  zu  construiren.  Dass 
beides  auch  combinirt  auftrete,  wird  eingeräumt,  doch  müsse  man 
es  um  der  Klarheit  willen  trennen.  Dass  aber  Beobachtung  und 
Theorie  nicht  eins  ohne  das  andre  die  Erkenntniss  fördern  können, 
lässt  der  Verfasser  im  dunkeln.  Die  zwei  ersten  angeblichen  Rich- 
tungen, die  der  Charakterisirung  zufolge  sich  mit  Beobachtung  und 
Theorie  decken,  sind  also  vielmehr  zwei  Tätigkeiten,  deren  die  For- 
schung stets  bedarf,  nicht  aber  zwei  Wege,  die  divergiren  und  even- 
tuell zu  verschiedenem  Ergebniss  führen  könnten.  Letztere  Auf- 
fassung ist  dem  Verfasser  eigentümlich  und  wol  nur  aus  Fällen 
mislungener  Forschung  aufgenommen.  Die  dritte  Richtung  leitet  der 
Verfasser  aus  angeblichem  Mangel  der  zweiten  her.  Er  sagt,  die 
mechanische  Construction  begnüge  sich  damit  den  einfachsten  Zu- 
sammenhang   herzustellen.     Was    lässt   nun    der    einfachste    Zu- 
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eammenhang  zq  Buchen  übrig?  um  hierttber  Aoskunft  za  erteilen, 
gibt  er  als  Ziel  der  metamecbanischen  Forschung  die  Fragen  an: 
Was  ist  Materie?  Wie  kann  Materie  auf  andre  Materie  wirken? 
Wie  kann  die  Fernkraft  Druck  und  Bewegung  erzeugen?  Halten  wir 
uns  an  die  Worte,  so  verlangt  die  erste  Frage  neben  der  Materie 
ein  Zweites,  um  sie  dann  damit  zu  identificiren,  die  beiden  andern 
die  Beschreibung  des  Hergang».  Der  Verfasser  lässt  es  nicht  dabei 
bewenden,  dass  hiermit  kein  Desideratum  kenntlich  gemacht  ist« 
sondern  versucht  den  Fragen  zu  einem  Sinne  zu  verhelfen  und 
mustert  die  Arten,  wie  man  denken  könnte  die  Fernwirkung  dem 
Yerständniss  näher  zu  bringen,  was  dann  begreiflicherweise  zu  keinem 
annehmbaren  Resultate  fahrt  Der  Umweg,  auf  dem  sich  gezeigt 
hat,  dass  die  Erklärung  der  Frnwirkung  kein  bewusstes  Problem 
bildet,  wäre  an  sich  unschädlich.  Aber  nun  kommt  der  Trngschluss. 
Als  ob.  der  Verfasser  über  dem  langen  Umschweife  vergessen  hätte, 
dass  es  sich  noch  um  Aufweisung,  nicht  um  Lösung  eines  Problems 
handelte,  schliesst  er  vielmehr  aus  der  Erfolglosigkeit,  die  Erklärung 
sei  eins  der  Probleme,  denen  der  menschliche  Verstand  nicht  ge- 
wachsen sei.  Zwar  räumt  er  ein,  das  Problem  sei  ein  psychologisches 
(wir  sollten  lieber  sagen,  ein  psychiatrisches);  das  ändert  aber 
nichts:  das  Desideratum  hätte  ausgesprochen  werden  müssen.  Im 
weitern  Verlaufe  findet  er  durch  gleichen  Schlussfehler  immer  mehr 
solche  Grenzen  der  Erkonntniss  und  gelangt  im  letzten  Abschnitt 
„Weltanschauung"  zu  dem  von  ihm  selbst  traurig  genannten  Pro- 
spect,  nach  dem  wir.  umringt  von  lauter  Grenzen,  uns  wie  in  einem 
Käfig  befinden.  Trauriger  wol  noch  ist  der  Trost,  den  er  daran 
knüpft.  Treffender  als  das  Bild  des  Käfigs,  an  dessen  Stäbe  sich 
ja  noch  niemand  gestossen  hat,  möchte  dagegen  das  Bild  der  allein 
fruchtbaren  Erdoberfläche,  an  die  wir  durch  unsere  Schwere  ge- 
fesselt sind,  so  dass  wir,  obgleich  uns  der  ganze  Himmel  offen  steht, 
uns  nicht  in  Bäume  verlieren  können,  wo  kein  Baum  wächst,  unsere 
beschränkte  Lage  zur  Naturerkenntniss  charakterisiren.  Noch  ist  zu 
erwähnen,  dass  der  Verfasser,  und  zwar  ausschliesslich,  wirklich 
nennt,  was  jenseit  der  Grenzen  der  Erkenntniss  liege.  Hiermit  wird 
offenbar  Alles  auf  den  Kopf  gestellt:  was  wir  erleben,  sehen,  be- 
tasten, ist  Sinnestäuschung,  wovon  wir  nichts  wissen,  worüber  uns 
folglich  weder  ein  positives  noch  ein  negatives  Urteil  zusteht,  wird 
für  wirklich  erklärt.  Der  Urheber  dieser  unlogischen  Verkehrung 
ist  bekanntlich  Kant.  Den  Widerspruch  in  letzterer  Behauptung 
merkt  der  Verfasser  nicht.  Den  Hauptinhalt  der  Schrift  macht  die 
Besprechung  von  Schwierigkeiten  aus,  auf  welche  die  Naturforschung 
gestossen  ist,  und  die  sie  zur  Zeit  nicht  überwunden  hat.  Die  Gegen- 
stände selbst  sind  bekannt  genug,  ihre  Zusammenstellung  nichts 
desto   weniger  recht  willkommen.     Ihre   Beleuchtung  ist  ziemlich 
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populär  gehalten^  doch  werden  Viele,  die  ohne  das  im  Allgemeinen 
gleich  urteilen  würden,  die  zn  berücksichtigenden  Punkte  nicht 
gleicherweise  beachten.  Die  Urteile  des  Verfassers  erregen  vielfach 
den  Wunsch,  dass  dessen  Arbeit  nicht  vereinzelt  bleiben,  sondern  in 
den  Arbeiten  Gleichbegabter  bei  verschiedener  Auffassung  ihre  Con- 
trole  finden  möge.  Die  Kritik  kann  die  Controverse  nicht  ersetzen, 
weil  sie  viel  zu  sehr  an  den  Gedankengang  des  Verfassers  gebunden 
ist.  Hoppe. 


Der  Geschmack  in  der  neueren  Mathematik.  Antrittsvorlesung 
gehalten  am  24.  October  1890  in  der  Aula  der  Universität  Leipzig 
von  Dr.  Friedrich  Engel,  ao.  Professor.  Leipzig  1890.  Alfred 
Lorentz.    21  S. 

Der  Geschmack  ist  derjenige  Sinn,  dem  man  am  wenigstens 
Objectivität  zuerkennt.  Daher  gebraucht  man  das  Wort  (gemäss  dem 
Spruche:  De  gustibus  non  est  disputandum)  für  eine  bevorzugende 
Wahl  ohne  Bewusstsein  rationaler  Rechtfertigung.  Bei  gleicher  Auf- 
fassung lenkt  der  Verfasser  die  Aufmerksamkeit  auf  die  Bevorzugung 
der  Methoden  der  Mathematik,  die  er,  weil  sie  durch  Kürze  nicht 
ausreichend  bestimmt  sei ,  etwas  voreilig  für  Sache  des  Geschmacks 
erklärt.  Man  durfte  wol  erwarten,  dass  er  vorher  andre  rationale 
Vorzüge,  Einheitlichkeit,  Durchsichtigkeit,  Uebersichtlichkeit  u.  s.  w., 
in  Betracht  gezogen  hätte.  Selbst  die  Tatsache,  dass  die  Individuen 
ungleiche  Wahl  der  Methode  treffen,  lässt  die  Möglichkeit  bestehen, 
dass  jeder  sich  der  Gründe  bewusst  sei;  denn  der  Eine  hat  mehr 
intensive,  der  Andre  mehr  extensive  Begabung.  Die  Bezeichnung 
von  Methoden  als  elegant  erwähnt  der  Verfasser  nur  um  sie  zu  ver- 
werfen. Doch  um  den  Geschmack  handelt  es  sich  im  weitern  über- 
haupt nicht  mehr.  Zunächst  ist  es  ein  rationaler  Vorzug,  der  den 
Verfasser  auf  die  folgende  Specialbetrachtung,  führt,  der  nämlich, 
dass  zur  Herleitung  keine  der  Aufgabe  fremden  Objecto  verwandt 
werden.  Dies  setzt  voraus,  dass  die  in  die  Deduction  eintretenden 
Operationen  ihre  Objecto  innerhalb  deijenigen  Gruppe  belassen, 
welcher  auch  das  Gesuchte  angehört.  Bis  hierher  war  es  die  Auf- 
gabe, welche  der  Gruppe  Grenzen  setzte.  Jetzt  aber  geht  der  Ver- 
fasser auf  den  Fall  über,  wo  das  Gesuchte  einer  bestimmten 
Gruppe  angehören  soll,  und  zeigt  dies  an  den  Beispielen  der  Galois- 
schen  Behandlung  der  Gleichungen,  der  projectivischen,  der  reinen, 
der  linearen  Geometrie.  Hier  handelt  es  sich  nicht  mehr  um  ver- 
schiedene Wege  zu  gleichem  Ziele-,  denn  Mittel  und  Zweck  sind  ja 
zugleich  verschieden ;  nicht,  welche  Methode  man  anwenden,  sondern 
welchen  Wissenschaftszweig  man  treiben  will,  ist  der  Wahl  freige- 
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Btellt,  tind  statt  letzterer  Wahl  kann  man  ebensogut  das  Stadiren, 
wenn  es  dem  Geschmack  nicht  entspricht,  überhaupt  lassen. 

Hoppe. 


Inhalt  und  Methode  des  planimetrischen  Unterrichts.  Eine  ver- 
gleicheude  Planimetrie.  Yen  Dr.  Heinrich  Schotten.  Leipzig 
1890.    B.  G.  Teubner.    370  S. 

Das  Torliegende  stellt*  die  Ansichten  von  Pädagogen  über  den 
planimetrischen  Unterricht  zusammen,  welche  in  Vorreden  zu  Lehr- 
büchern, in  Programmen,  Zeitschriften  u.  s.  w.  an  die  Oeffentlichkeit 
gelangt  sind.  Das  Bedürfniss  einer  solchen  Zusammenstellung  ist 
durch  die  Sachlage  reichlich  dargetan.  Dass  die  grosse  Menge  nach 
einander  erschienener  Lehrbücher  keinen  stetigen  Fortschritt  zum 
Bessern  repräsentirt,  ist  oft  bemerkt  worden.  Die  Zusammenstellung 
macht  dies  nicht  nur  offenbar,  sondern  zeigt  auch  deutlich  den 
Grund  des  Mangels.  Sie  gleicht  mehr  einer  Abstimmung  über  die 
didaktischen  Fragen  als  einem  Hinwirken  auf  deren  Klärung  und 
Lösung.  Sollte  Letzteres  zum  Ziele  genommen  sein,  so  hätten  die 
Auteren  die  Fragen  soweit  möglich  analysiren,  unteilbare  Urteile 
aufstellen,  zur  Widerlegung  auffordern  und  dieselbe  begünstigen 
müssen.  Das  Gegenteil  geschieht.  Die  Urteile  sind  meist  summa- 
rische, so  dass  man  sie  zumteil  gelten  lassen  kann,  zumtoil  nicht, 
jede  Einrede  scheint  unwillkommen  und  wird  erschwert.  Da  nun  die 
citirten  Autoren  keine  Neigung  haben  die  Fragen  zur  Entscheidung 
zu  bringen,  so  hätte  es  recht  eigentlich  zur  Bestimmung  des  gegen- 
wärtigen Werks  gehört  das  Unterlassene  selbst  auszuführen ;  indessen 
scheint  auch  der  Verfasser  den  Wert  der  Meinungen  nur  nach  ihrer 
Häufigkeit  zu  wägen.  Ist  aber  auch  die  Absicht  erst  halb  erreicht) 
so  ist  doch  schon  die  erste  Hälfte,  die  Zusammenführung  der  An- 
sichten, ein  dankenswertes  Unternehmen.  Das  vorliegende  Buch 
wird  im  Vorwort  der  erste  Band  genannt,  was  auf  dem  Titel  nicht 
bemerkt  ist.  Dieser  behandelt  erst  die  allgemeinen  didaktischen 
Grundsätze,  dann  die  einzelnen  Grundbegriffe.  Hoppe. 


Vermischte  Schrift;en. 

Acta  Mathematica.  Zeitschrift  herausgegeben  von  G.  Mittag- 
Leffler.  13.  Stockholm  1890.  F.  u.  G.  Beijer.  Berlin,  Mayer 
Q.  Müller.    Paris,  A.  Hermann. 
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Der  13.  Band  enthält  die  zwei  mit  dem  Preise  Sr.  Haj.  des 
Königs  Oskar  IL  gekrönten  Abhandinngen: 

H.  Poincar6:  lieber  das  Problem  der  3  Körper  und  die 
Gleichungen  der  Dynamik. 

P.  Appell:  lieber  die  Integrale  von  Mnltiplicator-Functionen 
und  ihre  Anwendung  zur  Entwickelung  der  Aberschen  Functionen 
in  trigonometrische  Reihen. 


Monatshefte  ftlr  Mathematik  und  Physik.  Mit  Unterstützung  des 
hohen  k.  k.  Ministeriums  für  Cnltus  und  Unterricht  herausgegeben 
von  Prof.  G.  v.  Escherich  und  Em.  Weyr  in  Wien.  I.Jahrgang. 
Wien  1890.    Mauz. 

Der  Inhalt  des  1.  Bandes  ist  folgender. 

J.  Stefan:  lieber  die  Theorie  der  Eisbildung.  — -  J.  König: 
lieber  stetige  Functionen,  die  innerhalb  jedes  Intervalls  extreme 
Werte  besitzen.  —  F.  Mertens:  Die  invarianten  Gebilde  der 
räumlichen  Collineation.  —  Das  Potential  einer  homogenen  Ellipse. 
— -  F.  Mayer:  lieber  die  höhern  Ableitungen  eines  Quotienten  2 
Functionen.  —  L.  Gegenbauer:  Einige  arithmetische  Sätze.  — 
W.  Wirtinger:  Bemerkung  über  ganzzahlige  irreductible  Gleichun- 
gen. —  lieber  eine  Verallgemeinerung  der  Theorie  der  Kummer*- 
Bchen  Fläche  und  ihrer  Beziehungen  zu  den  S  Functionen  2  Va- 
riabeln.    —    Bemerkung  über  die   elliptischen   Modulfunctionen.  — 

0.  Biermann:    lieber  die  Darstellung  der  Fuchs'schen  Functionen 

1.  Familie  durch  unendliche  Producte.  —  H.  Kohn:  lieber  die 
Relationen,  welche  zwischen  den  verschiedenen  Systemen  von  Be- 
rührungskegelschnitten einer  allgemeinen  Curve  4.  Ordn.  bestehen.  — 
V.  Dantscher  v.  Kottelsberg:  Bemerkung  zur  Integralrechnung. 

—  C.  Köppner:  Die  Schraubenbewegung,  das  Nullsystem  und  der 
lineare  Complox.  —  lieber  benachbarte,  windschiefe  Strahlen  im 
linearen  Complcxe.  —  M.  Lerch:  Mitteilungen  aus  der  Integral- 
rechnung.  —    J.  A.  Gm  ein  er:  Beweis  eines  arithmetischen  Satzes. 

—  E.  Weyr:  Zur  Theorie  der  bilinearen  Formen.  —  F.  Späth; 
Lineale  Construction  von  Kegelschnitten  aus  teilweise  imaginären 
Elementen.  —  J.  Haubner:  lieber  Strombrechung  in  flächenförmigen 
Leitern.  —  0.  v.  Lieh  teuf  eis:  lieber  den  Fundamen  talsatz  der 
Theorie  der  Differentialgleichungen.  —  E.  Study:  lieber  Systeme 
complexer  Zahlen  und  ihre  Anwendung  in  der  Theorie  der  Trans- 
formationsgruppen. —  A.  Ameseder:  Grundzügee  einer  rein  geo- 
metrischen Theorie  der  Collineationen  und  Reciprocitäten.  —  K. 
Birkeland:  Ein  Satz  über  algebraische  Curven.  —  0.  Stolz:  Zur 
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Theorie  der  Raumcnrven.  —  A.  Puchta:  Loxodromen  und  kür- 
zeste Linien  auf  dem  Ereisring,  —  Zar  Theorie  der  Beobachtnngs- 
fehler.  —  M.  Man  dl:  üeber  die  Verallgemeinerung  eines  Gauss'- 
schen  Algorithmns.  —  A.  Wassmuth:  üeber  die  Aenderung  der 
specifischen  Wärme  mit  der  Temperatur.  —  F.  Gomes-Teixeira: 
Erweiterung  eines  Satzes  von  Jacobi.  H. 

Annales  de  la  Facult^  des  sciences  de  Toulouse,  ponr  les  sci- 
ences  math^matiques  et  les  sciences  physiques,  publikes  par  un  Co- 
mit6  de  r6daction  compos6  des  Professenrs  de  math^matiques,  de 
physique  et  de  chimie  de  la  Facult6,  sous  les  auspices  du  Minist^re 
de  rinstruction  publique  et  de  la  Municipalit6  de  Toulouse,  avec  le 
concours  du  Conseil  G^n^ral  de  la  Haute-Garonne.  Tome  IV.  Ann6e 
1890.    Paris  1890.    Gauthier-Villars  et  fils. 

Der  4.  Band  enthält  folgende  Abhandlungen. 

X.  Stouff:  üeber  neue  harmonische  Functionen  von  3  Variabein 
analog  den  Fuchs'schen  S  Functionen.  —  üeber  gewisse  aus  den 
Wurzeln  binomischer  Gleichungen  gebildete  Fuchs'sche  Gruppen.  — 
P.  Sabatier:  üeber  die  Classification  der  einfachen  Körper  nach 
dem  periodischen  Gesetze.  —  P.  Duhem:  Von  den  Grundprincipien 
der  Hydrostatik.  —  üeber  die  Verrückung  des  Gleichgewichts.  — 
A.  Legoux:  üeber  ein  System  orthogonaler  und  homofocaler  Cur- 
ven.  —  G.  Koenigs:  Bemerkung  über  einen  Punkt  der  Theorie 
der  elliptischen  Functionen.  —  V.  Jamet:  üeber  die  Theorie  der 
eine  Curve  osculirenden  Kugeln.  —  T.  J.  Stieltjes:  üeber  die 
Legendre'schen  Polynome.  —  üeber  die  Wurzeln  der  Kugelfunction 
2.  Gattung.  —  P.  Appell:  üeber  eine  Classe  von  Polynomen  in  2 
Variabein  und  die  approximative  Berechnung  der  Doppelintegrale. 
Hermite:  tJeber  die  Wurzeln  der  Kugelfunction  2.  Gattung.  — 
H.  Andoyer:  üeber  die  allgemeinen  Formeln  der  Himmelsmecha- 
nik. —  G.  Humbert:  üeber  die  einer  Quartik  einbeschriebenen 
Kegelschnitte.  —  Riveau:  üeber  die  Invarianten  der  linearen 
Differentialgleichungen.  —  E.  Cosserat:  üeber  die  Untersuchung 
einer  algebraischen  Curve  in  der  Nähe  eines  ihrer  Punkte.  — 
Ch.  M^ray:  Analytische  Theorie  des  Neper'schen  Logarithmus  und 
der  Exponentialfunction.  H. 


Digitized  by  VjOOQIC 


Mathematische 
und  physikalische  Bibliographie. 

XXXII. 


<>e8chichte  der  Mathematik  und  Phjsik« 

Cleomedis  de  motu  circnlari  corporum  caelestiam  libri  II,  ad 
noYoram  codicum  fidem  ed.  et  latina  interpretatione  instruxit  H. 
Ziegler.    Leipzig,  Toubner.    2  Mk.  70  Pf. 

Fortschritte,  die,  der  Physik,  im  J.  1885.  Dargestellt  v.  der 
physik.  Gesellschaft  zu  Berlin.  41.  Jahrg.  1.  Abth.,  enth.:  Physik 
der  Materie.    Red.  v.  E.  Budde.    Berlin,  Georg  Reimer.    11  Mk. 

Frischauf,  J.,  Beiträge  zur  Geschichte  u.  Construction  der 
Karten-Projeetionen.    Graz,  Leuschner  &  L.    80  Pf. 

Graf,  J.  IL,  Geschichte  der  Mathematik  u.  der  Naturwissen- 
schaften in  bernischen  Landen  vom  Wiederaufblühen  der  Wissen- 
schaften bis  in  die  neuere  Zeit  3.  Hft.  .(2.  Abth.)  Die  1.  Hälfte 
d.  XVIII.  Jahrb.    Bern,  Wyss.    2  Mk.  40  Pf. 

Jahrbuch  ttb.  die  Fortschritte  der  Mathematik.  Hrsg.  v.  E. 
Lampe.  20.  Bd.  Jahrg.  1888.   2.  Hft  Berlin,  Georg  Reimer.  10  Mk. 

Robel,  E.,  die  Sirenen.  Ein  Beitrag  zur  Entwickelungsge- 
schichte  der  Akustik.    I.  Tl.    Berlin,  Gärtner's  Verl.    1  Mk. 

Weber,  L.,  tlb.  das  Galilei'sche  Princip.  Kiel,  Häseler*sche 
Buchh.    2  Mk. 

Methode  und  Prinolpien« 

Böhme,  A.,  Anleitung  zum  Unterricht  im  Rechnen.  12.  Aufl. 
Berlin,  G.  W.  F.  Müller.    4  Mk. 
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Haberland,  M.,  die  Stellung  der  Mathematik  im  System  d. 
erziehenden  Unterrichts.  Neustrelitz ,  Barnewitz'sche  Hofbnchh. 
50  Pf, 

Sammlnnsren« 

Eleyer,  A.,  vollständig  gelöste  Anfgaben-Sammlnng  ans  allen 
Zweigen  der  Kechenkunst,  der  niederen  n.  höheren  Mathematik,  der 
Physik  etc.    838.-887.  Hft.    Stuttgart,  Jul.  Maier.    k  25  Pf. 

Martns,  H.  C.  E.,  mathematische  Aufgaben  zum  Gebrauche 
in  den  obersten  Klassen  höherer  Lehranstalten.  2.  Tl.:  Ergebnisse. 
7.  Aufl.    Leipzig,  C.  A.  Koch's  Verl.    4  Mk.  80  Pf. 

Reese,  F.,  5000  Aufgaben  nebst  Resultaten  aus  der  Bruch- 
rechnung.   Wismar,  Hinstorflf,  Verl.    50  Pf. 

Rychlicki,  S.,  physikalische  Aufgaben  aus  der  Mechanik  nebst 
Auflösungen  f.  die  Prima  höherer  Lehranstalten.  Wongrowitz,  Le- 
wandowski.    1  Mk. 

Stein,  H.,  Rechenhefte  f.  d.  Unter-  u.  Mittelklassen  der  Real- 
schulen u.  Gymnasien.  1. — 3.  Hft.  4.  Aufl.  Chemnitz,  Bülz,  Verl. 
2  Mk.  20  Pf. 

Tabellen. 

Gauss,  F.  G.,  Tierstellige  logarithmisch-trigonometr.  Hand- 
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Litterarischer  Bericht 

XL. 


Lehrbücher. 

Systematiseber  Grundriss  der  Elementar-Mathematik.  Erste 
Abteilung:  Die  Algebra  nnd  die  Grandbegriffe  der  Differentialrech- 
nung. Für  den  Gebranch  an  höheren  Lehranstalten  bearbeitet  von 
Professor  Dr.  Eduard  Fischer,  Oberlehrer  am  Friedrichs- Gym- 
nasium zu  Berlin.    Berlin  1891.    Carl  Duncker.    163  S. 

Der  umfang  des  behandelten  Lehrstoffs  ist  ein  sehr  grosser  und 
überschreitet  mehrfach  das  natürliche  Pensum  der  Schule  um  ein  bedeu- 
tendes. Die  Einfahrung  der  Differentialrechnung  allein  ist  auf  dem 
Titel  genannt;  ihr  voraus  aber  geht  auch  die  der  unendlichen  Reihen. 
In  beiden  handelt  es  sich  nicht  um  die  allgemeinen  Grundbegriffe 
und  Principien:  die  Erklärungen  werden  so  kurz  als  möglich,  gerade 
ausreichend  für  alle  folgenden  Anwendungen  gegeben.  Den  eigent- 
lichen Inhalt  bilden  vielmehr  die  einfachsten  speciellen  Stücke  aus 
Theorie  und  Rechnung,  dazu  eingerichtet,  dass  der  Schüler  von  einigen 
Gegenständen  der  hohem  Analysis  eine  Vorstellung  bekommen  soll. 
Eine  gute  Vorbereitung  für  das  spätere  Studium  erhält  er  dadurch 
sicher  nicht;  ob  er  für  andere  Berufszweige  davon  Nutzen  hat,  lässt 
sich  im  ganzen  nicht  beurteilen;  Einigen  mag  auch  die  blosse  mit- 
geteilte Idee  genügen  um  autodidaktisch  weiter  zu  forschen.  Jeden- 
falls eignen  sich  die  2  genannten  hohem  Rechnungen  nicht  zu  ob- 
ligatorischen Lehrgegenständen.  Ganz  unzutreffend  ist  die  Aussage 
im  Vorwort,  der  Verfasser  sei  bemüht  gewesen  das  mathematische 
Pensum  in  seinem  vollen  natürlichen  Umfange  darzustellen;  denn 
das  Buch  schliesst  nicht    mit  erledigten  Disciplinen,   sondern   mit 

Axcli.  d.  Math.  u.  Phys.    2.  Reibo,  T.  X.  4 
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kleinen  Anfängen  zweier  Disciplinen  ab,  aus  denen  deren  Bedentang 
sich  nicht  entnehmen  lässt.  Mit  weit  mehr  Becht  fügt  der  Verfasser 
an  eben  jener  Stelle  hinzu:  „strenger,  als  es  bisher  in  den  meisten 
Lehrbüchern  geschehen  ist,  in  folgerichtiger  Entwickelnng  seinem 
innnern  Znsammenhange  nach^\  In  der  Tat  sind  hier  mit  grosser 
Sorgfalt  in  Betreff  aller  Fragen,  deren  laxe  Behaudlang  öfters  Büge 
erfahren  hat,  die  Erfordernisse  der  Strenge  durch  die  nötigen  Er- 
klärungen und  exacte  Deduction  berücksichtigt  worden:  an  ergän- 
zenden Beweisen  bei  Erweiterungen  des  Zahlenbegriffs,  am  Kriterium 
der  Convergenz  unendlicher  Beihen  n.  a.  lässt  sich  nichts  vermissen. 
Ob  freilich  die  zu  Erklärungen  gebrauchten,  als  allgemein  bekannt 
betrachteten  Wörter  dem  Schüler  anders  bekannt  sein  werden,  als 
sofern  er  oft  davon  hat  reden  hören,  möchte  sehr  zu  bezweifeln 
sein;  auch  lässt  sich  in  dieser  Beziehung,  wenn  nur  der  Lehrgang 
correct  ist,  dem  Yerständniss  mündlich  nachhelfen.  Eher  als  gegen 
die  „folgerichtige  Entwickelnng'^  sind  gegen  die  Auffassung  des  „in- 
nern  Zusammenhangs^'  Einwände  zu  machen.  Wenn  der  Anfang  des 
Buches  die  systematisch  dekadische  Schreibung  der  Zahl  als  Vor- 
bedingung der  vollen  Entwickelnng  der  Algebra  hinstellt,  so  werden 
damit  zwei  Dinge,  die  einander  nichts  angehen,  in  eine  ans  der 
Luft  gegriffene  Beziehung  gesetzt.  Die  Behauptung  ist  hier  eine 
müssige;  wenn  man  sie  streicht,  so  bleibt  keine  Lücke.  In  einem 
zweiten  Falle  hingegen  ist  es  damit  nicht  getan.  Nachdem  der  bino- 
mische Satz  für  positive  ganze  Exponenten  bewiesen  ist,  wird  die 
Frage  erhoben,  ob  er  auch  für  negative,  dann  für  gebrochene  Ex- 
ponenten gelte.  Selbstverständlich  hat  der  bewiesene  Satz  nur 
Sinn  für  positive  ganze  Exponenten;  für  jeden  andern  Exponenten 
ist  die  Potent  einem  Ausdruck  anderer  Form  gleich;  daher  ist  der 
Zusammenhang  beider  Ausdrücke  hier,  wo  der  eine  als  Fortgeltung 
des  andern  bezeichnet  wird,  unrichtig  dargestellt;  beide  sind  nur  in 
einem  allgemeinem,  vorläufig  noch  unbekannten  enthalten.  Bei  der 
Herleitung  treten  noch  manche  Mängel  auf:  die  Determination  scheint 
vergessen  zu  sein;  dass  und  warum  im  Binom  (l-^x)  nie  a;  ]>  1 
sein  darf,  ist  ausser  Acht  gelassen ;  auch  die  Berechtigung  algebrai- 
sche Operationen  an  den  Termen  unendlicher  Reihen  zu  vollziehen 
ist  nicht  nachgewiesen.  Hiergegen  berichtigend  vorzugehen,  wäre 
unnütz:  wer  einen  willkürlichen  Streifzug  macht,  kann  auch  nach 
Belieben  unverrichteter  Sache  umkehren.  Nur  wird  durch  solche 
Mängel  recht  offenbar;  wie  wissenschaftlich  wertlos  und,  weil  zur 
Nachlässigkeit  verführend,  pädagogisch  verwerflich  Streifzüge  in  die 
höhere  Mathematik  überhaupt  sind.  Das  Lehrbuch  beginnt  mit  den 
7  Grundoperationen,  behandelt  die  Gloichungen,  Kettenbrüche  und 
Combinatorik;  das  Uebrige  ist  besprochen. 

Hoppe« 
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Algebra.  Lehrbuch  mit  Aufgabensariiinlung  für  Schalen,  bear- 
beitet von  Wilhelm  Winter,  Professor  für  Mathematik  und  Physik 
am  k.  alten  Gymnasium  zu  Regensburg.  München  1891.  Theodor 
Ackermann.    329  S. 

Das  Lehrbuch  zeichnet  sich  aus  durch  Reichhaltigkeit  und  Viel- 
seitigkeit £s  umfasst  die  7  Grundoperationen,  die  linearen  und 
quadratischen  Gleichungen  und  die  logarithmisch  lösbaren,  die  Rei- 
henlehre und  Combinatorik  und  was  damit  in  Verbindung  steht. 
Auf  jeden  Lehrabschnitt  folgen  zahlreiche  Aufgaben.  Der  Lehrver- 
trag zeigt  wenig  Geschick  im  concinnen  präcisen  Ausdruck;  umso- 
mehr  sucht  er  durch  Entfaltung  des  Begriffsinhalts  und  seiner  Gon- 
sequenzen  es  zu  erreichen,  dass  nichts  im  dunkeln  bleibt.  Am  meisten 
tritt  jener  Mangel  hervor  in  den  Definitionen  der  Grundbegriffe,  die 
in  der  Einleitung  zusammengestellt  sind.  Sie  leiden  grossenteils  an 
dem,  auch  in  andern  Lehrbüchern  vorkommenden  Fehler,  dass  zur 
Begriffsbestimmung  Elemente  zugezogen  werden,  die  mit  dem  Wesen 
des  Begriffs  nichts  zu  tun  haben.  Es  werden  Bedingungen  künstlich 
zusammengebracht,  welche  es  verwehren,  dass  man  mit  einem  Worte 
einen  falschen  Begriff  verbinde,  die  es  aber  nicht  nur  möglich,  son- 
dern recht  wahrscheinlich  lassen,  dass  der  Anfänger  überhaupt  keinen 
Begriff  findet,  weil  keine  Angabe  zur  Bildung  des  Begriffs  hinführt. 
Zur  Aushülfe  ist  jeder  Definition  ein  Beispiel  beigefügt,  aus  dem 
wenigstens  der  Kundige  sieht,  was  der  Verfasser  gemeint  bat.  Einige 
Definitionen  kommen  indes  auch  vor,  die  nicht  einmal  zutreffen. 
Hier  ist  vor  allen  die  folgende  zu  nennen:  „Zwei  Grössen,  welche 
für  einander  gesetzt  werden  können,  ohne  dass  sich  bei  Beibehaltung 
derselben  Umstände  irgend  eine  andere  von  ihnen  abhängige  Grösse 
ändert,  nennt  man  gleich''.  Das  heisst  einfacher  ausgesprochen. 
Zwei  Grössen  sind  einander  gleich,  wenn  die  ihnen  entsprechenden 
Werte  einer  Function  (bzhw.  aller  Functionen,  wenn  etwa  „irgend 
ein''  „Ulla''  bedeuten  soll)  einander  gleich  sind.  In  beiden  Fällen 
wird  Gleichheit  durch  Gleichheit  erklärt:  im  zweiten  muss  man  so- 
gar unendlich  viele  Gleichheiten  vorher  kennen ,  ehe  man  von  einer 
einzigen  Gleichheit  wissen  kann.  Abgesehen  von  diesem  ungeheuer- 
lichen Falle  ist  der  Satz  auch  nicht  zutreffend;  denn  abhängige 
Grössen  wie  rc^,  sino;  u.  a.  ändern  sich  auch  bei  Substitution  un- 
gleicher Grössen,  — sc,  bzhw.  jt— x,  nicht.  Die  Definition  ist  dem- 
nach in  doppelter  Hinsicht  unrichtig,  erstens  als  Girkel,  zweitens  als 
unzutreffend.  Doch  auch  wenn  beide  Fehler  vermieden  wären,  so 
würde  der  zu  Anfang  gerügte  Fehler  bestehen  bleiben,  die  Zuziehung 
von  Elementen ,  die  nicht  zum  Begriffe  gehören.  Was  gehen  den 
Begriff  der  Gleichheit  zweier  grossen  andere  Grössen  an  ?  Durch 
deren  Einmischung  wird  sein  Wesen  als  einfacher  Grundbegriff  nur 
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verdunkelt,  der  Zweck  des  Definirens  geradezu  vereitelt.  Die  Sub- 
stituirbarkeit  ist  Folge,  nicbt  Gruod  der  Gleichheit.  Diese  Stellung 
hat  sie  in  der  gesamten  mathematischeu  Praxis.  Die  angebliche 
Definition,  welche  ihr  die  umgekehrte  Stellung  anweist,  würde  da- 
her, wenn  sie  von  Wirkung  wäre,  das  Lernen  bloss  hindern. 

Hoppe. 


Julius  Petersen,  Lehrbuch  der  elementaren  Planimetrie. 
Kopenhagen  1891.    Andr.  Fred.  Host  og  Son.    108  S. 

Das  Gegenwärtige  ist  die  2.  Auflage  des  bereits  im  265.  litt 
Berichts.  6  besprochenen  Lehrbuchs, übersetzt  von  R.  von  Fischer- 
Ben  zon.  Da  laut  der  Vorrede  des  Uebersetzers  sie  sich  sachlich 
nur  durch  den  Anhang  von  der  ersten  unterscheidet,  so  ist  mit  Ver- 
weisung auf  den  frühern  Bericht  jetzt  nur  von  diesem  Anhang  zu 
reden.  Der  Verfasser  räumt  darin  ein,  dass  der  Beweis  des  Satzes 
16.  (die  .Summe  der  Aussenwinkel  eines  Vielecks  ist  »  4R)  eine 
Lücke  enthält.  Diese  beruhe  darauf,  dass  die  ideellen  Objecto  der 
Mathematik  durch  willkürliche  Bedingungen  bestimmt  werden,  sich 
daher  mit  den  wirklichen  Objecten  nicht  zu  decken  brauchen.  So 
entspreche  auch  der  definirte  Begriff  der  Ebene  nicht  vollständig 
der  wirklichen  Ebene.  Der  Verfasser  ergänzt  ihn  durch  die  Eigen- 
schaft der  Ebene,  „dass  sie  bei  auf  einander  folgenden  Verschiebun- 
gen^^ (nämlich  ohne  Drehung)  „in  sich  selbst  ganz  in  ihre  ursprüng- 
liche Lage  zurückkehrt,  wenn  einer  ihrer  Punkte  in  seine  ursprüngliche 
Lage  zurückkehrt' ^  Auf  Grund  dieser  Eigenschaft  lässt  sich  in  der 
Tat  jener  (den  Parallelensatz  sichtlich  vertretende)  Satz  beweisen. 
Man  bindet  einen  den  Umfang  des  Vielecks  durchlaufenden  Punkt 
an  eine  ohne  Drehung  bewegliche  Ebene;  dann  zeichnen  sich  suc- 
cessive  die  Seiten  auf  ihr  als  Strahlen,  die  von  einem  Punkte  aus- 
gehen, und  die  zwischen  den  consecutiven  Strahlen  liegenden  Winkel 
Summiren  sich  zum  Vollwinkel.  Indem  wir  Vorstehendes  vollkommen 
anerkennen,  haben  wir  doch  Folgendes  dazu  zu  bemerken.  Erstens 
dass  die  genannte  Verschiebung  ohne  Drehung  stattfindet,  was  der 
Verfasser  zu  sagen  unterlassen  hat,  ist  zur  Richtigkeit  des  Satzes 
offenbar  notwendig.  Da  aber  eine  solche  nur  auf  der  Ebene  möglich 
ist,  so  ist  das  Weitere  keine  unterscheidende  Eigenschaft  mehr. 
Zweitens,  eine  den  Begriff  ergänzende  Eigenschaft  ist  sachlich  nichts 
andres  als  ein  Grundsatz.  Es  hat  sich  also  ergeben,  dass  ein  Grund- 
satz unentbehrlich  ist,  was  man  längst  wusste.  Drittens,  warum  ist 
trotz  der  im  Anhang  gegebenen  Aufklärung  der  lückenhafte  Beweis 
von  Satz  16.  mit  dem  Anspruch  auf  Bündigkeit  stehen  geblieben? 
Viertens,  die  im  Anhang  bezeichnete  Lücke  ist  keine  vereinzelte: 


Digitized  by  VjOOQIC 


Liüerarigehtr  Bericht  XL,  38 

die  ganze  Lehre  vom  Winkel  entbehrt  noch  der  ezacten  Basis.  Der 
Winkel  wird  durch  die  Drehung  einer  Geraden  erklärt;  wodurch 
aber  diese  als  Grösse  bestimmt  wird,  ist  mit  keinem  Worte  gesagt. 
Im  Einklang  damit  fehlen  alle  Sätze ,  welche  principiell  die  Gleich- 
heit and  Messbarkeit  der  Winkel  begründen.  Diese  lassen  sich  nicht 
als  selbstverständlich  übergeben,  weil  es  sich  nicht  allein  um  Winkel 
mit  gemeinsamem  Scheitel  handelt.  Von  ganzer  und  halber  Um- 
drehung und  von  der  Teilung  in  Grade  ist  die  Rede,  von  gleichen 
Teilen  aber  nicht,  das  Wort  „gleich"  wird  vermieden  und  damit  die 
Frage  nach  der  Bedingung  der  Gleichheit  abgeschnitten.  Hiermit 
bleibt  der  Winkel  als  Grösse  eine  vage  Vorstellung,  ein  unverstan- 
dener Begriff;  eine  solche  Lehre  gehört  nicht  in  eine  exacte  Doctrin. 

Hoppe. 


Planimetrie.  Zum  Gebrauche .  au  höheren  Unterrichtsanstalten 
bearbeitet  von  Dr.  Richard  Heger,  a.  o.  Honorarprofessor  ander 
König].  Sachs.  Technischen  Hochschule  und  Oberlehrer  am  Wettiner 
Gymnasium  zu  Dresden.  Zweite,  verbesserte  und  vermehrte  Auflage. 
Mit  187  Holzschnitten.    Breslau  1890.    Eduard  Trewendt.  136  S. 

Die  „Planimetrie^^  ist  der  erste  der  4  Teile  des  Gesamtwerks: 
„Leitfaden  für  den  geometrischen  Unterricht^'.  Die  2  ersten  Teile 
sind  in  1.  Auflage  im  274.  litt.  Bericht  S.  17,  die  5  letzten  im  279. 
1.  B.  S.  26  besprochen.  Die  in  der  2.  Auflage  vollzogene  Haupt- 
änderung besteht  darin,  dass  soviel  als  möglich  die  Symmetrie  zur 
Deduction ,  insbesondere  zum  Beweise  der  Gongruenzsätze  verwandt 
wird.  Aus  gutem  Grunde  wird  jedoch  keine  Theorie  der  Symmetrie 
vorausgeschickt,  sondern  mit  dem  gleichschenkligen  Dreieck  als  sym- 
metrischer Elementarfigur  beginnend  in  synthetischem  Fortschritt 
die  Reihe  der  Folgerungen  entwickelt,  und  das  Wesen  der  Symmetrie 
durch  ihren  Gebrauch  zur  Deutlichkeit  gebracht.  H. 

Elementargeometrie.  Von  Ferdinand  Reese,  Oberlehrer  in 
Wismar.    Wismar  1890.    Hinstorff.    98  S. 

Das  Buch  besteht  aus  einer  Reihe  von  Betrachtungen  über 
Gegenstände  der  Geometrie,  deren  jede  in  der  Regel  mit  einem  Lehr- 
satze schliesst.  Begründung  dieser  Sätze  scheint  überhaupt  mit  den 
Betrachtungen  nicht  beabsichtigt  zu  sein,  denn  weder  ist  diese  Be- 
stimmung irgendwo  ausgesprochen,  noch  lässt  sich  darin  eine  ge- 
nügende Begründung  finden.  Auch  an  ezacten  Definitionen  fehlt  es 
sehr.  Ueberdies  ist  die  Sprache  stellenweis  sehr  ungenau.  Dagegen 
kommen  häufig  geordnete  Zusammenstellungen  vor,   auch  wo  man 
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keinen  rechten  Anlass  daza  sieht,  was  auf  die  Vermatung  führt,  dass 
das  Systematisiren  das  Hauptinteresse  des  Verfassers  sein  mag. 

Hoppe. 


Schultrigonometrie.  Von  Dr.  Theodor  Walter,  Direktor  der 
Grossherzoglich  hessischen  Realschule  zu  Bingen  am  Rhein.  Halle 
a.  S.    1891.    Buchhandlung  des  Waisenhauses.    80  S. 

Das  Lehrhuch  unterscheidet  sich  besonders  dadurch,  dass  darin 
die  Goniometrie  fehlt,  und  dass  es  auch  die  Bedeutung  der  Drei- 
ecksrelationen auf  die  Anwendung  zur  numerischen  Berechnung  aus 
numerischen  Datis  beschränkt,  diese  Anwendung  dagegen  principiell 
in  grösserer  Ausführlichkeit  behandelt,  als  es  sonst  zu  geschehen 
pflegt.  Es  wird  demgemäss  erst  Sinus,  dann  Cosinus,  dann  Tangens 
und  Cotangens,  jeder  einzeln  (für  Winkel  <  2R)  erklärt,  die  ihn 
betreffenden  Formeln  entwickelt  und  der  Rechnungsgang  gezeigt, 
dann  über  alle  zussmmen  erst  Musterbeispiele,  dann  Uebungsbeispiele 
gegeben.  Zum  Schlüsse  werden  noch  die  Formeln  für  das  recht- 
winklige sphärische  Dreieck,  wiewol  ohne  Anwendung,  hergeleitet 
und  auf  3  Seiten  eine  vierstellige  Tabelle  der  Logarithmen,  der 
Sinus,  Cosinus,  Tangens  aufgestellt.  Als  Motiv  der  Beschränkung 
gibt  die  Vorrede  an,  dass  dadurch  der  Unterricht  einheitlicher  werde. 
Einheitlicher  wird  er,  das  lässt  sich  freilich  nicht  leugnen,  von 
selbst  durch  seine  Einseitigkeit.  Es  ist  aber  gerade  das  geistbildende 
Element,  was  hier  ausgeschlossen  wird;  nur  das  handwerksmässige 
Rechnen  bleibt  und  wird  bevorzugt.  Ferner  wird  in  der  Vorrede 
die  Goniometrie  ein  Instrument  der  Analysis  genannt.  Das  ist  sie 
in  gleichem  Sinne  wie  die  gesamte  Algebra.  Sowenig  aber  die  Algebra 
der  Schule  sich  auf  numerische  Auflösung  von  Gleichungen  beschränkt, 
sowenig  es  ein  Uebergreifen  in  die  Analysis  ist,  dass  sie  alle  alge- 
braischen Beziehungen  in  voller  Allgemeinheit  enthält,  sowenig  kann 
auch  der  Schulunterricht  die  goniometrischen  Relationen  als  ein 
fremdes  Gebiet  betrachten.  Soll  die  Trigonometrie  als  Mathematik 
gelehrt  werden,  so  muss  sie  in  erster  Linie  mit  allgemeinen  Grössen 
rechnen,  und  dazu  ist  ihr.  die  Goniometrie  unentbehrlich.  End- 
lich ist  noch  eine  Aeusserung  in  der  Vorrede  zu  bestreiten,  nach 
welcher  man  gegenwärtig  bestrebt  wäre,  den  Lehrstoff  zu  beschränken. 
Dem  glaubt  nun  der  Verfasser  durch  die  genannte  Beschränkung 
Rechnung  zu  tragen.  Neuere  Lehrbücher  zeigen  im  Gegenteil  das 
Streben  den  Unterricht  in  der  Trigonometrie  stofflich  noch  weiter 
auszudehnen.  Wenn  also  der  Verfasser  sich  auf  Richard  Baltzer's 
Forderung  die  Goniometrie  zu  beschränken  beruft,   so  kann  diese 
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Forderung  sich  auf  Ausdehnungen  bezieben,  die  zu  miisbilligen  sind. 
Die  Erwähnung  der  1802  erscbienenen  Trigonometrie  ohne  Gonio- 
metrie zeigt  das  Gegenteil  von  dem,  was  sie  zeigen  soll,  nämlich 
dass  der  Gedanke  keine  dauernde  Beistimmnng  gefunden  hat 

Hoppe, 


Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Elliptische  Functionen  und  algebraische  Zahlen.  Akademische 
Vorlesungen  von  H.  Weber,  Professor  der  Mathematik  an  der 
Universität  Marburg.  Braunschweig  1891.  Friedrich  Vieweg  und 
Sohn.    504  S. 

In  diesem  Werke  werden  uns  die  Entdeckungen,  mit  denen  nach 
Jacobi  die  Theorie  und  Anwendung  der  elliptischen  Functionen  be- 
reichert worden  ist,  und  die  bisher  schwer  zugänglich  waren,  nachdem 
sie  bereits  durch  Halphen  an  die  Oeffentlichkeit  gelangt  sind,  in 
einem  dem  Verständniss  entgegenkommenden  Vortrage  erschlossen. 
Das  Werk  besteht  aus  3  Teilen.  Der  erste,  genannt  analytische  Teil 
enthält  die  Theorie  der  elliptischen  und  Theta-Functionen  als  Func- 
tionen von  Argument  und  Modul,  nämlich  der  Reihe  nach  die  ellip- 
tischen Integrale,  die  Thetafunctionen,  deren  Transformationen,  die 
elliptischen  Functionen,  die  Modnlfunctionen  und  2  Anwendungen; 
der  zweite,  genannt  algebraische  Teil  Functionen  des  Moduls  allein, 
einzeln .-HOlfssätze  aus  der  Algebra,  Multiplication  und  Teilung  der 
elliptischen  Functionen,  Theorie  der  Transformationsgleichungen, 
die  Gruppe  der  Transformationsgleichungen  und  die  Gleichung  5. 
Grades ;  der  dritte,  genannt  zahlentheoretische  Teil  die  algebraischen 
Zahlen,  welche  man  erhält,  wenn  der  Modul  einen  besondem,  aus- 
gezeichneten Zahlenwert  hat,  einzeln:  complexe  Multiplication,  Be- 
rechnung von  Classeninvarianten ,  die  Mnltiplicatorgleichung  in  der 
complexen  Multiplication  und  die  ZerfiäUung  der  Classengleichung  in 
Factoren,  Galois'sche  Gruppe  der  Classengleichung,  die  Normen  der 
Classeninvarianten  /(o),  Teilung  der  elliptischen  Functionen  mit 
singulären  Moduln.  Der  Anhang  gibt  ein  Verzeichniss  von  Classen- 
invarianten. H. 


Zur  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen.  Von  Dr.  Job. 
Schumacher,  Beallehrer  an  der  Egl.  Realschale  zu  Neustadt  a.  H. 
Erlangen  und  Leipzig  1890.    Andr.  Deichert.    137  S. 
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Hiermit  gibt  der  Verfasser  seine  eigenen  Untersnchnngen  als 
Beitrag  zu  den  Arbeiten  von  Abel,  Galois,  Gordan,  Hermite,  Jacobi, 
Klein,  Kronecker  und  Lagrange  heraus.  H. 


Neue  Rechnangsmethoden  der  höheren  Mathematik.  Von  Dr. 
Julius  Bergbohm.  Stuttgart  1891.  Selbstverlag  des  Verfassers. 
30  S. 

Die  vorliegende  Schrift  geht  aus  mehrfachem  Irrtum  hervor. 
Zunächst  hat  der  Verfasser  die  Bedeutung  der  Differentialrechung  ganz 
verkannt,  indem  er  dieselbe,  ohne  auf  die  Bestimmung  des  Differen- 
tials als  Charakterisirung  des  Laufes  einer  Function  zu  achten, 
schlechthin  als  Rechnung  mit  Unendlichkleinen  ansieht.  Dass  man 
mit  der  Unendlichkleinen  dx  ebenso  rechnen  kann,  wie  mit  jeder 
andern,  scheint  er  für  eine  neue  Entdeckung  gehalten  zu  haben, 
denn  sonst  kommt  nichts  vor,  was  mit  den  „neuen  Rechnungs- 
methoden^^  gemeint  sein  könnte.  Welche  Beziehung  die  auf  dx  aus- 
geübten Operationen  zur  Differentialrechnung  haben  könnten,  ist  mit 
keinem  Worte  gesagt.  Die  dafür  erfundenen  Namen  und  Zeichen 
sind  schon  darum  müssig,  aber  auch  weil  neben  den  gewöhnlichen 
Operationszeichen  andere  nur  vom  Uebel  sind.  Hoppe. 


Vermischte  Schriften. 

Acta  Mathematica.  Zeitschrift  herausgegeben  von  G.  Mittag- 
Leffler.  14.  Stockholm  1891.  F.  u.  G.  Beijer.  Berlin,  Mayer 
u.  Müller.    Paris,  A.  Hermann. 

Der  14.  Band  enthält  folgende  Abhandlungen. 

C.  Juel:  Ucber  einige  Grundgebilde  der  projectiven  Geometrie. 

W.  Raschke:  Ueber  die  Integration  der  Differentialgleichungen 
1.  Ordnung,  in  welchen  die  unabhängige  Veränderliche  nicht  vor- 
kommt 

S.  Kowalevski:  Ueber  eine  Eigenschaft  des  Systems  von  Dif- 
ferentialgleichungen, welches  die  Rotation  eines  festen  Körpers  um 
einen  festen  Punkt  definirt 

F.  Gasorati:  Krümmungsmass  der  Flächen  nach  der  gemeinen 
Vorstellung. 

G.  Scheffers:  Bestimmung  einer  Classe  von  Berührungstrans- 
formationsgruppen  des  dreifach  ausgedehnten  Raumes. 
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0.  Kirchhoff:  Beweis  der  Existenz  des  Potentials,  das  an  der 
Grenze  des  betrachteten  Baumes  gegebene  Werte  hat,  für  den  Fall 
dass  diese  Grenze  eine  ttberall  convexe  Fläche  ist. 

J.  J.  Sylvester:  Ueber  eine  „^unicnlare^^  allgemeine  Lösung 
von  Ruffon's  Problem  der  Nadeln  in  allgemeinster  Form. 

H.  Schröter:  lieber  die  8  Schnittpunkte  dreier  Flachen  2. 
Ordnung. 

A.  Hurwitz:  Ueber  beständig  convergirende  Potenzreihen  mit 
rationalen  Zahlencoefficienten  und  vorgeschriebenen  Nullstellen. 

D.  Hubert  und  A.  Hurwitz:  Ueber  die  diophantischen  Glei- 
chungen vom  Geschlecht  Null. 

£.  Phragmön:  Bemerkungen  über  die  Theorie  der  conformen 
Abbildung. 

Brioschi:  Die  Invarianten  der  linearen  Differentialgleichungen. 

A.  Berg  er:  Untersuchungen  über  die  Bernoulli'schen  Zahlen 
und  Functionen. 

P.  Tschebyscheff:  Ueber  2  Wahrscheinlichkeitsprobleme. 

E.  Hensel:  Ueber  die  Darstellung  der  Determinante  eines 
Systems,  welches  aus  2  andern  componirt  ist. 

J.  Haeks:  Ueber  die  Classenanzahl  der  zu  einer  negativen 
Determinante  D  ^  —q  gehörigen,  eigentlich  primitiven,  quadratischen 
Formen,  wo  q  eine  Primzahl  von  der  Form  4n+3  ist.  —  Einige 
Anwendungen  der  Function  [2;]. 

J.  Hörn:  Beiträge  zur  Ausdehnung  der  Fuchs'schen  Theorie 
der  linearen  Differentialgleichungen  auf  ein  System  linearer  partieller 
Differentialgleichungen. 

H.  Hertz:  Ueber  die  fundamentalen  Gleichungen  der  Elektro- 
dynamik für  bewegte  Körper.  H. 


Mathesis,  recueil  math^matique  ä  Tusage  des  6coles  speciales  et 
des  Etablissements  d'instruction  moyenne,  publik,  par  P.  Mansion, 
Professeur  ordinaire  k  rUniversit6  de  Gand,  Membre  de  TAc.  roy. 
de  Beige,  etc.  et  J.  Neuberg,  Professeur  ordinaire  ä  TUniversitd 
de  Li6ge,  Membre  de  la  Soc.  roy.  des  sc.  de  LiEge.  Tome  dixi^me. 
Gand  1890.    Ad.  Hoste.    Paris.    Gauthier-Yülars  et  fils. 

Der  10.  Band,  der  letzte  der  ersten  Reihe,  enthält  folgende  Ab- 
handlungen und  Noten. 

E.  Lucas:  Ueber  einige  Fragen  in  Betreff  der  Vorzeichen  in 
der  analytischen  Geometrie.  —  Ueber  die  vollkommenen  Zahlen.^— 
Kriterium  für  Paoli's  Formel.  —  Ueber  die  verschiedenen  Zählungs- 
systeme. 
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C.  Servais:  Qeometrische  Untersnchung  der  Gissoide  and 
Strophoide.  —  lieber  die  Umkehrbarkeit  der  linearen  Transformation. 

E.  Cesäro:  Ueber  eine  Frage  der  Grenzen.  —  üeber  die  Ele- 
mente der  Eettenlinie.  -^  Ueber  die  Anwendung  der  barycentriscfaen 
Coordinaten. 

P.  Mansion:  Grelle  oder  Brocard?  —  Paradoxon. 

Mandaert:  Ueber  eine  Gruppe  von  3  Parabeln. 

E.  Le  Paige:  Die  Formel  von  Ozanam  verdanken  wir  W.  Snell. 

G.  de  Longchamps:  Ueber  das  orthocentrische  Tetraeder. 

Dewulf:  Ueber  die  osculirenden  Kegelschnitte. 

Desmons  und  Gelin:  Elementarer  Beweis  einer  Ungleichung. 

G  Peano:  Die  Sätze  des  5.  Buchs  von  Euklid  in  Formeln 
dargestellt.  —  Ueber  die  Umkehrung  der  partiellen  Derivationen. 

W.  Fuhrmann:  Ueber  einen  neuen  Kreis  am  Dreieck. 

G.  Bergmans:  S&tze  über  die  Parabel. 

A.  Denys:  Ueber  das  regelmässige  Neuneck. 

E.  Gel  in:  Fläche  und  Volum  des  „tore"  (erzeugt  von  einem 
Kreise,  der  um  eine  nicht  schneidende  Axe  seiner  Ebene  rotirt). 

E.  Catalan:  Bemerkungen  über  eine  Note  von  E.  Lucas.  — 
Ueber  die  unbestimmte  Analysis  1.  Grades. 

A.  Del  Re:  Zu  einem  Probleme  über  das  circuläre  Billard. 

Laisant:  Ueber  die  Transformation  durch  reciproke  Radien- 
vectoren. 

A.  Poulain:  Ueber  einige  Reihen  von  merkwürdigen  Punkten 
in  der  Ebene  des  Dreiecks. 

Lac  de  Bosredonr  Bestimmung  der  Brennpunkte,  Directricen 
und  Axen  der  Kegelschnitte.  H. 
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